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Durch die Gesamtausgabe seiner mathematischen Abhandlungen, die mit 
diesem Bande zu erscheinen beginnt, wird Sophus Lie das Denkmal errichtet, 
das seiner am würdigsten ist. Aber ihm ein Denkmal zu errichten, ist keineswegs 
das einzige, nicht einmal das vornehmste Ziel, dem diese Ausgabe dienen soll. 
Was Lie für seine Wissenschaft gewirkt hat, ist weit davon entfernt, ab- 
geschlossen zu sein und der Geschichte anzugehören. Die Aufgaben, die er sich 
gestellt hatte, waren viel zu umfassend, die von ihm geschaffenen Methoden 
viel zu weittragend und fruchtbar, als daß selbst er in einem noch so langen 
Leben sie hätte ausschöpfen können. Als er, viel zu früh, der Wissenschaft ent- 
rissen wurde, hatte der reiche Schatz seiner Ideen noch bei weitem nicht die 
‚Verbreitung gefunden, die er verdiente, und deshalb noch nicht entfernt den 
Einfluß auf die Weiterentwicklung der Mathematik ausüben können, den er 
on Rechts wegen hätte haben müssen. Daß die inzwischen verflossenen Jahre 
diesen Zustand nicht gebessert haben, sondern nur noch verschlimmert, versteht 
sich von selbst. 

In dieser Beziehung soll die Ausgabe Wandel schaffen. Wenn erst alle 
Abhandlungen, die Lie veröffentlicht hat, gesammelt vorliegen, wenn insbe- 
sondere die in Norwegen erschienenen, bisher viel zu wenig beachteten Arbeiten 
bequem zugänglich sind, wenn endlich auch aus seinem handschriftlichen Nach- 
lasse und aus seinen Briefen alles dazu Geeignete ans Licht gezogen ist, dann 
werden seine Probleme und seine Methoden zur gebührenden Geltung kommen 
und weiter wirken, dann wird die von ihm ausgestreute Saat die Ernte bringen, 
die ihrem Werte entspricht und die nur durch das Zusammenwirken vieler 
Mathematiker eingebracht werden kann. 

; Dazu kommt noch eins. Lie hat eine Fülle von Ideen und Einsichten, 
die nur er besaß, mit ins Grab genommen, ohne sie veröffentlichen zu können. 
Alles das scheint unwiederbringlich verloren, wenn man nicht den Versuch 
macht, für die Nachwelt zu retten, was zu retten ist. Auch dazu soll diese 
Ausgabe dienen. Ich denke dabei nicht bloß an den handschriftlichen Nachlaß, 
der ja sowieso nach Möglichkeit ausgebeutet werden soll. In den gedruckten 
Abhandlungen steckt nämlich nicht weniges verborgen, was noch gar nicht 
verwertet ist. Man findet da an vielen Stellen Andeutungen über neue Theorien, 











‚tungen stehen nicht selten mit dem gerade von ihm behandelten Gegenstande 
"in sehr losem oder in gar keinem Zusammenhange und sind daher für sich 
allein kaum verständlich; sie sind andrerseits manchmal ganz versteckt, so daß 
sie zwischen den Zeilen gelesen werden müssen, und erst durch gelegentliche 
Hinweise in späteren Arbeiten wird man darauf aufmerksam, daß Lie etwas 


ER un durch die Gesamtausgabe in den Stand gesetzt, alle in Betracht kommen- 
den Stellen zu sammeln und mit einander und mit den ausgeführten Theorien 
in Verbindung zu setzen, so ist Aussicht vorhanden, daß gar manches wieder- 


‚gefunden wird, was ihm schon bekannt war, was aber auch heute noch neu ist. 


VII Vorwort 

Bei der Herausgabe wird alles getan werden, was in dieser Beziehung möglich 
‚ ist; jedenfalls aber wird auf alle Stellen aufmerksam gemacht werden, an die 
sich Fragen dieser Art knüpfen. 

Als Lie gestorben war, hatten seine Hinterbliebenen begreiflicherweise den 
dringenden Wunsch, daß seine zahlreichen Abhandlungen gesammelt heraus- 
gegeben würden. Daß die Erfüllung dieses Wunsches auf große Schwierigkeiten 
stoßen würde, lag auf der Hand, denn schon die gedruckten Abhandlungen mußten 
eine ganze Reihe von Bänden füllen, und was aus dem sehr umfangreichen hand- 
schriftlichen Nachlasse zur Veröffentlichung geeignet war, ließ sich gar nicht 
übersehen. Daß aber bis zum Erscheinen des ersten Bandes der Ausgabe volle 
dreiundzwanzig Jahre verstreichen würden, das konnte damals niemand ahnen. 

Der Vorstand der Videnskabsselskab zu Kristiania setzte schon bald nach 
Lies Tode einen Ausschuß ein, der aus L. Sylow, Elling Holst und Alf 
Guldberg bestand und der eine vollständige Ausgabe von Sophus Lies Ab- 
handlungen und hinterlassenen Papieren vorbereiten sollte; auch erbat er durch 
Schreiben vom 8. 6. 1900 von dem Norwegischen Unterrichtsministerium eine 
Bewilligung von jährlich 6000 Kronen für die nötigen Vorarbeiten. Sein Ge- 
such wurde jedoch nicht bewilligt. 

Für mich war es von Anfang an selbstverständlich, daß früher oder später 
eine Ausgabe der Lieschen Abhandlungen kommen mußte. Das Verzeichnis der 
Lieschen Schriften, das ich zusammengestellt habe!), habe ich hauptsächlich 
im Hinblick auf die Möglichkeit einer späteren Sammlung der Abhandlungen 
so ausführlich gehalten, und es hat mir in der Tat die Vorbereitung der jetzigen 
Ausgabe sehr wesentlich erleichtert. Als ich dieses Verzeichnis bearbeitete, fiel 
mir auf, daß sich Lie mehrmals auf ungedruckte Mitteilungen bezog, die er 
in den Jahren 1869 —71 der Videnskabsselskab zu Kristiania eingereicht hatte, 
um sich auf diese Weise die Priorität zu sichern. Ich wandte mich an den da- 
maligen Generalsekretär der Gesellschaft, Professor Gustav Storm, und for- 
derte ihn dringend auf, zunächst wenigstens für die Veröffentlichung dieser 
Mitteilungen zu sorgen. Storm, der mit Lie sehr eng befreundet gewesen war, 
kam dieser Aufforderung nach, und so geschah es, daß L. Sylow jene Mit- 
teilungen nebst einer deutschen Übersetzung herausgab.?) Von dem vorhin er- 
wähnten Plane einer Gesamtausgabe wußte ich damals noch nichts. Als ich 
1902 in Kristiania der Abelfeier beiwohnte, besprach Storm die Sache mit mir. 
Leider starb er nicht lange nachher, und der ganze Plan wurde mit ihm end- 
gültig begraben. Das einzige, was von norwegischer Seite noch zur Ausführung 
kam, ist erstens die von A. Guldberg und C. Stermer besorgte Herausgabe 
einer ungedruckten Abhandlung von Lie?), zweitens eine von (. Stermer 
bearbeitete Übersicht über einen Teil von Lies handschriftlichem Nachlasse.*) 


!) Bibliotheca Mathematica 3. Folge, Bd. I, S. 166—204, Leipzig 1900, auch 
besonders erschienen. 

2) Mathematiske Meddelelser af Sophus Lie til Videnskabsselskabet fra Aarene 
1869—1871, ved L. Sylow. Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse 
1899, No. 9. Christiania 1899, 15 S. gr. 8°. Diese Ausgabe Bd. I, Abh. II, VIlu.XV. 

8) Über Integralinvarianten und Differentialgleichungen. Videnskabsselskabets 
Skrifter I. Math.-naturv. Klasse 1902. No. 1. Utgiven for Fridtjof Nansens Fond, 
Christiania 1902, 73 8. gr. 8°. Diese Ausgabe Bd. VI, Abh. XXIX. 

#4, Verzeichnis über den wissenschaftlichen Nachlaß von Sophus Lie. Erste 
Mitteilung von Carl Stgrmer. Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse 


1904. No. 7. Christiania 1905, 31 S. gr. 8°. 
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' Leider wurde Stermer durch andere Arbeiten verhindert, diese für eine et- 
_ waige Ausgabe unerläßliche Vorarbeit zu Ende zu führen. 

Auch die Verlagsbuchhandlung von B. G. Teubner hatte von Anfang an 
- den Wunsch, Lies gesammelte Abhandlungen herauszugeben; namentlich war 
Alfred Ackermann, einer ihrer Inhaber, eifrig bemüht, Mittel und Wege 
dafür ausfindig zu machen. Bei dem gewaltigen Umfange, den eine solche Aus- 
“gabe haben würde, war allerdings nicht daran zu denken, daß Teubner auf 
_eigne Hand, ohne namhafte Unterstützung von irgend einer Seite her, das 
Wagnis auf sich nehmen konnte. Jedenfalls aber waren diese Bestrebungen 
Teubners ganz im Sinne der Lieschen Familie, da ja die großen, zusammen- 
"hängenden Werke Lies eben in seinem Verlage erschienen waren. So kam es, 
“daß die Liesche Familie ein Bruchstück aus dem nicht zur Ausführung ge- 
"kommenen zweiten Bande der „Geometrie der Berührungstransformationen“ 
der Firma Teubner zur Verfügung stellte. Die Herausgabe wurde mir an- 
geboten und, nachdem G. Scheffers, der Bearbeiter des ersten Bandes, auf 
eine Ansprüche an die Herausgabe verzichtet hatte, von mir besorgt.') Wie 
ich in meinen vom 9. Oktober 1903 stammenden Vorbemerkungen ausdrücklich 
"sage, tat ich das, weil es mir nicht angebracht erschien, „die Veröffentlichung 
auf die Zeit zu verschieben, wo die geplante Gesamtausgabe der Lieschen 
"Abhandlungen wirklich im Gange sein wird, zumal sich noch immer nicht auch 
"nur annähernd bestimmen läßt, wann es dazu kommt.“ 

Rt Lies Angehörige ließen mich von jeher darüber nicht im Zweifel, daß 
sie bei dem Plane einer Gesamtausgabe in erster Linie auf mich zählten. Der 
Beweis unbedingten Vertrauens zu mir, der darin lag, bereitete mir an sich schon 
\ 













eine große Genugtuung. Da überdies die Verlagsbuchhandlung von Teubner 
- nicht anders gesonnen war, so konnte ich es als Schüler und ältester Mitarbeiter 
Lies nicht übers Herz bringen, mich solchen Wünschen zu entziehen, falls die 
_ Ausgabe wirklich unternommen wurde. Ohne mich der Überhebung schuldig 
zu machen, durfte ich mir sagen, daß zwar vielleicht ein anderer es besser 
_ machen könnte, daß aber keiner es besser machen würde als ich. Daß ich durch 
_ Übernahme der Arbeit auf viele Jahre vollständig in Anspruch genommen sein 
und nicht zu eigenen Arbeiten kommen würde, dieses Bedenken mußte voll- 
ständig zurücktreten, weil ich es als meine Pflicht ansah, Lies wissenschaft- 
liches Erbe den Mathematikern zu erhalten und zugänglich zu machen, und 
weil sich mir auf diese Weise zugleich die Möglichkeit bot, einen Teil der 
 Dankesschuld abzutragen, zu der ich mich Lie gegenüber zeitlebens verpflichtet 
“fühlte. Nachdem ich einmal neun Jahre meines Lebens der Theorie der Trans- 
_ formationsgruppen gewidmet hatte, durfte ich nicht schwanken, ob ich die neue 
Aufgabe übernehmen sollte, denn „nichts halb zu tun, ist guter Geister Art“. 
_ Ein anderes Bedenken, das nämlich, ob ich das Unternehmen, wenn es begonnen 
' wurde, auch würde hinausführen können, wiegt heute noch viel schwerer als 
damals, wo die Frage zuerst an mich herantrat; dieses aber ist dadurch 
_ wenigstens abgeschwächt, daß Scheffers, der andere Mitarbeiter Lies, sich 
- bereit erklärt hat, für mich einzutreten, wenn ich etwa zur Weiterarbeit nicht 
‚mehr imstande sein sollte. 
Es dauerte freilich noch Jahre, bis die Aufgabe im Ernst an mich heran- 


5 Drei Kapitel aus dem unvollendeten zweiten Bande der Geometrie der Be- 
 rührungstransformätionen. Math. Ann. Bd. LIX, S. 193—8313. Leipzig 1904. Diese Aus- 
gabe Ba. II, Abh. XVI. 
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trat. Die verschiedenen Versuche, die einerseits von der Lieschen Familie, 
andrerseits von Teubner gemacht wurden, um die zur Sicherung der Ausgabe 
erforderliche Unterstützung zu erlangen, blieben alle erfolglos. Es hat daher 
auch keinen Zweck, näheres darüber zu berichten. 

Erst im Jahre 1912 änderte sich die Lage, und zwar war es mein in- 
zwischen leider verstorbener Freund Karl Rohn in Leipzig, der den Anstoß 
dazu gab. Im April dieses Jahres beschloß nämlich die Mathematisch-physische 
Klasse der Leipziger Akademie!) auf Grund eines von O. Hölder und ihm ge- 
stellten Antrags, eine etwaige von Teubner unter meiner Redaktion veranstaltete 
Ausgabe der Lieschen Abhandlungen zu unterstützen. Daraufhin faßte Teubner 
den Plan, eine Subskription zu eröffnen: er wollte feststellen, ob er auf ge- 
nügenden Absatz rechnen könnte, um mit dem zu erwartenden Zuschusse der 
Leipziger Akademie das Wagnis zu unternehmen. Die Liesche Familie erbot 
sich, das Honorar für die Herausgabe zu tragen. Auch die Videnskabsselskab 
zu Kristiania erklärte sich bereit, den Plan zu unterstützen, dadurch nämlich, 
daß sie die von Stermer begonnene Übersicht über Lies handschriftlichen 
Nachlaß zu Ende führen lassen wollte. Diese für die Vorbereitung der Ausgabe 
so wichtige Vorarbeit hat dann auch A. Guldberg schon im nächsten Jahre 
geliefert.?) 

Um die beabsichtigte Subskription vorzubereiten, ermittelte ich den Um- 
fang, den die Ausgabe voraussichtlich haben würde, und verteilte die gedruckten 
Abhandlungen auf sechs Bände, während ein siebenter Band alles aufnehmen 
sollte, was aus dem Nachlasse würde mitgeteilt werden können. Die Mathe- 
matisch-physische Klasse der Leipziger Akademie billigte den für die Sub- 
skription gemachten Plan und beschloß im Oktober 1912, dem Unternehmen 
einen Beitrag von 3500 M. zu gewähren, und zwar sollte diese für die da- 
malige Zeit recht beträchtliche Summe zahlbar sein, sobald das Ergebnis der 
Subskription genügend erscheinen würde, die Ausgabe zu sichern. 

- Im November 1912 versandte Teubner die Subskriptionseinladungen, und 
bald gingen Zeichnungen in größerer Zahl ein. Immerhin war Anfang März 
1913 die Mindestzahl, die Teubner für erforderlich erklärt hatte, noch lange 
nicht erreicht, und was das Betrübendste war, in Norwegen waren bloß ganze 
drei Exemplare gezeichnet worden. Man mußte daher mit der Möglichkeit 
rechnen, daß die Zeichnungen nicht die verlangte Höhe erreichten und daß auch 
dieser Versuch erfolglos blieb. Unter diesen Umständen griff ich zu einem Mittel, 
dessen ich mich noch nie bedient hatte: ich nahm die Hilfe der Tagespresse in 
Anspruch. Am 9. März 1913 brachte die Zeitung „Tidens Tegn“ in Kristiania 
einen kurzen Aufsatz von mir: „Sophus Lies samlede Afhandlinger“, in dem 
ich auf die beschämende Tatsache hinwies, daß sich in Norwegen, dem Vater- 
lande Abels und Lies, nicht mehr Zeichner gefunden hatten. Das wirkte, 
zumal da sich Olaf Thommessen, der Leiter der Zeitung, der Sache annahm, 
selber eine Zeichnungsliste auflegte und die Norwegische Regierung in Be- 
wegung setzte. Es lief nicht bloß eine ganze Anzahl einzelner Zeichnungen ein, 
sondern auch, und das war das Wichtigste, das Storthing bewilligte am 15. April 
1913 die nötigen Mittel, um auf vierzig Exemplare der Ausgabe zu zeichnen. 


1) Eigentlich hieß sie damals noch „Gesellschaft der Wissenschaften“. 3 

2) Verzeichnis über den wissenschaftlichen Nachlaß von Sophus Lie. Zweite 
Mitteilung von Alf Guldberg. Videnskabsselskabets Skrifter. I. Mat.-naturv. Klasse 
1913, No. 5. Utgit for Fridtjof Nansens Fond. Kristiania 1913. 40 8. gr. 8°. 
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Im Juni war die Anzahl der Zeichner so weit gestiegen, daß Teubner 
das Unternehmen als gesichert betrachtete und mich endgültig bitten konnte, 
die Arbeit zu beginnen. Im November sandte ich die für den dritten Band der 
Ausgabe bestimmten Abhandlungen druckfertig ein, und noch im Dezember 
sselben Jahres begann der Satz, der schnell fortschritt. 

Der Krieg brachte zunächst keine wesentliche Störung, nur eine Verlang- 
mung des Druckes, und im Oktober 1915 war der ganze Text der Abhand- 
gen nicht bloß gesetzt, sondern auch schon für druckfertig erklärt. Mit der 
“ Ausarbeitung der Anmerkungen brauchte ich mich dagegen nicht zu beeilen, 
denn an die Fortsetzung des Druckes war leider vorläufig nicht zu denken. Im 
Januar 1919 lagen endlich die Anmerkungen druckfertig vor; sie waren zu 
einem von mir selbst nicht geahnten Umfange angeschwollen. Aber nun stellte 
sich heraus, daß Teubner unter den so gänzlich veränderten Verhältnissen über- 
haupt nicht in der Lage war, das Unternehmen in der ursprünglich geplanten 
eise fortzusetzen. Selbst die Vollendung des im Drucke befindlichen Bandes 
klärte er nur dann für möglich, wenn ihm ein Zuschuß gewährt würde, den 
er von Vierteljahr zu Vierteljahr höher bemessen mußte, und der sich bald auf 
ein Vielfaches der bisher für den Band aufgewandten Kosten belief. 

- In Deutschland den erforderlichen Zuschuß zu erlangen, war nicht 
möglich, und wäre es möglich gewesen, ich würde es für bedenklich gehalten 
aben, deutsches Geld für die Fortsetzung der Ausgabe in Anspruch zu nehmen 
und es so der schwer notleidenden deutschen Wissenschaft zu entziehen. Für 
Norwegen dagegen mußte es eine Ehrensache sein, die Mittel aufzubringen, 
damit zunächst wenigstens ein Band der Ausgabe erscheinen konnte. Lag erst 
ein Band vor, so durfte ich mit Bestimmtheit hoffen, daß sich auch die nötigen 
Mittel zur Vollendung des Ganzen finden würden. Darüber machte ich mir 


Meine Hoffnung auf Norwegen hat mich nicht getrogen. Auch diesmal ist 
e* dem Eintreten eines siürälnen zu verdanken, daß der tote Punkt, auf den 
_ das Unternehmen geraten war, überwunden wörden ist. Professor C. Sterm er 
in Kristiania nahm sich der Ausgabe an. Nachdem sich andere Wege als un- 
gangbar erwiesen hatten, fand er, daß der vom Storthing bewilligte Forschungs- 
‚fonds von 1919, der sich auf drei Millionen Kronen beläuft, seiner Bestimmung 
nach geradezu berufen war, hier helfend einzugreifen. Auf Stermers Ver- 
"anlassung richtete der Norwegische Mathematische Verein (Norsk Matematisk 
Forening) an die Verwaltung des Fonds ein ausführlich begründetes Gesuch, 
die Mittel zur Fortsetzung und womöglich Vollendung der Ausgabe zu gewähren. 
‚Er konnte sich dabei auf die Gutachten einer Reihe von hervorragenden Ma- 
"thematikern berufen. Bäcklund in Lund, Bianchi in Pisa, Hjelmslev in 
Kopenhagen, F. Klein in Göttingen, Study in Bonn, Veblen in Princeton 
(Nordamerika), Vessiot in Paris hatten einstimmig erklärt, daß die Heraus- 
e- der gesammelten Abhandlungen von Sophus Lie für die mathematische 

issenschaft dringend erwünscht, ja eine Notwendigkeit sei. Der Verein tat 
damit keine Fehlbitte. In ihrer Sitsung vom 21. Februar 1921 bewilligte ihm 
die Verwaltung des Fonds für das Jahr 1921 die Summe von 5000 Kronen 
und stellte für jedes der drei folgenden Jahre denselben Betrag in sichere Aus- 
' sicht. Der Verein war hierdurch in den Stand gesetzt, von Teubner alles das 
- zu erwerben, was von dem dritten Bande fertig vorlag, und zunächst jedenfalls 
_ den Band zum Abschlusse bringen zu lassen. Der Druck weiterer Bände wird 
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nach Maßgabe der verfügbaren Mittel allmählich durchgeführt werden; mehr 
kann ich darüber nicht sagen, weil die Druckkosten noch immer unaufhaltsam 
im Steigen begriffen sind. B. G. Teubner wird auch fernerhin den Druck be- 
sorgen, aber nicht mehr als Unternehmer, sondern als Beauftragter des Vereins; 
außerdem wird er nur als Kommissionär für den Vertrieb tätig sein, und zwar 
wird er sich in diese Arbeit mit der norwegischen Verlagsbuchhandlung 
Aschehoug & Co. teilen. 

Die von Teubner früher eröffnete Subskription wird allerdings hierdurch 
hinfällig mit allen daraus für die Firma und für die Zeichner hervorgegangenen 
Pflichten und Rechten. Es ist aber zu hoffen, daß die alten Zeichner dem Unter- 
nehmen durchweg treubleiben werden, wenn der Norwegische Mathematische 
Verein nun seinerseits zur Zeichnung einladet, und daß zahlreiche neue Zeichner 
hinzukommen werden. Diese Hoffnung erscheint um so begründeter, als der 
Preis der einzelnen Bände so niedrig gehalten werden soll, wie es sich nur 
irgend verantworten läßt. 

In dankenswerter Weise hat die Mathematisch-physische Klasse der Leip- 
ziger Akademie bereits am 6. Dezember 1920 ihr Einverständnis erklärt, falls 
eine Regelung der angegebenen Art zustande kommen sollte, und hat zugleich 
auf alle Bedingungen verzichtet, die sie ursprünglich der Firma Teubner 
gegenüber an die Bewilligung ihres Zuschusses geknüpft hatte. 

Die Ausgabe der Lieschen Abhandlungen ist nunmehr ein norwegisches 
Unternehmen. Um das auch nach außen hin kenntlich zu machen, hat Poul 
Heegaard, Professor an der Universität Kristiania, mit mir zusammen die 
Herausgabe übernommen. Wie wir beide uns in die Arbeit teilen wollen, das 
ist unserer freundschaftlichen Verabredung überlassen. 

Über die Einrichtung der ganzen Ausgabe und über die des vorliegenden 
Bandes muß ich noch einiges sagen. 

Die gedruckten Abhandlungen Lies habe ich, wie schon erwähnt, auf 
sechs Bände verteilt, während ein siebenter Band die zur Veröffentlichung ge- 
eigneten Arbeiten aus dem Nachlaß bringen wird. Die-Bände I und II sollen 
die Abhandlungen über Geometrie enthalten, III und IV die über Differential- 
gleichungen, V und VI die über Transformationsgruppen; doch versteht es sich 
von selbst, daß diese drei Abteilungen nicht streng von einander geschieden 
sind, sondern daß in den meisten Abhandlungen auch Gegenstände gestreift 
werden, die einer der beiden andern Abteilungen angehören. Innerhalb jeder 
Abteilung sind die Abhandlungen der Zeitfolge nach geordnet, und zwar ist es 
so eingerichtet, daß im wesentlichen jedesmal der erste Band jeder Abteilung 
die in Kristiania erschienenen Arbeiten enthält, der zweite die aus den Mathe- 
matischen Annalen und aus den Schriften der Leipziger Akademie. Auf diese 
Weise ist erreicht, daß niemals zwei Abhandlungen in denselben Band kommen, 
von denen die eine eine Umarbeitung der andern ist. Jede Abhandlung hat 
bereits jetzt ihren bestimmten Platz und ihre bestimmte Nummer in dem Bande, 
dem sie zugewiesen ist; es kann daher jederzeit auf Abhandlungen in den noch 
nicht erschienenen Bänden verwiesen werden. Sollte wider Verhoffen der kaum 
denkbare Fall eintreten, daß noch eine bisher übersehene Abhandlung zum Vor- 
schein käme, so würde die an der ihr zukommenden Stelle eingeordnet werden, 
und ihre Nummer würde etwa durch einen Stern ausgezeichnet. 

Bei der Einrichtung des vorliegenden Bandes habe ich dieselben Grund- 
sätze befolgt wie bei der Ausgabe der Schriften von H.Graßmann. Vor allen 
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h Jingen kam es mir darauf an, daß die Ausgabe die ersten Drucke vollständig 
ersetzt, daß also ihr Benutzer niemals in die Verlegenheit kommt, die ersten 
Drucke nachsehen zu müssen, es sei denn, daß er den besondern Wiisah hat, 
E die Zuverlässigkeit des Neudrucks zu DeMten: Deshalb sind immer die Seiten: 
‘zahlen der ersten Drucke angegeben. Von mir herrührende Zusätze sind in 
 eckige Klammern eingeschlossen. Das Deutsch Lies habe ich nur soweit von 
‚Sprachfehlern gereinigt, wie es mir wirklich nötig erschien, habe mir aber in 
dieser Beziehung bei den späteren Abhandlungen des Bandes etwas größere 
Zurückhaltung auferlegt als bei den ersten. Die Änderungen, die ich den ersten 
- Drucken gegenüber vorgenommen habe, sind auf 3.563— 584 zusammengestellt; 
‚dabei habe ich auch die Druckfehler der ersten Drucke berücksichtigt, nur solche, 
die ganz unmittelbar als Druckfehler kenntlich sind, habe ich nicht mit äuf- 
geführt. Häufig vorkommende Sprachfehler einfacher Art sind meist nur an der 
Stelle erwähnt, wo sie zum ersten Male auftreten. 

Lie pflegte seine Abhandlungen nicht bloß in Paragraphen einzuteilen, 
sondern auch noch in durchlaufende Nummern; das hat den großen Vorteil, 
‚daß man bei Verweisen von den Seitenzahlen unabhängig ist. Es kommt aber 
‚vor, daß er vergessen hat, die Einteilung in Nummern bis zu Ende durch- 
zuführen. In solchen Fällen habe ich das von ihm Versäumte nachgeholt, ebenso 
dann, wenn er überhaupt nicht in Nummern eingeteilt hat. Das soll auch in 

den späteren Bänden geschehen. 
Mit dem dritten Bande der Ausgabe mache ich den Anfang, weil zur Er- 
_ läuterung dieses Bandes die Briefe von Lie eine so reiche Ausbeute liefern, 
wie für keinen andern. Namentlich bieten die Briefe an A. Mayer in dieser 
Beziehung ganz außerordentlich viel; ihnen habe ich es wesentlich zu verdanken, 
daß es mir gelungen ist, auch die ersten so ungemein knapp gefaßten Noten 
wirklich zu verstehen und die darin gemachten Andeutungen fast ohne Aus- 
nahme zu enträtseln. Ich wage zu hoffen, daß die von mir beigefügten An- 
merkungen jedem Leser, der sich ernstlich darum bemüht, das Verständnis der 
hier abgedruckten Arbeiten ermöglichen. Man wird vielleicht finden, daß ein- 
zelne Anmerkungen zu ausführlich geraten sind; mir schien das jedoch in diesem 
Falle ein geringeres Übel, als wenn ich zu wenig geboten hätte. Lie hat ja 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und des Pfaff- 
schen Problems leider nicht so dargestellt, wie er sie gefunden hat, sondern 
eine ganz andere Darstellung gewählt, von der er hoffte, daß sie den Analytikern, 

_ zunächst namentlich A. Mayer, verständlich sein würde. Ich habe nun versucht 
auseinanderzusetzen, wie Lie etwa ursprünglich zu seinen Sätzen gelangt ist, 
namentlich habe ich mich bemüht, für die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1.0. nach Möglichkeit den Standpunkt wiederherzustellen, auf dem 
Lie war, als er die ersten Abhandlungen des Bandes (Nr. I—IV) veröffent- 
lichte. Obwohl ich mir bewußt war, mir damit eine äußerst schwierige, fast 
unlösbare Aufgabe gestellt zu haben, habe ich doch den Versuch gewagt, und 
ich hoffe, in den Anmerkungen zu Abhandlung I wenigstens zum Teil das 
Richtige getroffen zu haben; vollständig befriedigt bin ich auch selber noch 
nicht, obwohl ich gerade diese Anmerkungen ein halbesdutzendmal umge- 
arbeitet habe. Sicherer bin ich meiner Sache beim Pfaffschen Probleme; ich 
darf wohl behaupten, daß meine Anmerkungen zu Abhandlung XI den ursprüng- 
lichen Gedankengang Lies im wesentlichen richtig wiedergeben. 

Auf Einzelheiten will ich hier nicht eingehen und nur noch hervorheben, 
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daß ich mich bestrebt habe, jede Gelegenheit auszunutzen, um Lie durch ihn 
selber zu erklären. Mit Verweisungen auf andere Abhandlungen, besonders auch 
auf solche aus den erst später folgenden Bänden habe ich daher nicht gespart. 
Endlich darf ich eine Außerlichkeit nicht unerwähnt lassen, nämlich die vielen 
Abkürzungen, die ich in den Anmerkungen gebraucht habe. Ich habe das ge- 
tan, um an Druckkosten zu sparen, und ich will nur hoffen, daß sie niemandem - 
das Lesen erschweren. | 

Von denen, die mich bei der Vorbereitung der ganzen Ausgabe durch Mit- 
teilungen oder auf andere Weise unterstützt haben, will ich hier nur Starmer 
nennen, der mir eine sehr reichhaltige Sammlung von Sonderabdrucken Lie- 
scher Abhandlungen verschafft hat; auch songt hat er keine Mühe gescheut, 
allerhand Wünsche von mir zu erfüllen und Fragen zu beantworten. 

Frau Professor Mayer in Leipzig hat mir bereitwilligst die Briefe ihres 
Mannes an Lie zur Verfügung gestellt, die sie mit der Lieschen Familie gegen 
die Briefe Lies ausgetauscht hatte; ihr möchte ich hier auch öffentlich meinen 
Dank aussprechen. Großen Dank schulde ich F. Klein dafür, daß er mir die 
an ihn gerichteten Briefe Lies zugänglich gemacht hat, soweit sie noch er- 
halten sind; sie sind zum Teil schon in diesem Bande verwertet. Außerdem 
hat er mir bei einem mehrtägigen Aufenthalte in Göttingen eingehende Mit- 
teilungen über seine persönlichen Erinnerungen an Lie gemacht. Die Auf- 
zeichnungen, die ich darüber besitze, werden für den, der später einmal Lies 
Leben schreiben wird, von hohem Werte sein. 

G. Scheffers ist die ganze Zeit über das Fortschreiten des Drucks auf 
dem Laufenden erhalten worden. L. Schlesinger hat die Korrekturbogen von 
Band III mit durchgesehen; ihm bin ich für eine Reihe von Berichtigungen 
und Bemerkungen zu Dank verpflichtet. H. Liebmann verdanke ich Auskünfte 
über eine Anzahl Abhandlungen, die ich anführen mußte, die ich aber hier in 
Gießen nicht einsehen konnte. Auch W. Blaschke ist mir bei mehreren Ge- 
legenheiten behilflich gewesen. Die Teubnersche Druckerei ist wie immer 
auf meine Wünsche bereitwillig und verständnisvoll eingegangen. 

Die Fortsetzung der Ausgabe hängt, wie gesagt, von den Mitteln ab, die 
dem Norwegischen Mathematischen Vereine zur Verfügung stehen; wie weit 
diese Mittel reichen, das wird durch. die Gestaltung der Kosten von Druck und 
Papier bedingt werden. Bestimmte Voraussagen lassen sich daher nicht machen. 
Ins Auge gefaßt ist, daß dem Bande III der Band V folgen soll: die Abhand- 
lungen, die für diesen letzteren bestimmt sind, habe ich bereits vollständig für 
den Druck vorbereitet. Die Anmerkungen zu Band V werde ich erst während 
des Druckes bearbeiten; ich kann aber jetzt schon sagen, daß sie bei weitem 
nicht so umfangreich ausfallen werden wie die zu Band III, denn der Erläuterung 
bedürfen eigentlich nur die Abhandlungen von Band V, deren Inhalt nicht in 
das große Werk über die Transformationsgruppen eingearbeitet worden ist. 
Nach Band V soll dann Band I erscheinen, dessen Bearbeitung Heegaard 
übernommen hat. 


Gießen, im Januar 1921. 
Friedrich Engel. 
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Kurzes Resume mehrerer neuer Theorien, [24 
(Vorgelegt') der Akademie zu Christiania 3. Mai 1872.) . 
Von SoPHus Lie. 


Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania, Aar 1872, S. 24—27. 
Christiania 1873. 


In der Theorie partieller Gleichungen spielen Berührungstrans- 
formationen eine fundamentale Rolle. Man muß die einfachsten Formen 
ermitteln, welche eine gegebene Gleichung vermöge einer solchen Um- 
_ formung erhalten kann. Mit der Lösung dieses Problemes haben sich 
viele Mathematiker beschäftigt, und doch scheint dasselbe nirgendwo 
_ explizite formuliert worden zu sein. Diese Aufgabe subsumiert sich 
unter einem Probleme, welches Herr Klein in einer bald erscheinenden 
Abhandlung aufstellen wird. 

1. Sollen n Gleichungen 


[4 N ’ nf ’ 
le, 2, 2... _ Pr» Pad = Fur -- 2 8-1” er 


eine Berührungstransformation eines Raumes mit » Dimensionen be- 
stimmen, so ist es notwendig und hinreichend, daß zwischen zwei be- 
liebigen F eine bekannte Differentialrelation stattfindet: (F,F,) = 0. 
Man findet ebenso leicht, unter welchen Bedingungen n — 1 Glei- 
chungen &,— F, zusammen mit n— 1 anderen p,—= ®, eine Berüh- 
rungstransformation definieren. Die Relation (F,F,) = 0 läßt sich immer 
als eine Orthogonalitäts- oder Involutionsbeziehung auffassen; ich sage 
‚darum der Kürze willen, daß diese Gleichungen in Involution liegen. 

2. Die Cauchysche Integrationsmethode partieller Gleichungen 
F(2,%,,...,%,_1 PP») = 0 enthält implizite eine Erweiterung 
des Lagrange-Mongeschen Begriffs Charakteristiken. Es scheinen 
mehrere bekannte Theorien eine übersichtlichere Form dadurch erhalten 
zu können, daß diese Erweiterung explizite gemacht wird. 





1) Dem damaligen Sekretär M. J. Monrad zugegangen am 30. April 1872. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 1 
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Berühren zwei oder mehrere Integral- M,_, einander in einem [25 
Punkte, so berühren sie sich in allen Punkten einer Konfiguration. 
Jede (F=0) hat o0?”-® charakteristische Streifen, dagegen kann die 
Zahl der Charakteristiken geringer sein: hierauf gründet sich in ge- 
wissen Fällen eine Vereinfachung in der Integration. 

Gestatten p Gleichungen ein gemeinsames vollständiges Integral 
mit n—p Konstanten, so kann man behaupten, daß, wenn zwei oder 
mehrere gemeinsame Integral-M,_, einander in einem Punkte berühren, 
so berühren sie sich in allen Punkten einer M,'), die ich charakteristische 
M, nenne. Hierauf begründe ich beispielsweise, wie ich schon im 
September 1871 angedeutet habe, eine Methode zur Auffindung von 
ÖOrthogonalsystemen. 

3. Besitzt eine Gleichung #=0 p bekannte infinitesimale Berüh- 
rungstransformationen, welche paarweise permutabel sind, so stellt man 
ohne weiteres p — 1 Gleichungen ®, = a, auf, welche sowohl paarweise 
wie mit F=0 in Involution liegen. Gestattet = 0 drei bekannte 
infinitesimale Berührungstransformationen, die nicht permutabel sind, 
so kann im allgemeinen die Integration von F=(0 auf die Auffindung 
eines Integrabilitätsfaktors zurückgeführt werden. Man wendet hierbei 
das Poisson-Jacobische Theorem an.?) 

4. Kennt man bei einer Gleichung höherer Ordnung ein partikuläres 
Integral mit hinlänglich vielen arbiträren Konstanten, so ist es im all- 
gemeinen zweckmäßig, diese M,_, als Raumelement einzuführen. Hier- 
bei nimmt beispielsweise eine Gleichung 


A) rt—s2+ Ar +Bs+Ct+D=0 
die lineare Form 


r+Ms+Nt+P=0. 


Vermöge dieser Bemerkung wird insbesondere die celebre [26 
Amperesche Theorie über Gleichungen (1) mit integrablen Kombina- 
tionen unmittelbar evident. Eine Gleichung (1) mit zwei intermediären 
Integralen u — f(v) = 0 läßt sich auf s= O reduzieren, deren Integral 
ist: 2=y(&)+Y(y). Besitzt eine Gleichung (1) nur eine Schar Charakte- 

1) Für Gleichungen höherer Ordnung zwischen n Variabeln bietet diese Er- 
weiterung Schwierigkeiten, die ich nur in sehr partikulären Fällen überwunden 
habe. Es werden hoffentlich Herrn Darboux’s fundamentale Arbeiten hierüber 
Licht werfen. 

2) Gestattet eine Gleichung beliebiger Ordnung zwischen n Variabeln oO” 
permutable Berührungstransformationen, so lassen sich aus derselben die Größen 
2,%3,:-.,%,_, eliminieren. Es ist dies die einfache Konsequenz eines Satzes, den 
Herr Klein und ich in Verbindung mit gemeinsamen Untersuchungen gefunden 
haben. 
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ristiken und ein intermediäres Integral, so hat sie unbegrenzt viele 
intermediäre Integrale; es ist dann r— 0 die kanonische Form. Dies 
erweitert sich alles auf R,. 


5. Besitzt eine Gleichung (1) integrable Kombinationen und ge- 
stattet sie dabei oo® permutable Berührungstransformationen, so läßt 
sich dieselbe auf eine der folgenden Formen bringen: 


r+Fo,ns+ do, Ndt=0; s=-Fio,d; r=dp,g). 


Man kann alle Berührungstransformationen suchen, welche eine solche 
Gleichung in eine Gleichung derselben Form transformieren. Man fin- 
det beispielsweise alle Berührungstransformationen, welche alle Minimal- 


flächen in Minimalflächen überführen. — 


Insbesondere habe ich mich mit Gleichungen der ersten Form, 
deren Charakteristiken einem Kurvenkomplexe entsprechen, beschäftigt. 


Hier erhalte ich z. B., wie ich schon im Juli 1870 dieser Akademie 
in einer ungedruckten Note mitgeteilt habe'), eine interessante Theorie 


eines bekannten Linienkomplexes zweiten Grades. Man kann alle Inte- 
gralflächen der zugehörigen Gleichung zweiter Ordnung angeben, welche 


_g-reziprok, p-reziprok, r-reziprok sind, ..., welche überhaupt eine be- 


stimmte Berührungstransformation einer ausgedehnten Kategorie zu- 
geben. Die Haupttangentenkurven dieser Flächen können angegeben 


werden. Hier erhält man auch eine Theorie des linearen Komplexes. 


6. Man kann alle Flächen bestimmen, welche hinsichtlich oo! 


Kegelschnitten Minimalflächen sind. Hier kann man statt Kegel- [27 
"schnitte beliebige ebene Kurven setzen. Beispielsweise findet man hier- 
_ durch alle Flächen mit 00! Kurvenscharen, deren Individuen homo- 
_ graphische Verwandte hinsichtlich eines Tetraeders sind. 


Bei einer nächsten Gelegenheit werde ich eine neue einfache 


 Integrationsweise partieller Gleichungen erster Ordnung zwi- 
schen n Variabeln angeben. Bei derselben kommt das Poisson- 
‚Jacobische Theorem gar nicht zur Anwendung. 


Christiania, 30. April 1872. 


1) Bei diesen Untersuchungen ist das folgende unmittelbar evidente 'Theorem 


fundamental: Kann eine Fläche in einer Weise durch Translation einer Kurve 
beschrieben werden, so gestattet sie noch eine solche Erzeugung. Hier setze man 
statt aller Translationen beliebige 00° permutable Berührungstransformationen. 
_ Hierunter subsumiert sich z. B. ein Satz über Regelflächen eines bekannten Kom- 
_ plexes zweiten Grades, der sich Herrn Darboux dargeboten hat. Die im Texte 
S zitierte Note findet sich im Archive dieser Akademie. [S. d. Ausg. Bd. I, Abh. VII.] 


1*F 
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Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, Bd. IV, Jahrg. 1872, S. 161—162. 
Berlin 1875. 


Sollen die Gleichungen 
Ze ln (0,0, 0,0 EB... De 


eine Berührungstransformation definieren, so ist es notwendig und 
hinreichend, daß 
2] —= (0) (=0,1,...,0; k=0,1,...,0). 


Es ist naturgemäß, den Mongeschen Begriff: Charakteristik einer 
partiellen Differentialgleichung zu erweitern. 
Kennt man eine Lösung mit drei Parametern der Monge-Ampere- 


schen Gleichung 
rt—2+Ar+Bs+0t+D=0, 


so kann man eine Berührungstransformation angeben, welche die Glei- 
chung auf die lineare Form 

ar +bs+ct+d=0 [162 
bringt. Diese Bemerkung macht die Amperesche Theorie dieser Glei- 


chungen sehr einfach usw. L. 


Diese Selbstanzeige stimmt vollständig überein mit einer französich ge- 
schriebenen und schon früher veröffentlichten in dem „Bulletin des Seiences math6- 
matiques et astronomiques“, Bd. VI, Janvier—Juin 1874, 8. 257, Paris 1874. 
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Neue Integrationsmethode partieller Gleichungen 128 
erster Ordnung zwischen » Variabeln. 
(Vorgelegt der Akademie zu Christiania 10. Mai 1872.) 
Von SorpHus LIE. 
Christ. Forh., Aar 1872, S. 28—34. Christiania 1873. 


Im folgenden gebe ich in kurzen Zügen die Prinzipien für eine 
neue Integrationsweise partieller Gleichungen erster Ordnung zwischen 
n Variabeln. 

Nach meiner Auffassung ist diese Methode, die auf einer natur- 
gemäßen Verallgemeinerung des Lagrangeschen‘) Verfahrens zur Inte- 
gration partieller Gleichungen zwischen drei Variabeln beruht, bedeutend 
einfacher als alle bisher gegebenen Methoden. Dieselbe lehrt eine Glei- 
ehung zwischen n Variabeln auf eine zwischen n — 1 Variabeln zurück- 
zuführen, vorausgesetzt, daß man ein partikuläres Integral eines simul- 


 tanen Systems, bestehend aus 2n — 3 gewöhnlichen Differentialglei- 
- chungen, finden kann. Um eine Gleichung 


dz 
Fe, Ip ++ m-1ı, Pr Bi (D:= 4.) 


zu integrieren, braucht man infolgedessen nur: 


1 System bestehend aus 2» — 3 gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
1 ” „ „ 2n —5 „ „ 


„ „ „ 1 „ ”„ 


zu betrachten und jedesmal ein partikuläres Integral mit einer [29 
arbiträren Konstanten zu bestimmen. Ich hebe hervor, daß das be- 


1) Ich benutze die Gelegenheit, um eine historische Bemerkung zu machen. 
Im Jahre 1772 gab Lagrange eine allgemeine Integrationsmethode der Gleichungen 


F(2, %, Y, P; N) =. 


Dieselbe beruht bekanntlich auf der Aufstellung eines simultanen Systems, und 
zwar macht Lagrange ausdrücklich darauf aufmerksam, daß es genügt, ein par- 
tikuläres Integral dieses Systems zu bestimmen. Es ist also unkorrekt, wenn 
man, wie häufig geschieht, Charpit diese wichtige Bemerkung zuschreibt. 
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kannte Poisson-Jacobische Theorem ar nicht zur Anwendung. 
kommt. 

1. Es wird vielleicht zweckmäßig sein, einige Bemerkungen über 
meine Terminologie vorauszuschicken. Wie gewöhnlich betrachte ich 
2, %4,+..,%_, als absolute (das heißt nicht homogene) Punktkoordinaten 
eines Raumes R, mit n Dimensionen, und dabei bezeichne ich das. 
Wertsystem 2, x,,...,x,_, als einen Punkt dieses Raumes. Es bestimmt 
dann eine Gleichung 








F(z, Yen %,-1) =) 


eine Mannigfaltigkeit mit » — 1 Dimensionen, die ich eine M,_, nenne; 
ist insbesondere die Gleichung F—= 0 linear hinsichtlich aller Koordi- 
naten, so soll die M„_, eine Ebene heißen. Es bestimmen ferner 
p+1 Gleichungen zwischen den Koordinaten eine Mannigfaltigkeit mit | 
n—p— 1 Dimensionen, die ich eine Mi nenne; doch brauche 
ich die Ausdrücke Kongruenz und Konfiguration, um bezüglich eine 
M, oder eine M, zu bezeichnen. 

Wenn zwei oder mehrere M,_, in einem gemeinsamen Punkte 
identische Werte der Größen 9,,...P,_, besitzen, so berühren die 
Mannigfaltigkeiten einander; sie haben, wie ich zuweilen sage, ein ge- 
meinsames Element?) (2, 2,,..,%,_1>Pı> : - + Pa-ı)- 

Besitzen zwei Gleichungen 
F(2, 2, a7 N ee = 0, 3 (2, 2%, a) I%n-1,Pı> nn: Ps.) as 0 
ein gemeinsames vollständiges Integral mit n — 2 arbiträren Konstanten, 
so liegen dieselben, wie ich mich ausdrücken werde, in Involution. 

2. Meine neue Methode beruht zunächst auf einer konsequenten 
Erweiterung des Lagrange-Mongeschen Begriffs: Charakteristiken; die- 
selbe deutete ich in zwei kurzen Mitteilungen zur Akademie in Chri- 
stiania an (September 1871), 3. Mai 1872), indem ich einerseits [30 
hierauf einige neue Theorien begründete, andererseits angab, daß mehrere 
bekannte Theorien vermöge dieser Begriffserweiterung eine übersicht- 
lichere Form erhalten können. Hier kann ich mich auf die beiden fol- 
genden Sätze beschränken. 


1) Die moderne Geometrie braucht das Wort Element in zwei Bedeutungen: 
Flächenelement (z, x, y, p, g) und Raumelement. Dementsprechend kann man auch 
in der Geometrie eines Raumes R„ diesem Worte zwei Bedeutungen beilegen. In 
dieser Note soll Element niemals Raumelement, sondern immer elementarer Teil 
einer M„—ı heißen. 

2) Meine Note vom September 1871, deren Gegenstand die Krümmungstheorie 
höherer Räume ist, findet sich im Archive dieser Akademie. [S.d. Ausg. Bd. I, 
Abh. XV.] 

3) [Hier Abh. I, S. ı.] 
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Satz 1. Berühren zwei oder mehrere Integral-M,_, einer Gleichung 


Fa, 2, 3 %-0, Pu Pn-1) 0 


einander in einem Punkte, so berühren sie sich in allen Punkten einer 
Konfiguration, die ich Charakteristik nenne. Gibt man also ein Element 
a, mr Pur p,_,) einer Integral-M ,„_,, so sind dadurch ein- 
fach unendlich viele Elemente derselben bestimmt; den Inbegriff dieser Ele- 
mente nenne ich einen charakteristischen Streifen. Es gibt immer oo*""" 
charakteristische Streifen; dagegen kann die Zahl der Oharakteristiken ge- 
ringer sein. 

Cauchy fand 1819 eine Integrationsmethode, die im wesentlichen 
mit diesem Satze äquivalent ist. Jacobi gab dieser Methode 1837 eine 
Form, die darauf beruht, daß alle Charakteristiken, die durch einen 
Punkt gehen, im allgemeinen eine Integral-M,_, erzeugen. Jedenfalls 
ist die Integration der partiellen Gleichung mit der Bestimmung der 
Charakteristiken äquivalent. 


Satz 2. Es liegen zwei Gleichungen 
Flo, 2,..m-1 Pin 9,79% Hr 2,3 mr Pır ee 


in Involution. Berühren damn zwei oder mehrere gemeinsame Integral- 
M,,_, einander in einem Punkte, so berühren sie sich in allen Punkten 
einer Kongruenz, die ich charakteristische Kongruenz nenne. Im allge- 
meinen gibt es 00°"° charakteristische Kongruenzen (deren jede einfach 
unendlich viele Oharakteristiken der ersten Gleichung und ebenso einfach 
unendlich viele Charakteristiken der zweiten Gleichung enthält). Alle cha- 
rakteristischen Kongruenzen, die durch einen Punkt gehen, erzeugen im [31 
allgemeinen eine gemeinsame Integral-M ‚_,- 


3. Ich schneide nun alle Integral-M,_, zweier in Involution liegen- 
den Gleichungen: F= 0,% = 0 mit einer Ebene, z. B. mit 


über; als Durchschnitte erhalte ich hierdurch eine unbegrenzt unend- 
liche Schar Mannigfaltigkeiten M„_,, die eine partielle Gleichung zwi- 
schen n— 1 Variabeln befriedigen, diejenige Gleichung 


1(2, Up rn Ana) &o Pıy Ds u) — 0 


nämlich, die hervorgeht, wenn man p,„_, zwischen F=-0 ud 5-0 
eliminiert und im Eliminationsresultate « statt =,_, setzt. Man er- 
kennt ohne Schwierigkeit, daß die Durchsehnittskonfigurationen zwi- 
schen den charakteristischen Kongruenzen des simultanen Systems und 
der Ebene: x,_, = « Charakteristiken der Gleichung x = 0 sind. Be- 
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trachtet man « als einen Parameter, so kann man also behaupten, daß 
jede charakteristische Kongruenz einfach unendlich viele Konfigurationen 
enthält, deren jede die Charakteristik einer Gleichung x(«) — 0 ist; es 
liegt daher die Vermutung nah, daß die Integration der allgemeinen 
Gleichung x(«) = 0 zur Bestimmung aller charakteristischen Kongruen- 
zen, das heißt zur Integration des simultanen Systems genügen wird. 
Dies ist in der Tat auch der Fall, wie wir bald sehen werden. 
Um alles möglichst klar. zu stellen, führen wir den Ebenenbüschel: 


X 


eh 


durch eine lineare Punkttransformation in den Büschel: 

%,_s ta@2X,_ı = 0 
über. Auch nun gibt es eine partielle Gleichung zwischen n— 1 Va- 
riabeln: 

x(e) u 

deren Integral-M,_, Durchschnitte zwischen der Ebene ©, ,+«ax,_,—0 
und den Integral-M,_, des simultanen Systems sind. Es sei y(«) — 0 
integriert, und zwar nicht für einen partikulären Wert des Parameters 
«, sondern unter der Voraussetzung, daß « unbestimmt ist. 


Auf dem Durchschnitte der Ebenen z,_, = 0,2,_;— 0 wähle ich 
einen beliebigen Punkt 








dazu u ı=len .n NE a R \, 


Alle Charakteristiken der Gleichung x(«) = 0, die durch diesen [32 
Punkt gehen, erzeugen bekanntlich eine Integral-M,_,. Lasse ich nun 
« variieren, dagegen alle c konstant bleiben, so erhalte ich einfach un- 
endlich viele M,_,, die eine M,„_, erzeugen. Ich behaupte, daß diese 


M,„_, dem simultanen Systeme genügt. Dies liegt darin, daß alle Cha- 


rakteristiken aller Gleichungen x(«) = 0, die durch einen Punkt 


T. =(, 2%. =d, In, 7 ,_ı A, In 


n—1 
gehen, und andererseits alle charakteristischen Kongruenzen, die durch 
diesen Punkt gehen, dieselbe M,_, erzeugen. Wir wissen aber (Satz 2), 
daß alle charakteristischen Kongruenzen, die durch einen Punkt gehen, 
eine Integral-M__, des simultanen Systems bilden. 

In dieser Weise finden wir also, wenn y(«) = O0 integriert ist, ein 
Integral des simultanen Systems mit n — 2 Konstanten: 


9; &, a (n-33 
das heißt ein vollständiges Integral desselben. — Um dieses Resultat 


in einfacher Weise aussprechen zu können, ersetzen wir den Büschel 
%,_2 + «z,_,=0 durch den Büschel x,_, = «. 
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Satz 3. Die Bestimmung der gemeinsamen Integrale zweier in In- 
 volution liegenden Gleichungen 


\ F(z, X) ne, %n-1,Pı> Se 3 0, 30, T, 2 In-12 Pı» ME ) Pr) 0 


kann im allgemeinen in der Weise geschehen, daß man zuerst P,_ı zwi- 
scn F=0 und %—=0 eliminiert und darnach die hervorgehende 
Gleichung 

Is, m,--„2u.n3- 4 Ben) 70 
in welcher x,_, «ls Konstante betrachtet wird, vollständig integriert. Ver- 
möge Differentiation und Elimination findet man darnach ein vollstän- 
diges Integral des simultanen Systems. 


4. Der letzte Satz genügt zur Begründung meiner neuen Methode. 


Wünscht man 
Fi2,2,-- „Pa_1) = I 
zu integrieren, so sucht man zuerst eine partielle Gleichung mit einer 
arbiträren Konstanten 
2. D-) md, 


die mit F=0 in Involution liegt, indem man wie gewöhnlich ein [33 
partikuläres Integral des simultanen Systems 


da _ Er dx,_ı = — dp, dz 
RE ean Dan. ae dr 
dp, u er a 


bestimmt. Wir wissen nun einerseits, daß ein vollständiges Integral 
des simultanen Systems 
F=0, -=0 
zugleich ein vollständiges Integral von F= 0 ist; andererseits können 
wir nach dem vorangehenden Satze die Integration des simultanen 
Systems darauf zurückführen, ein vollständiges Integral derjenigen Glei- 
chung 
X(z, %y 07 &n-23 In-17 Pır > Pn-2 a,) u 

zu bestimmen, welche wir durch Elimination von p,_, zwischen F=0 
und &,—a,—0 erhalten. Wir finden somit den folgenden fundamen- 


talen Satz: 
Satz 4. Ist eine partielle Gleichung zwischen n Variabeln gegeben: 


F(, I In-17Pır - =D es d, 
so sucht man ein partikuläres Integral 


C- 
312, 2%, 1, 0, _17Pır Pa) u = 0 
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des simultanen Systems 


Ce er N era ara 
dp, dPp„_ı da, Pı ds Pı a 


und eliminiert p,„_, zwischen F=0 und %,— a, = 0, wobei 
X(2, Ir. On-97 In-1, Pır + Pn-2» a.) =0 

hervorgeht. Kennt man ein vollständiges Integral dieser letzten Gleichung 
(in welcher x,_, «als Konstante betrachtet wird), so findet man im all- 
gemeinen vermöge Differentiation ein vollständiges Integral von F=(0. 

Die Integration einer partiellen Gleichung zwischen n Variabeln 
kann also immer darauf zurückgeführt werden, eine partielle Gleichung 
zwischen n — 1 Variabeln zu integrieren, vorausgesetzt, daß man ein 
partikuläres Integral eines simultanen Systems bestehend aus 2n — 3 [34 
gewöhnlichen Differentialgleichungen finden kann. | 

Indem man diese Reduktion mehreremal anwendet, findet man 
endlich unseren Hauptsatz: 

Um eine partielle Gleichung 


F(2, I, Anm Pır-- Se, =. 
zu integrieren, braucht man nur: 


1 System bestehend aus 2n — 3 Differentialgleichungen, 
2n —5 “ 


1 ” 22 ” 


1 „ 2) „ 1 ” 


zu betrachten und jedesmal ein partikuläres Integral zu bestimmen. 


Man sagt gern, daß die Pfaffsche Integrationsmethode partieller 
Gleichungen wenig naturgemäß ist; nach derselben wird nämlich dieses 
Problem ebenso schwierig zu erledigen wie eine viel allgemeinere Auf- 
gabe. Erinnert man nun, daß Herr Clebsch gezeigt hat, daß die neue 
Jacobische Methode (und ebenso die von Herrn Weiler gegebene) 
sich auf das Pfaffsche Problem ausdehnen läßt, so kann man a priori 
erwarten, daß sich eine noch einfachere Methode finden läßt. Nach 
meiner Auffassung realisiert die früher angedeutete Methode diese Ver- 
mutung; sie ist darin der Cauchyschen Methode analog, daß sie sich 
nicht auf das Pfaffsche Problem ausdehnen läßt.') 


Christiania, 8. Mai 1872. 


1) Meine Methode kann leicht auf beliebige simultane Systeme ausgedehnt 
werden. — Bei der Integration einer gegebenen Gleichung kann es vorteilhaft 
sein, die verschiedenen Methoden zu kombinieren. 


Die neue Methode. — Selbstanzeige 11 


lla. 


Selbstanzeige von II. 
F.d.M., Bd. IV, Jahrg. 1872, 8. 161. Berlin 1875. 










Durch Betrachtungen über »-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten 
wird eine neue Integrationsmethode begründet. Nach derselben ver- 
langt die Integration einer Gleichung 


Fe, 2... Br Pa) — 0 


“nur die Bestimmung eines Integrals von je einem Systeme von 2n—3, 
 2n—5,...,5,3,1 gewöhnlichen Differentialgleichungen. E 

h Diese Selbstanzeige stimmt vollständig überein mit einer französisch ge- 
4 schriebenen und schon früher veröffentlichten in dem „Bulletin des Seiences mathe- 
matiques et astronomiques“, Bd. VI, Janvier—Juin 1874, S. 256, Paris 1874. 


IH, 


Über eine neue Integrationsmethode [321 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Von SornHus Lie in Christiania. 


Mitgeteilt von A. Clebsch.!) 
Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 16 vom 19. Juni, $S. 321—326. 


Es ist mir gelungen, eine neue Methode zur Integration partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden, die sowohl hinsicht- 
lich der Einfachheit der Prinzipien wie der Zahl der notwendigen [322 
Integrationen bemerkenswerte Vorzüge vor den bisher bekannten bietet. 
Die Grundzüge dieser Methode habe ich bereits in zwei der Akademie 





1) Indem ich der Kgl. Gesellschaft die obige Note von Herrn Lie vorlege, 
erlaube ich mir, mit einigen Worten auf die Beziehung derselben zu der in der 
vorigen Nummer der Nachrichten enthaltenen Note von Herrn Mayer hinzuweisen. 

Schon vor einigen Wochen wurde mir von Herrn Lie die schriftliche Mit- 
teilung, daß derselbe auf diese neue und wichtige Modifikation der Lagrange- 
Jacobischen Methode zur Integration partieller Differentialgleichungen gekommen 
sei, vermöge deren die Anzahl der dabei zu leistenden Integrationen wesentlich 
verringert werde. Die Mitteilungen von Herrn Lie (mit denen übrigens gleich- 
zeitig Mitteilungen desselben an die Akademie zu Christiania gelangten) ließen mich 
vermuten, daß seine Methode, wenn auch durch ihre geometrische Fassung formell 
ganz verschieden, doch im wesentlichen mit den Resultaten einer Arbeit von 
Herrn Mayer übereinstimmen werde, welche dieser der Redaktion der Mathe- 
matischen Annalen übergeben hatte. Bei der Wichtigkeit und Tragweite der hier 
in Rede stehenden Untersuchungen konnte es nur wünschenswert erscheinen, daß 
Herr Mayer von seinen Resultaten der Kgl. Gesellschaft eine kurze Mitteilung 
machte, welche in der letzten Nummer dieser Nachrichten gedruckt ist. Ebenso hat 
nun Herr Lie in der vorliegenden Note die Prinzipien und Resultate seiner Unter- 
suchungen zusammengestellt, bei deren Redaktion er mit der Methode von Herrn 
Mayer übrigens noch nicht bekannt gewesen ist. 

Ein Vergleich der beiden Noten wird wenigstens im allgemeinen die Identi- 
tät ihrer Resultate erkennen lassen; — ein neuer und merkwürdiger Fall, in wel- 
chem zwei Mathematiker nahezu gleichzeitig unabhängig von einander auf ganz 
verschiedenen Wegen zu derselben wichtigen Entdeckung geführt worden sind. 

Clebsch. 
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zu Christiania eingereichten Noten!) entwickelt; es sei mir gestattet, 
im folgenden, unter bloßer Andeutung der Prinzipien, anzugeben, was 
die Methode leistet. 


1. Die Lagrangesche Integration der partiellen Differentialglei- 
chungen zwischen drei Variabeln beruht darauf, daß man, wenn 


F(e,2,y,2»,)=0, ©(2,2,9,9,9)=0 


einfach unendlich viele Integrale gemein haben, dieselben durch Inte- 
- gration eines Ausdruckes 


(1) Adx& + Bdy+(Cdz=0 


findet, in welchem A, B, € gegebene Funktionen von x, y,z sind. [323 
Nun kann man beweisen, daß die Integration der Gleichung (1) auf die 
Integration einer einzigen gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen 
zwei Variabeln zurückgeführt werden kann?); infolgedessen kann man 
die Lagrangesche Methode in der folgenden fundamentalen Weise 
auffassen: 


Lagrange hat gelehrt, eine partielle Differentialgleichung 
zwischen drei Variabeln 


F(2, T, Y,2,9) = 0 


auf eine damit äquivalente Differentialgleichung zwischen 
zwei Variabeln zurückzuführen, vorausgesetzt, daß zuerst ein 
partikuläres Integral eines simultanen Systems, bestehend aus 
drei gewöhnlichen Differentialgleichungen, gefunden ist. 

Meine Methode beruht nun auf dem folgenden Satze, der den vor- 
angehenden umfaßt: 


Eine partielle Differentialgleichung zwischen n Variabeln: 


dz dz 
F(z, Ir In) de, Me a) = (0 
kann auf eine mit ihr äquivalente partielle Differentialgleichung zwischen 
n— 1 Variabeln zurückgeführt werden, vorausgesetzt, daß zuerst ein 
partikuläres Integral eines bekannten simultanen Systems, bestehend aus 
2n — 3 gewöhnlichen Differentialgleichungen, gefunden ist. 





1) I. Kurzes Resum& mehrerer neuer Theorien (eingereicht 30. April, 
vorgelegt 3. Mai). [Hier Abh. I, S. 1.] 

II. Neue Integrationsmethode partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen n Variabeln (vorgelegt 10. Mai). [Hier Abh. II, S.5.] 

2) Diese wichtige Bemerkung, die sich ohne weiteres auf n Variable über- 
trägt, findet sich nicht in den Lehrbüchern, die ich im Augenblicke zur Hand habe. 
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Indem man diesen Satz mehreremal anwendet, sieht man: 


Soll eine partielle Differentialgleichung zwischen n Variabeln 324 
integriert werden, so betrachtet man successiv: 


ein System bestehend aus 2n — 3 gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen, 

ein System bestehend aus 2n — 5 gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen, 


ein System bestehend aus drei gewöhnlichen Differentialgleichungen, 

ein System bestehend aus einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
und bestimmt jedesmal ein Integral mit einer arbiträren Konstanten. 
Sind diese Operationen geleistet, so findet man vermöge Differentiation 
ein vollständiges Integral der vorgelegten Gleichung. 

In Verbindung hiermit führe ich an, daß eine neue Integrations- 
methode simultaner Systeme sich auf den folgenden Satz begründen läßt: 

Besitzen q partielle Differentialgleichungen zwischen n Variabeln ein 
gemeinsames vollständiges Integral mit n—q arbiträren Konstanten, so 
kann man immer eine partielle Differentialgleichung zwischn n—q-+1 
Variabeln aufstellen, deren Integration mit derjenigen des Systems äqui- 
valent ist. 

2. Die Methode, die mich zu diesen Resultaten geführt hat, ist 
insofern eine geometrische gewesen, als ich Räume mit » Dimensionen 
betrachtet habe; das wesentliche bei dieser Denkweise liegt übrigens 
wohl darin, daß man die Wertsysteme e' 

ei) und (6,2%, 207 I, -1 Pı, Te, m 
als Individuen, als Punkt und als Elementarteil einer Mannig- [325 
faltigkeit, auffaßt. Bei dieser Auffassung definiert eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 
Fe, 2,..4%-17 Pr 2a-ı) = 0 

(n — 1)-fach ausgedehnte in dem Raume enthaltene Mannigfaltigkeiten, 
die sogenannten Integralmannigfaltigkeiten. Es gelten dann die 
folgenden Sätze: 

a) Berühren zwei oder mehrere Inter aimamiinfalligkeiten einer Glei- 


chun 
. DE RE Dir Da) = 0 


einander in einem Punkte, so berühren sie sich in einfach unendlich vielen 
Punkten, deren Inbegriff eine Charakteristik heißen soll. 


Dieser Satz liegt implizite in der Cauchyschen Integrationsme- 
thode, die vermöge der genannten Auffassung evident wird. 
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| b) Sind zwei partielle Differentialgleichungen zwischen n Variabeln 
gegeben, welche ein gemeinsames vollständiges Integral mit n — 2 arbi- 
trären Konstanten besitzen; berühren dann zwei oder mehrere gemeinsame 
Integralmannigfaltigkeiten einander in einem Punkte, so berühren sie sich 
in allen Punkten einer Kongruenz (d. h. zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit), die ich charakteristische Kongruenz nenne. 

Jede -charakteristische Kongruenz enthält einfach unendlich viele 

Charakteristiken je einer der gegebenen Gleichungen. Alle charakte- 
‚ristischen Kongruenzen, die durch einen Punkt gehen, erzeugen ein 
‚gemeinsames Integral. 
| Dieser Satz liegt meiner neuen Methode zu Grunde. Auf dem fol- 
genden Satze endlich beruht meine Integrationsmethode für simultane 
' Systeme: 
“ ce) Seien q Gleichungen zwischen n Variabeln gegeben, welche ein [326 
_ gemeinsames vollständiges Integral mit n—q arbiträren Konstanten be- 
sitzen; berühren dann zwei oder mehrere gemeinsame Integralmannigfaltig- 
keiten einander in einem Punkt, so berühren sie sich in 00"? Punkten, 
deren Inbegriff eine charakteristische Mannigfaltigkert heißen soll; 
alle solche, die durch einen Punkt gehen, erzeugen ein Integral. 

Die in dieser Nummer vorgetragene Erweiterung des Begriffs 
_ Charakteristiken deutete ich in einer der Akademie zu Christiania 
_ überreichten (September 1871), noch ungedruckten Note!) an, und zwar 
in Verbindung mit Untersuchungen über die Krümmungstheorie eines 
_ Raumes mit » Dimensionen. | 


Hi Christiania, 4. Juni 1872. 





& 1) Die bezügliche Note findet sich in dem Archive der Akademie. [S. d. 
Ausg. Bd. I, Abh. XV.] 


NE 


Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster [473 
Ordnung, insbesondere über eine Klassifikation derselben, 


Von SopHus LIE. 


Vorgelegt von A. Clebsch. 
Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 25 vom 30. Oktober, S. 473—489. 








In der nachstehenden Note bespreche ich zunächst das gegenseitige 
Verhältnis einiger Arbeiten, die neuerdings von Herrn Mayer (diese Nach- 
richten Nr. 15, Math. Annalen Bd. V, Heft 3) und von mir (Berichte der 
Akademie zu Christiania, 3. und 10. Mai 1872; diese Nachrichten Nr. 16)') 
veröffentlicht worden sind. Sodann entwickele ich eine allgemeine Auf- 
fassung der Begriffe: partielle Differentialgleichung erster Ordnung, voll- 
ständige Lösung usw., wie dieselbe meinen seitherigen Arbeiten über 
den Gegenstand zu Grunde liegt, und die den gewöhnlichen gegenüber 
mehrere Erweiterungen enthält.) 

Insbesondere schließt sich daran eine neue Klassifikation der [474 
bezüglichen partiellen Differentialgleichungen. Unter den Gleichungen 
mit n + 1 Variabeln kann man nämlich außer der Klasse der linearen 
noch weitere n — 2 Klassen angeben, deren Lösung auf die vollstän- 
dige Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zwischen nur n + 1 Variabeln zurückgeführt werden kann. 

Zum Schlusse der Note deute ich noch an, wie die Kombination 
der verschiedenen zur Lösung partieller Gleichungen entwickelten Me- 
thoden in gewissen Fällen wesentliche Vereinfachungen nach sich zieht. 


I. Vergleich von Mayers Integrationsmethode mit der meinigen. 


Der Ausgangspunkt, den Herr Mayer in seiner Arbeit (vgl. bes. 
Math. Annalen Bd. V, Heft 3) nimmt, besteht darin, daß er die Integration 
eines simultanen Systems von » totalen Differentialgleichungen zwischen 


1) [Hier Abh. I,S. 1, I,S.5 und II, S. 12.] 

2) Bei einer späteren Gelegenheit denke ich näher auseinanderzusetzen, in 
welcher Beziehung diese Theorien zu allgemeinen Betrachtungen über mathema- 
tische Methoden stehen, welche Herr Klein in einer bald erscheinenden Abhand- 
lung entwickeln wird. 
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ın +1 Variabeln, welches unbeschränkt integrabel ist, auf die Integration 
eines reduzierten Systems zurückführt, das aus p gewöhnlichen Diffe- 
 rentialgleichungen besteht. 

Derselbe Ausgangspunkt findet sich auch bei mir, was ich freilich 
in meiner kurzen und geometrisch vorgetragenen Darstellung nur an- 
gedeutet habe.') Herr Mayer fügt nun aber den sehr wichtigen [475 

‚Satz hinzu, daß die Auffindung eines Integrals des reduzierten Systems 
die Kenntnis eines Integrals des totalen Systems zur Folge hat. Dieses 
Theorem, welches bei meiner Untersuchung kein Analogon hat, gestattet 
Herrn Mayer nicht nur die neue Jacobische Metliode, sondern auch 
die Clebschsche Behandlung des Pfaffschen Problems zu vervoll- 
kommnen. 

Statt dessen führe ich ein Prinzip ein, welches gestattet, die Inte- 
'gration simultaner partieller Gleichungen mit größtmöglicher Zahl 
gemeinsamer Lösungen auf die Integration einer einzigen partiellen Glei- 
chung zwischen einer entsprechend erniedrigten Variabelnzahl zurück- 
_ zuführen. 

Wenn es sich darum handelt, gegebene totale Gleichungen, die 
unbeschränkt integrabel sind, oder gegebene partielle Gleichungen oder 
Systeme solcher zu integrieren, so leisten die beiden Methoden das- 
selbe, was Zahl und Ordnung der notwendigen Integrationen angeht. 
Herrn Mayers Theorie geht aber insofern weiter, als sie, wie bereits 
hervorgehoben, noch andere Probleme, insbesondere das Pfaffsche, 
umfaßt. Auf der anderen Seite glaube ich, daß, was partielle Differen- 
tialgleichungen angeht, meine Methode einfacher ist; sie gibt überdies, 
nach meiner Auffassung, einen tieferen Einblick in das Wesen der 
ganzen Theorie. 

Am Schlusse dieser Note werde ich zeigen, wie vermöge meiner 
Methode diejenigen Fälle, welche man bisher als die ungünstigsten be- 
‚trachtete, im Gegenteile gar keine weiteren Integrationen erfordern. Dies 
ist aber nicht für die Methode charakteristisch, vielmehr läßt sich eine 
ähnliche Bemerkung auch hinsichtlich der Mayerschen Theorie machen. 
Ich muß hier noch hinzufügen, daß die wichtige, mir freilich [476 
nahe liegende Bemerkung Mayers, daß jedes System totaler Gleichungen, 
das heißt auch solcher, die nicht unbeschränkt integrabel sind, sich auf 
ein äquivalentes System linearer partieller Gleichungen zurückführen 


| 
; 


WERBENEN 





1) Die im Texte gewählte Ausdrucksweise ist die analytische Formulierung 
' meiner Theorie charakteristischer Mannigfaltigkeiten. Eine frühere Bemerkung [hier 
8.13, 2.2 v. u] muß ich dahin berichtigen, daß die Integration eines integrabeln 
| Ausdrucks IX, dx;= 0 durch nur eine gewöhnliche Differentialgleichung zuerst 
von Herrn du Bois-Reymond gezeigt worden ist (Borchardts Journal Bd. 70). 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 2 


et Bus ri le are 
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läßt, sich mir nicht dargeboten hatte. Vermöge dieser Bemerkung kann 


1 
3 


offenbar jedes totale System auf ein äquivalentes totales System, wel- 


ches unbeschränkt integrabel ist, und also auch auf ein reduziertes 
System zurückgeführt werden. 


Ich erinnere beispielsweise daran, daß in Herrn Darboux’s schöner 


Theorie partieller Differentialgleiehungen beliebiger Ordnung eben alles 
darauf hinauskommt, totale Systeme, die beschränkt oder unbeschränkt 
integrabel sind, zu erledigen. 


II. Allgemeine Betrachtungen betreffend die Behandlung partieller 


Differentialgleichungen erster Ordnung und darauf gegründete Klassi- | 


fikation derselben. 


1. Unter einer Berührungstransformation verstehe ich?) (ve. 
Berichte der Akad. zu Christiania 1870. 71. 72; Math. Annalen Bd. V, 


Heft 1)?) eine solche Transformation einer Mannigfaltigkeit 


?, 2%, re In 


vermöge deren diese ursprünglichen Variabeln und ihre partiellen Diffe- 


rentialquotienten 
02 02 
u de, Pr 


durch neue Variabeln [477 


2, Yı> ee] Y, 
und deren partielle Differentialquotienten 
02 07 
ey Pe Oyn An 


ausgedrückt werden, wobei ich voraussetze, daß die bezüglichen Glei- 


chungen umkehrbar sind. 
Indem man zwischen diesen Gleichungen die p, bezüglich g, elimi- 
niert, erhält man eine Anzahl Relationen zwischen den z, x und den 2’, y: 


9,=0, 9%=0, vr 9,=0, 
wo u von 1 anfangend bis zu n +1 aufsteigen kann. Diese uw Glei- 


chungen repräsentieren die Transformation vollständig; auch kann jedes 
System solcher u Gleichungen als eine Berührungstransformation inter- 


pretiert werden. Dem Werte von u entsprechend zerfallen die Be- 


rührungstransformationen in Gruppen. 


Ich bin erst in neuerer Zeit darauf aufmerksam geworden, daß 


1) Herr Darboux teilte mir gelegentlich mit, daß auch er alle Berührungs- 
transformationen bestimmt habe. 
2) [S. d. Ausg. Bd. I, Abh. IX, XI, XII; Bd. III, Abh. I; Bd. II, Abh. I.] 
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Jacobi schon längst die Berührungstransformationen betrachtet hat als 
_ die allgemeinsten Transformationen einer partiellen Differentialglei- 
 ehung erster Ordnung. Zwischen dem Jacobischen Begriffe einer sol- 
_ chen Transformation und dem hier vorliegenden findet nach meiner 
ED Auffassung insofern ein Unterschied statt, als ich den Einfluß der Trans- 
formation auf alle Wertsysteme 


Hi A, Kyyeee Lu, Pır * ++ Pn 

und nicht bloß auf diejenigen, die einer gegebenen Gleichung ge- [478 
 nügen, betrachte. 

n: Wenn Jacobi angibt, daß die letzteren Transformationen die für 
die ersteren hier aufgestellte allgemeine Form ebenfalls besitzen, mit 
_ jenen also zusammenfallen, so hat man dies als einen Satz zu be- 
 trachten.") 

Ich untersuche nun die partiellen Differentialgleichungen zunächst 
hinsichtlich aller solcher Eigenschaften, welche der Gesamtheit der Be- 
rührungstransformationen gegenüber einen invarianten Charakter haben. 
Man beweist besonders die folgenden Sätze: 

5 Eine einzelne partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
= n + 1 Variabeln hat keine Invariante; jede kann in jede andere durch 
 Berührungstransformation umgeformt werden. 






Für den vorliegenden Gesichtspunkt sind also die linearen Glei- 
_ ehungen, die man sonst auszeichnet, von den übrigen nicht unterschieden 
Ferner: 


Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung haben In- 
 varianten. 


| Eine invariante Beziehung ist z. B. die involutorische Lage?) [479 
zweier Gleichungen. 
i Neben die Betrachtung aller Berührungstransformationen stellt sich 


1) Auf die Betrachtung von Transformationen partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung führt auch, wie mir Herr Clebsch mündlich mitgeteilt hat, die 
_ Erweiterung der Untersuchungen über die von ihm eingeführten Konnexe (diese 
 Nachr. Nr. 22) auf die ähnlichen Gebilde aus Mannigfaltigkeiten von drei und 
- mehr Dimensionen, welche derselbe in seiner Abhandlung „Über eine Fundamental- 
aufgabe der Invariantentheorie“ (Abh. der kgl. Ges. zu Göttingen, Bd. 17) erwähnt 
hat. Der Schwerpunkt dieser Untersuchungen (Geschlechtsbegriff usw.) ruht aber 
dabei aufder Eindeutigkeit und der algebraischen Natur der anzuwendenden 
 Transformationen, ein Gesichtspunkt, der in den obigen Untersuchungen zunächst 
nicht in den Vordergrund tritt. 
2) Unter involutorischer Lage verstehe ich diejenige Beziehung zweier par- 
 tieller Differentialgleichungen, vermöge deren sie die größtmögliche Zahl gemein- 
samer Lösungen gestatten. 





3* 


deze ae 
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als etwas Spezielleres die Beschränkung auf die Betrachtung aller Punkt- 
transformationen, d. h. solcher Transformationen, welche die , = 
durch die z’, y allein ausdrücken, die also der Annahme u=n-+1l in 
der allgemeinen Klasseneinteilung der Berührungstransformationen ent- 
sprechen. Bei dieser Beschränkung treten bereits bei einer Gleichung 
invariante Eigentümlichkeiten auf, und diese sind es, welche die so- 
gleich vorzutragende Klassifikation begründen.) 

Während der Berührungstransformationsstandpunkt der richtige 
scheint, wenn es sich darum handelt, den allgemeinen begrifflichen In- 
halt einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zu exponieren, 
finden die Erleichterungen, welche in besonderen Fällen hinsichtlich der 
Integration eintreten können, ihre Würdigung auf dem Standpunkte 
der Punkttransformationen. Für den letzteren bilden dann namentlich 
auch die linearen Gleichungen eine besondere Klasse. 


2. Mit der Betrachtung der Berührungstransformationen sind die 
folgenden Vorstellungen über partielle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung überhaupt, ihre vollständigen Lösungen insbesondere, verknüpft. 

Das Wertsystem 

By %yy re Em Pın * > Da [480 


fasse ich als ein Individuum, als ein Element, wie ich sage. Unter den 
(2n + 1)-fach unendlich vielen Elementen, die es gibt, werden 2n-fach 
unendlich viele durch eine gegebene partielle Differentialgleichung aus- 
geschieden, und diese heißen die Elemente der Gleichung. 

Vermöge dieser Vorstellung kann man auch.eine Gleichung bloß 
zwischen den n +1 Veränderlichen 2,2, ..., x, als eine partielle 
Differentialgleichung auffassen, welcher nämlich alle diejenigen Elemente 
genügen, deren 2, x die Gleichung befriedigen. 

Fundamental ist nun diejenige Beziehung einander benachbarter 
Elemente, die in ihrer vereinigten Lage besteht. Sind die beiden Ele- 
mente durch z, x, p und bezüglich z2+ .dz, + dx, p + dp vorgestellt, 
so besteht die vereinigte Lage in dem Stattfinden der einfachen Gleichung 

de— pp, ds —...-— 2,91, = 0, 
einer Gleichung, die gegenüber einer beliebigen Berührungstransforma- 
tion augenscheinlich invariant ist. 

Beschränken wir uns der Einfachheit wegen nunmehr bei der Aus- 
einandersetzung auf eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen, für die 
wir den Raum mit seinen Punkten wählen mögen. 


1) Gleichungen höherer Ordnung haben Invarianten hinsichtlich der allge- 
meinen Berührungstransformationen; hierauf wird eine naturgemäße Klassifikation 
derselben sich gründen lassen. 
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Benachbarte Elemente liegen vereinigt, wenn sie entweder ihren 


Punkt gemeinsam haben, oder wenn sie konsekutive Berührungselemente 
_ einer Kurve öder endlich einer Fläche sind. Alle Elemente, die durch 
_ einen Punkt gehen, alle Elemente, die eine Kurve berühren, alle Ele- [as1 
mente, die eine Fläche bedecken, konstituieren gleichförmig zweifach 
unendliche Maunigtaltigkeiten von Elementen, von denen 
_ jedes mit allen benachbarten vereinigt liegt. 


Das Problem, eine gegebene partielle Differentialgleichung zu inte- 


_ grieren, kann nun so ausgesprochen werden: 


Alle zwiefach unendlichen Mannigfaltigkeiten dieser 


Eigenschaft zu bestimmen, die unter den vierfach unendlich 
vielen Elementen der Gleichung enthalten sind. 


Dieses Problem der allgemeinen Lösung führt man auf die Aufgabe 


der vollständigen Lösung zurück, die nun folgende Gestalt annimmt: 


Man soll die vierfach unendlich vielen Elemente der Glei- 


_ ehung aufeine Weise in derartige zwiefach unendliche Mannig- 
 faltigkeiten zerlegen, wobei denn zwiefach unendlich viele solche 
‘ Manmnigfaltigkeiten zu bestimmen sind. 


Nimmt man nach willkürlichem Gesetze einfach unendlich viele 


5 derselben heraus und sucht ihr Umhüllungsgebilde, so hat man die 
allgemeine Lösung. 


Diese Formulierungen, welche sich gleichmäßig auf beliebig viele 


_ Variable erstrecken, verlangen eine Erweiterung des analytischen Appa- 
rates, mit dem man gewöhnlich die Theorie der partiellen Differential- 
“gleichungen darstellt. Eine vollständige Lösung einer Gleichung zwischen 
_n+1 Variabeln braucht nicht aus einer Gleichung zwischen denselben 

und den » Konstanten zu bestehen, sondern sie kann, jenachdem, durch 


1,2,...,% + 1 Gleichungen repräsentiert sein, wobei aber die Zahl 


der willkürlichen Konstanten immer gleich » sein muß. 


Wie umgekehrt jedes solches Gleichungssystem!) eine partielle [482 


_ Differentialgleichung zur Folge hat, für welche dasselbe eine vollstän- 
- dige Lösung repräsentiert, wie man ferner von dieser vollständigen 
Lösung zu beliebigen anderen Lösungen übergehen kann, mag hier an 


dem Beispiele von vier Variabeln z, &,, &,, 2, und von zwei zwischen 
denselben bestehenden Gleichungen mit drei Konstanten: 


fı (2, 2, Ad, Ag, Q,) a 0, fa (2, 7, Ay, Ag, As) = (0 


gezeigt werden. 


1) Es wird hier wie gewöhnlich vorausgesetzt, daß die willkürlichen Kon- 


' stanten wirklich wesentliche Konstanten sind. 
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Man setze: 
of tAf) 
0x; 


TEN 
02 


und eliminiere zwischen diesen drei Gleichungen und den beiden ge- 
gebenen die vier Konstanten a,, a,, a, und A. So entsteht eine Glei- 
chung zwischen z, x, p und diese ist die gesuchte partielle Differential- 
gleichung. 

Man kennt eine vollständige Lösung derselben: 


ee 
Will man zu anderen Lösungen übergehen, so füge man beliebig [483 
b(a,, Ay, a,) — 0 
hinzu. Man verbinde hiermit die Gleichungen: 
2,92 


Betrachtet man nun die 2, «, und p sowie etwa a, als konstant, so 
hat man: 


a a en 


= 00 0a 
_ 0% o% 
0-70 + au, 49. 


‚Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich durch Elimination der drei 
Differentiale zwei Gleichungen zwischen z, x, p, a, A: 

A 
Sodann wiederhole man denselben Prozeß, indem man nicht a,, son- 
dern etwa a, als konstant betrachtet, und findet: 

Bm 
Eliminiert man jetzt die vier Größen a, A aus den fünf Gleichungen: 

v=0, =), a9 5-9 u), 


so erhält man eine (oder auch gelegentlich 2, 3, 4) Gleichung zwi- [484. 


schen den z, x: 
2a,2)=(0, 


und dieses ist die neue Lösung. 

Denkt man die willkürlich angenommene Funktion Y von drei 
Konstanten abhängig, so wird & eine neue vollständige Lösung. 

In einer neueren Mitteilung (diese Nachrichten Nr. 21; vgl. auch 
Math. Ann. Bd. III, S. 435) hat Herr Mayer darauf aufmerksam ge- 
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macht, daß die allgemeinen Regeln, welche Jacobi gegeben hat, um 
von den Lösungen einer partiellen Differentialgleichung zu den Lö- 
sungen einer durch Berührungstransformation aus ihr abgeleiteten über- 
zugehen, in vielen Fällen unzureichend sind, und hat andere Regeln auf- 
gestellt, welche eben auch solche Fälle innerhalb gewisser Grenzen er- 
 ledigen. 

© Eine vollständige Behandlung dieser Frage verlangt nach meiner 
Auffassung die hier vorgetragenen Begriffserweiterungen; die Behand- 
Jung der einzelnen Fälle wird alsdann vollkommen durchsichtig. Da- 
bei ist aber das Folgende zu bemerken. 

; Bei einer Berührungstransformation kann gelegentlich eine, aber 
dann nur eine partielle Differentialgleichung statt in eine neue in ein 
System von Gleichungen transformiert werden. Ist die Berührungs- 
 transformation gegeben, so kann man immer untersuchen, ob dieses der 
Fall ist, und welches eventuell diejenige partielle Differentialgleichung 
ist, die zu ihr in der fraglichen Beziehung steht (Math. Ann. Bd. y, 
8. 163). [S.d. Ausg. Bd. II, Abh. 1, $ 6, Nr. 20, Absatz e.] 


3. Nach den Auseinandersetzungen der vorstehenden Nummer kön- 
nen unter den Lösungen einer partiellen Gleichung Gebilde auftreten, 
welche durch 1, 2,...,»+1 Gleichungen zwischen den » +1 [485 
 Variabeln z, & repräsentiert werden. Auf dem Auftreten solcher Ge- 
bilde beruht nun meine Klassifikation, wie sie hier für den Fall von 
vier Variabeln auseinandergesetzt werden soll. 
\ Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen vier 
 Variabeln muß notwendig in eine der folgenden Klassen gehören: 
; 1. Sie besitzt oo® Gebilde nullter Dimension (Punkte) als 
Lösungen. 
Dann ist sie ohne weiteres integriert; sie enthält beim Gebrauche 
_ von Punktkoordinaten die partiellen Differentialquotienten nicht mehr, 
sondern ist eine endliche Gleichung. 

Man kann die Lösung einer partiellen Differentialgleichung als das 
Problem bezeichnen, die Gleichung durch Berührungstransformation auf 


diesen ersten Typus zu bringen. 


2. Sie besitzt 00° Gebilde erster Dimension als Lösungen. 

Sie ist dann eine lineare Gleichung, ihre Erledigung mit der Inte- 
gration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen zwischen 
vier Variabeln äquivalent, wie bekannt. 

3. Sie besitzt oo® Lösungen von der zweiten Dimension. 

Von diesem Falle, dessen Betrachtung neu ist, während 2. bekannt 
und 1. nur aus formalen Gründen neu hinzugefügt ist, werde ich so- 
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gleich zeigen, daß er sich auf den Fall 2. vermöge immer ausführbarer 
Operationen zurückführen läßt. Dabei wird nur verlangt, daß die Zahl 
der Lösungen zweiter Dimension auch nicht größer ist als o0°. 


4. Sie hat nur Lösungen von drei Dimensionen, wenigstens 
in der hinreichenden Anzahl. 

Dies ist der allgemeine Fall, über dessen Behandlung hier zu- [4s6 
nächst nichts zu bemerken ist. 

Die entsprechende Klassifikation für Gleichungen mit »n +1 Vari- 
abeln ist nun ohne weiteres zu entwerfen. Man unterscheidet n +1 
Stufen. Während 1. an sich erledigt, 2. bekannt ist, Fall (n + 1) der 
Vereinfachung entgeht, können die Zwischenstufen, wie im Bei- 
spiele der vier Variabeln die Stufe 3., immer auf die Stufe 2, 
das heißt den Fall der linearen partiellen Gleichungen zwi- 
schen n+1 Variabeln, zurückgebracht werden. 

Wie diese Zurückführung zu bewerkstelligen sei, werde ich nur 
für vier Variable und auch da nur andeutungsweise nunmehr auseinan- 
dersetzen. 

In der gegebenen Gleichung 


f(, 2, pP) = 


betrachte man einen Augenblick die 2, x als Parameter, die p als Ebenen- 
koordinaten im Raume. Sie stellt dann eine Fläche als Enveloppe von 
Ebenen dar und diese Fläche kann unabhängig von den Werten z, x 
gewisse Eigenschaften haben. 

In dem Falle 3., den wir hier betrachten, überzeugt man sich, daß 
sie eine Linienfläche ist, daß sich also ihre Ebenen in einfach unend- 
lich viele Büschel zusammenfassen lassen, deren einzelnes man durch 
einen Parameter A charakterisieren mag. Dieser Umstand, daß eine 
Linienfläche auftritt, ist übrigens für den Fall 3. nur notwendig, nicht 
charakteristisch; es gehören dazu gewisse weitere Bedingungen, die man 
unter die Form von Integrabilitätsbedingungen setzen kann. 

Man stelle jetzt das bekannte Gleichungssystem auf: 

da :day:day:de:dpi:dpssdp = 2: 1 dr —p einen. [487 
Aus demselben eliminiere man vermöge f=(0 das p, und dp,, sodann 
vermöge der Relation, die 9,, 25, 2, mit A in Beziehung setzt, auch 
noch p, und dp,, wodurch man freilich A und dA in das Gleichungs- 
system einführt. Aus den so gewonnenen fünf Gleichungen entferne 
man noch p, und dp,, wodurch drei Gleichungen zwischen z, x, A, dz, 
dx, di entstehen. Diese Gleichungen bilden dann ein unbeschränkt in- 
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| tegrables System‘), und die Integration eines solchen ist nach Mayers 
ind meiner Methode mit der Integration eines Systems gewöhnlicher 
_Differentialgleichungen zwischen vier Veränderlichen gleichbedeutend. 
Ei Hiermit ist die behauptete Zurückführung geleistet, so wie noch 
gezeigt wird, daß die Integration des totalen Systems die vollständige 
"Lösung der gegebenen partiellen Differentialgleichung nach sich zieht. 
_ Man erhält diese vollständige Lösung, indem man zwischen den drei 
 Integralgleichungen des totalen Systems das A eliminiert. 

I Die hier vorgetragene Klassifikation partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung soll übrigens keine definitive sein; es gibt in der Tat 
"noch weitere Gesichtspunkte, auf die sich nal gründen lassen. 


III. Bemerkungen über den sogenannten ungünstigsten Fall. [4ss 


1. Cauchys Integrationsweise einer partiellen Differentialgleichung 
—-( kann so ausgesprochen werden: Man suche alle Gleichungen 
— a=0(, welche mit f= O0 in Involution liegen, dann ist f erledigt. 


Eine analoge Methode gilt für Systeme: 
h=9 oo, = 


‚welche die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Lösungen gestatten: man 
suche alle 9— a=(), die gleichzeitig mit allen / in Involution liegen, 
wobei wohlbemerkt die p untereinander nicht involutorisch zu sein 
"brauchen. 


2. Vermöge dieser Auffassung von Cauchys Methode und durch 
Verknüpfung der Jacobischen Integrationsweise mit der meinigen kann 
man das Integrationsgeschäft einer partiellen Differentialgleichung in 
‚demjenigen Falle, den man sonst als den ungünstigsten betrachtet, ohne 
weiteres beenden. 

Sei nämlich f= 0 die gegebene Gleichung. Man sucht eine Glei- 
chung 9—a=(, die mit f in Involution liegt. Zwischen f und 9 
eliminiert man ein p und bekommt % = 0, wobei, nach meiner Methode, 
die Integration von Y=0 die von f=0O nach sich zieht. Hat man 
nun eine neue Gleichung „—b=0 mit Y=0 in Involution, so zeigt 
Jacobi, wie man eine Reihe Gleichungen 


v-vV’=(, v-b"’=(, 


1) Kommt man bei entsprechender Behandlung einer gegebenen partiellen 
Differentialgleichung auf ein totales System, welches nicht unbeschränkt, aber doch 
beschränkt integrabel ist, so kann man daraus für die Lösung der ursprünglichen 
Gleichung immer Vorteil ziehen. 
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konstruieren kann, die alle mit % involutorisch liegen. Diese Reihe 
kann abbrechen, ehe die größtmögliche Zahl von x erreicht ist. [489 
Tut sie es nicht, und das ist der sogenannte ungünstigste Fall, so ist 
nach ÖCauchys Methode y» = 0 integriert und also, nach der meinen, 
auch f= 0.) | 

3. Man kann eine ähnliche Überlegung benutzen, um in der Mayer- 
schen Methode in gewissen Fällen abzubrechen. | 

Bei der Mayerschen wie bei der Jacobischen Integrationsmethode 
handelt es sich immer darum, zu p Gleichungen 


h=9 07 =) 


die eine gemeinsame Lösung mit größtmöglicher Konstantenzahl be- 
sitzen, eine weitere Gleichung 








De 


zu finden, die mit jeder unter den früheren involutorisch liegt. Herr 
Mayer findet nun im allgemeinen nicht eine f,,, —a=0, sondern 
gleichzeitig mehrere. Findet er alle, so ist nach dem Satze, den ich 
unter 1. der Cauchyschen Methode zufügte, das Integrationsgeschäft 
als beendigt anzusehen. 


Erlangen, 11. Oktober 1872. 





1) Fand man vermöge der Jacobischen Operation alle y—b=0, ausge- 
nommen nur eine, so läßt sich offenbar die Integration von 9 =0 und also auch 
von f=0 auf die Erledigung einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen 
zwei Variabeln zurückführen, usw. 


V. 
Zur Theorie der Differentialprobleme. [132 


Von SopHus LiE. 
(Eingeliefert 14. November 1872.) 
Christ. Forh., Aar 1872, S. 132—133. Christiania 1873. 









Seit einiger Zeit ist es mir unmöglich gewesen, meine Unter- 
suchungen ausführlicher zu redigieren. Ich erlaube mir daher, im fol- 
genden ein kurzes Resume einiger Resultate zu geben, welche mir 
bemerkenswert scheinen. 

Die Mongesche Theorie der Charakteristiken kann auf beliebige 
partielle Gleichungen (Pfaffsche Probleme) ausgedehnt werden. Zu 
‚diesem Zwecke scheint es mir nützlich, zuerst den Dupinschen Be- 
‚griff Indikatrix zu verallgemeinern. 

Eine Klassifikation partieller Gleichungen erster Ordnung nach 
Eigenschaften, die bei allen Punkttransformationen ungeändert bleiben, 
gibt sogleich eine Klassifikation von Gleichungen beliebiger Ordnung 
_ nach Eigenschaften, die gegenüber allen Berührungstransformationen 
invariant bleiben.') 

Es ist mir gelungen, meine Arbeiten über partielle Gleichungen 
mit infinitesimalen Transformationen nach verschiedenen Seiten hin zu 
erweitern, insbesondere auch auf das Pfaffsche [Problem] und simul- 
tane Systeme gewöhnlicher Gleichungen auszudehnen. 

Ich betrachte sowohl permutable Transformationen wie solche, die 
_ eine Gruppe bilden. Es gelingt entweder, eine Zahl Integrale sogleich 
aufzustellen, oder auch das Problem in einfachere zu zerlegen. Verein- 
 fachungen anderer Art treten ein, wenn gewisse Differentialgleichungen 
sich integrieren lassen, welche in gewissem Sinne den betreffenden 
Transformationen zugeordnet sind. Unter diesen Betrachtungen sub- [133 
sumieren sich viele alte wie neue Theorien. 

Das Pfaffsche Problem kann in einer einfachen Weise erledigt 





1) Ich stelle die Fragen: Existieren Transformationen von partiellen Glei- 
chungen höherer Ordnung, die nicht Berührungstransformationen sind? Existieren 
Berührungstransformationen höherer Art? 








28 V. Zur Theorie der Differentialprobleme. Christ. Forh. 1872 





werden, welche meiner neuen Integrationsmethode analog ist. Ich be- 
nutze hierbei weder das Poisson-Jacobische noch das Mayersche” 
Theorem. | 

Die von Mayer wie mir in neuerer Zeit gegebenen Theorien 
führen ohne weiteres das Problem der drei Körper darauf zurück, : 
ein Integral von je einem Systeme von 6, 4,2 gewöhnlichen Die 
gleichungen zu finden. 

Die Ülebschsche Theorie der Konnexe führt auf das allgemeinste 
Problem der Differentialgleichungen. Man erhält hierbei sehr bemerkens- 
werte Klassen Probleme. Es ist notwendig, den Begriff Haupttangenten- 
kurven in allgemeinster Weise auszudehnen. Es stellt sich die Aufgabe, 
die in meiner Abhandlung: Über Komplexe!) gegebenen Theorien auf 
Konnexe zu erweitern. Noch sei zugefügt, daß der Geschlechtsbegriff 
sich überhaupt auf Differentialprobleme, welche eindeutig transformiert 
werden, erweitert. 


Christiania, 14. November 1872. 


Va. 


Selbstanzeige von V. 
F. d. M., Bd. IV, Jahrg. 1872, S. 161. Berlin 1875. 


Kurze Andeutungen hinsichtlich mehrerer neuer Theorien. Zu- 
gleich wird die Aufmerksamkeit darauf gerichtet, daß diejenigen Inte- 
grationstheorien, welche Herr Mayer und der Verfasser gleichzeitig im 
Frühlinge 1872 gaben, das Problem der drei Körper ei zurück- 
führen, ein Integral von je einem Systeme von 6, 4, 2 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen zu finden. r 


Diese Selbstanzeige stimmt vollständig überein mit einer französisch ge- 
schriebenen und schon früher veröffentlichten in dem „Bulletin des Sciences math6- 
Be et re Bd. VI, Janvier—Juin 1874, S. 255—256, Paris 1874. 


) rs. a. Ausg. Bd. II, Abh. I.] 





vL 


Zur Invariantentheorie der Berührungs- j133 
transformationen. 





Von SopHvs Lie. 


Ä Vorgetragen in der Sitzung vom 20. Dezember 1872. 

g g g 
| Christ. Forh., Aar 1872, S. 133—135. Christiania 1873. 
| + 


Bind @,0,,...,a, Funktionen von @,,...,2,,2,-...,2,, die ın 
solcher gegenseitigen Beziehung stehen, daß immer (a,a,) sich als 
Funktion der a ausdrücken läßt, so bilden die linearen Gleichungen 
{ 
| (,M)=-0, (,M)=-0, ..., (,M)-0 





im Glebscheschen Sinne ein geschlossenes System. Sind 
| 


Gy, Ogy..., 0%, 


| die zugehörigen gemeinsamen Lösungen, so ist es bekannt, daB [134 
jedesmal («,«,) eine Funktion der « ist. Die beiden Gruppen 


(a, Ag. a) (&, Ogy- e), 
die in einem vollständigen reziproken Verhältnisse stehen, sollen kon- 
jugierte geschlossene Gruppen!) heißen. 
In der geschlossenen Gruppe u,,...,“, existieren eine Zahl Funk- 
tionen 
R 9%, Ugy-. +, u), Y9,:.-, Pym 


die allen Gleichungen 
(9%) = 0 #=1,3...,D 


genügen; N und / sind gleichzeitig gerade oder ungerade, wobei O als 
gerade Zahl zu betrachten ist. Die Zahl N, die immer angegeben 
werden kann, ist dieselbe für eine Gruppe wie für die konjugierte. Die 
9 sind die Integrale eines simultanen Systems, welches aufgestellt 
werden kann, 








1) In ähnlicher Weise kann man eine beliebige Zahl Gruppen betrachten, 
die paarweise konjugiert sind. Dies alles steht im genausten Zusammenhange mit 
der Theorie partieller Gleichungen zweiter Ordnung mit intermediären Integralen. 
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Die Zahl N ist die einzige Eigenschaft einer geschlossenen Gruppe, 
die bei Berührungstransformationen ungeändert bleibt. F 
Auf das Obenstehende gründen sich sehr wichtige Vereinfachungen 
in der Integration von Gleichungen 


F(&, .. 2) gr 0, 


wenn eine Zahl Integrale 





9, = Const., ee Const. 


des simultanen Systems 


da, :da,:.-:dp,= 3:72 2:7 





gefunden sind, welche nicht der Relation (p,9,) = 0 genügen. 

Ist zum Beispiel n=5, qg=3, so reduziert man das Problem, nach- 
dem man eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen zwei Vari- 
abeln integriert hat, auf die Integration einer Gleichung F(#,,...,9;) =. 


Das ÖObenstehende dehnt sich auf das Pfaffsche Problem aus. 


Note. [135 
(Eingeliefert 31. Januar 1873). 


Ich finde eben, daß die Theorie der Gleichungen 
Fe, XyeryYmı Pır-- 2) —(, 


welche die unbekannte Funktion enthalten, sich wesentlich verbessern 
läßt. Sind zwei (oder mehrere) Funktionen % gefunden, welche 


(Fy) = 0 


genügen, so läßt die Ordnung aller zurückstehenden Integrationen 
sich fast immer mehr erniedrigen, als durch die bekannten Methoden 
geleistet wird. Dies steht im genausten Zusammenhange mit meiner 
Theorie solcher Differentialgleichungen, welche infinitesimale Transfor- 
mationen zugeben. 


Vla. 
Selbstanzeige von VI. 
F. d. M., Bd. IV, Jahrg. 1872, S. 162. Berlin 1875. 


Sind fi,---,f, gegebene Funktionen von %,...,%, Pır+ +» Par 
und ist es immer möglich (f,f,) als Funktion von den f auszudrücken, 
so bilden die linearen Gleichungen 


(fıp) =(, ..., (f,P) =0 





‘Zahl, etwa m, Funktionen F von fi,..--, 





EEE > 0 
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ein vollständiges System. Sind @,,..., 99,_, die betreffenden gemein- 


‘samen Lösungen, so kann bekanntlich (p,p,) immer als Funktion von 


den g ausgedrückt werden. Die beiden Funktionengruppen f und @ 
stehen in einem vollständigen Reziprozitätsverhältnisse. Es gibt eine 
welche 


r) 


EPI=0, .., 6-0 


genügen. Die beiden Zahlen r und m sind die einzigen Eigenschaften 


der Gruppe f, die bei beliebigen Berührungstransformationen invariant 


bleiben. Hierauf gründen sich wichtige Integrationstheorien. E 


Diese Selbstanzeige stimmt vollständig überein mit einer französisch ge- 
schriebenen und schon früher veröffentlichten in dem ‚Bulletin des Sciences mathe- 
matiques et astronomiques“, Bd. VI, Janvier—Juin 1874, S. 256, Paris 1874. Der 


‘ Titel der Abhandlung ist da so übersetzt: „Sur la theorie des invariants des 


transformations tangentielles“. 


wu 
Über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. [ıs 


Von SoPHus Lie. 
(Vorgelegt 21. März 1873.) 
Christ. Forh., Aar 1873, S. 16—51. Christiania 1874. 


In dem letzten Jahre veröffentlichten Herr Mayer und ich!) 
(Göttinger Nachr.; Math. Annalen; Akademie zu Christiania) einige 
Arbeiten, welche die Theorie partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung nach verschiedenen Seiten wesentlich gefördert haben. Es ist 
mir gelungen, wie ich neuerdings (November, Dezember 1872, Januar 
1873) der Akademie zu Christiania mitgeteilt habe?), weiter in derselben 
Richtung zu gehen; ich werde versuchen, in einer Reihe Abhandlungen, 
unter denen die nachstehende die erste ist, diese neuen und nach meiner 
Auffassung wichtigen Theorien kurz auseinanderzusetzen. 

Ich fange damit an, den wichtigsten Inhalt jener früheren Arbeiten, 
auf welche ich mich häufig beziehen werde, kurz, freilich auch sehr un- 
vollständig zu resumieren. 

Herr Mayer betrachtet na — m +1 totale lineare Differential- 
gleichungen zwischen %,,% . - :, %, 

h=m—1l 
A dx, -D ar dx, (k=m, m+l,...n), 
h=1 
die unbeschränkt integrabel sind, und zeigt, daß die Integration immer 
ausgeführt werden kann, wenn ein gewisses reduziertes System be- 
stehend aus n — m + 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen erledigt 
ist. Er zeigt ferner, und das ist sein Haupttheorem, daß, wenn ein 
Integral des reduzierten Systems gefunden ist, so kann immer ein und 
im allgemeinen mehrere Integrale des totalen Systems bestimmt wer- 








1) [S. d. Ausg. Bd. III, Abh. II u. IV; Bd. II, Abh. I; Bd. II, Abh. I u. II] 
2) [S. d. Ausg. Bd. III, Abh. V u. VI] 
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den.!) Dieses Theorem erlaubt ihm, insbesondere die neue Jacobische [17 
Methode wie auch die Clebschesche Behandlung des Pfaffschen 
Problems wesentlich zu vereinfachen. Im folgenden wird man neue 


_ Anwendungen des Mayerschen Theorems finden. 


Ich zeigte, daß die Integration eines Jacobischen Systems 


K pP, Tr N nb —=(, a Pmn— Im > 0 


im allgemeinen ausgeführt werden kann, wenn eine beliebige unter den 
obenstehenden Gleichungen, zum Beispiel 


ea Sr 0, 
integriert ist. In einer späteren Note richtete ich die Aufmerksamkeit 


- darauf, daß, wenn eine Funktion 


Br en. 
gefunden ist, welche 
(Pf, 9)—0 
genügt, so findet man im allgemeinen vermöge bekannter Operationen 
mehrere solche Funktionen, und dies vereinfacht bekanntlich die Inte- 


_ gration von » —f—=0 und also auch diejenige des Jacobi- 


schen Systems. 
Anwendet man also meine Methode bei der Integration einer oder 


mehrerer Gleichungen, so kommt man häufig in die Lage: Eine Glei- 


chung p, — fi = Ö soll integriert werden, und man kennt schon mehrere 
Funktionen @,,...,9,, die (9,p, — f}) = 0 genügen. 

Anwendet man die Mayersche Methode, kommt man in ent- 
sprechender Weise häufig in die Lage: Ein Jacobisches System 


»» -h=® Dr head, Pan =0 
soll integriert werden, und man kennt schon eine Reihe Funktionen 
$,,-:.,9,, welche allen Relationen (p,, p, — f,) = 0 genügen. 

Es stellt sich also hier mit Notwendigkeit die Frage: 

Soll ein Jacobisches System 

Brh=0, Dh) .., Im m=0 
integriert werden, und kennt man schon eine Reihe Funk- 
tionen @,,...,9p,, welche allen Relationen 


(9,9 —-h)=0 


genügen, wie vereinfacht man dann die zurückstehenden In- 
tegrationen so viel wie möglich. Die nachstehende Abhand- 








1) Dieses fundamentale und, wie mir scheint, tiefliegende Theorem nenne 
ich das Mayersche Theorem. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 3 
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lung beantwortet unter anderm diese Frage. Im übrigen [ıs 
wird man bemerken, daß meine Theorien die alten Integra- 
tionsmethoden verallgemeinern und vereinigen.') 


$ 1. Reziproke Gruppen. 
1. Ich sage, daß r Funktionen von &,,%,. . ., 24» Pı> - - + Py: 
aa 


eine Gruppe bilden, wenn der bekannte Differentialausdruck (u,u,) sich 
immer als Funktion der Größen «,, ..., vw, ausdrücken läßt: 


(u;%) = Fir (irr- - -, %,)- 
Dabei wird vorausgesetzt, daß keine Relation 
TU, Ug--.,%,) = 0 
stattfindet. Eine jede Funktion von %,, ..., u, gehört, sage ich, der 
Gruppe (%,,...,%,) an.?) | 
Satz 1. Gelten zwischen u,,...., u, q Relationen 
(%,..,%)=0, m 0, .., ,=0, 
und ist dabei immer 
(u; u,) us f.(&; ., %,)) 
so gibt es immer eine (r — q)-gliedrige Gruppe, welcher alle u angehören. 
Denn nach unseren Voraussetzungen ist es immer möglich, unter 


den r Größen w,...,u,.r—q zu finden, z. B.: ı, %,..., %,_,, Ver- 
möge deren die übrigen sich ausdrücken lassen. Setzt man die so ge- 


fundenen Werte von %,_,,1,.. ., 4, in 
{ (u) = far (us: %) 
ein, so kommt 
(u,%) = Paltı,-- +, %,_9) [19 


und also bilden u,, u, ..., %4,_, eine Gruppe, welcher auch u,_, 11, :--, %, 
angehören. 


1) Ich habe schon früher gezeigt, daß, wenn 


nv —h=) --+ Penn) 
ein Jacobisches System ist, und alle Funktionen g gefunden sind, welche 


(9, 9. — I) = 0 (&=1,2,...,m) 
genügen, so kann die Integration des Jacobischen Systems geleistet werden. 
Dies ist eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Methode. 

2) Der Begriff Gruppe gehört dem Wesen der Sache nach Jacobi an; es 
ist sehr nützlich, für diesen fundamentalen Begriff einen Namen zu haben. 
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Funktionen U, die einer Gruppe (w,,...,“,) angehören, nenne ich 
ausgezeichnete Funktionen, wenn . 


wN=-0, wU)-0, .., WD)=- 
Satz 2. Gehören v,, %, ..., v, der Gruppe (U,..., u,) an: 
= Vu... %,) (e1,d,.4n) 


und sind V,,V;, ..., V, vom einander unabhängige Funktionen, so 


bilden auch v,,..., v, eine Gruppe, die ich als mit der ursprünglichen 


 ägquivalent betrachten werde. 


j 


Denn nach unseren Voraussetzungen sind v,,...., v,„, auch als 
_ Funktionen von &,, .-., P, aufgefaßt, von einander unabhängig. Ferner ist 
mz=zrn=r 


av, dv, | 
FA) >:n. (v,v,) -> Zi a. (W ) Gkelh..un, 


m 
m=1 »= 


woraus fließt, daß (v,v,) eine Funktion der Größen u und also zugleich 
eine Funktion der Größen » ist. 
Es ist klar, daß eine Gruppe gewisse Eigenschaften und zwar eben 


_ sehr wichtige Eigenschaften mit jeder äquivalenten gemein hat. Ist 
2.B. (w,,..., u,) ein Involutionssystem, das heißt, gilt immer 


(uu)=0, 


i so verschwindet nach (A) auch (v,v,), und also ist (%,...,v,) ein In- 
_ volutionssystem. 


Es ist auch nicht schwer einzusehen, daß, wenn eine Gruppe 


(ty, ...,%,) m ausgezeichnete Funktionen 


U,, D,, 7 U, 


nm 


enthält, so besitzt ebenso jede äquivalente Gruppe (v,,..., ®,) m aus- 


| ‚gezeichnete Funktionen, die man findet, indem man alle U vermöge 


der Größen v ausdrückt. 
Wir betrachten im folgenden nur solche Eigenschaften einer Gruppe, 


- die zugleich jeder äquivalenten zukommen. 


Wir beschränken uns ferner auf Eigenschaften einer Gruppe, 


_ die bei Berührungstransformationen!) invariant bleiben. Es ist klar, [20 


1) Sind die lage Z, &y ++, %, und die partiellen Derivierten von z 
hinsichtlich &,,.. ‚ die ich p,,..., p, nenne, in solcher Weise mit einem 


Be rechenden on ” yes En» Pi > ==, 2n verbunden, daß eine jede Größe 
_ jeder der beiden Reihen 


N 
2 
bi 
Fi 


a a a 


PR U OR BR TE RPERE B 
„’ nt ’ ‘ EL 4 
U 


_ eine Funktion der Größen der andern Reihe ist, so habe ich vorgeschlagen, 


die hierdurch definierte Transformation eine Berührungstransformation zu 
3 * 
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daß die Zahl der ausgezeichneten Funktionen eine solche Eigenschaft 
ist. Bildet insbesondere (,, %,, . .., 4,) ein Involutionssystem, so ist 
dasselbe der Fall mit jeder Gruppe, die aus der vorgelegten durch eine 
Berührungstransformation hervorgeht. Dieses letzte ist ja damit äqui- 
valent, daß die Beziehung 

(u;u,) = 0 
eine bei Berührungstransformationen invariante ist. 

Wir erledigen in dieser Abhandlung die äußerst wichtige 
Aufgabe: alle Eigenschaften einer Gruppe zu finden, die bei 
Berührungstransformationen invariant bleiben und welche 
dabei jeder äquivalenten Gruppe zukommen. Es ist klar, daß 
die Anzahl der Glieder und die Anzahl der ausgezeichneten 
Funktionen solche Eigenschaften sind; es ist äußerst merk- 
würdig, daß diese beiden Zahlen die einzigen Eigenschaften 
der besprochenen Art sind. 


2. Der algebraische Ausgangspunkt für meine Untersuchungen war 
der folgende fundamentale Satz.!) 


Satz 3. Ist u,, Us, ..., u, eine Gruppe und V eine unbekannte Funk- 
tion VON (Ay, Kgy + = +, Lys Pıs == > Pu), SO bilden die linearen Gleichungen 


Wun)=0, wP)=0, u) (uV)=0 [21 


ein vollständiges System im Olebscheschen Sinne.) 


nennen. In dieser Abhandlung stelle ich ohnedies die Forderung, daß jede Größe 
jeder der beiden Reihen ti 

X, 0 Im Pın 3 Pn 

TIL ER ER 
sich durch Größen der andern Reihe ausdrücken läßt. 

1) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich auf die Mannigfaltigkeitsbe- 

trachtungen eingehen, die mich zu dieser Theorie geführt haben. Vorläufig sei 
nur bemerkt, daß ich damit anfing, die möglichen Gruppierungen der charakteristi- 


schen Streifen zweier oder mehrerer Gleichungen F(&,,..., P,) = Const. zu 
untersuchen. ' 
2) Stehen r lineare Gleichungen 
4,(N= 0, 4, M=bd, 0 A4.N)= 0, 


die von einander unabhängig sind, in solcher gegenseitigen Beziehung, daß immer 
der bekannte Ausdruck A, A, — 4,4; sich als lineare Funktion der A ausdrücken 
läßt, so haben unsere Gleichungen, wie Clebsch bewiesen hat (Crelles Journal 
Bd. 65), 2%" — r gemeinsame Lösungen. Ein solches System nenne ich mit Clebsch 
ein vollständiges System. Auf die Betrachtung solcher Systeme gründet er die 
Integration linearer partieller Differentialgleichungen, die eine gewisse Zahl ge- 
meinsame Lösungen besitzen. 

Die entsprechende Theorie für heliebige (nicht eben lineare) Gleichungen 
erster Ordnung ist zuerst von Herrn Mayer gegeben, wobei doch zu bemerken 
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Es ist zunächst klar, daß unsere linearen Gleichungen von ein- 


ander unabhängig sind, denn sonst verschwänden, wie man sich leicht 


überzeugt, eine Reihe Funktionaldeterminanten, und infolgedessen exi- 
stierten eine oder mehrere Relationen zwischen u,, %s, ..., u,, aufge- 
faßt als Funktionen von &,, &, ».., 2? Pıy -: -, 2,5 dies steht aber in 


Widerspruch mit unseren Voraussetzungen. 


Schreiben wir nun A,(V) statt (w,V), so findet man durch Aus- 
führung 
4,4, — 4,4, = (Wu) V).) 


- Es ist aber (vgl. Nr. 1) 


(u, u,) IzaR Far (u,, Ugy.. u.) 


und also 
df: df: if, 
(uuV)=(uPV) ze + (u V) Ze ...+ (u, 7) ze 
oder 
44 4A Term) + lea) +... + Tau) 
uutat Kot du, 1 du, 2 - du. r ’ 


das heißt: A,A,— 4,4, drückt sich als lineare Funktion von den [22 
A aus, womit mein Satz bewiesen ist.) 
Das vollständige System 
wwN=-09, wN=0, .., WvN-0 
hat also 2» — r Lösungen 
05 Ug-»  Wan-n 

zwischen denen keine Funktionalrelation stattfindet, und zugleich wissen 
wir, daß jede andere gemeinsame Lösung sich als Funktion von 
%,0g,:..,%,_, darstellen läßt. Nun sagt das Poisson-Jacobische 


ist, daß Mayer (wie auch Clebsch) seinen Ausgangspunkt in einer Idee nimmt, 


a die von Bour herrührt. Bour hatte sich bei der Ausführung dieses Gedankens 


F 
# 


3 
$ 





_ geirrt (Mayer, Math. Annalen Bd. 4). 


1) Daß die beiden Gleichungen 
(N=0, (VW) =0 
die folgende ; j 
(u, u) V)=0 


nach sich ziehen, ist bekanntlich ein Beweis des Poisson-Jacobischen Theorems 


2) Es ist einleuchtend, daß, wenn (w,,%,,...,%,) und (%,ug,...,u/) zwei 
äquivalente Gruppen sind, so sind auch die beiden geschlossenen Systeme 
\ wr)=0, wN)=0, ..., (u,V)=0 
und 
wN=0, wN)=0, ..., WN)=0 


in dem Sinne äquivalent, daß die Lösungen des einen Systems dem anderen ge- 
nügen. 
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Theorem, daß, wenn v, und v, Lösungen unseres vollständigen Systems 
sind, so ist auch (v,v,) eine solche, und also gilt immer eine Gleichung 
der Form 
(0,9) = Piarl&, 9a Yn-r)) 
das heißt: v,,®,,...,®,„_, bilden eine neue Gruppe. 
Nach unserem früher bewiesenen Satze ist also auch 


MUO)=0, RU)=0, ..., (-,0)=0 


ein vollständiges System mit 2» — (2n—r)=r Lösungen. Nun ge- 
nügen bekanntlich «,,%,,...,%, unseren Gleichungen, deren sämtliche 
Lösungen infolgedessen der Gruppe (u,,...,u,) angehören. 

Eine jede Gruppe (w,,%,,...,u,) bestimmt eine zweite Gruppe 
(%,%,:-.,%n_,)» die in einem vollständigen Reziprozitäts- 
verhältnisse zu der ersten steht. Jede Gruppe besteht aus 
den Funktionen, die mit allen Funktionen der zweiten Gruppe 
in Involution liegen. Zwei solche Gruppen sollen reziproke!) 
Gruppen heißen.) Ich nenne auch häufig die eine Gruppe [23 
die Polargruppe der zweiten.’) 

Beispiele. Betrachtet man Funktionen von (2%, &,, £3, Pı, Pg, Ps), 
so sind z. B. (z,,p,) und (x, Pg, %, P,) reziproke Gruppen; man kann 
sich leicht überzeugen, daß keine unter diesen Gruppen ausgezeichnete 
Funktionen enthält. Dagegen sind (%,,2,,%) und (X,, %;, 9,) zwei re- 
. ziproke Gruppen, die eine gemeinsame ausgezeichnete Funktion, näm- 
lich x,, besitzen. ; 


Ich sage, daß zwei Gruppen (m,, My,...,m,), (M;Ng,...,n,) in 
Involution liegen, wenn immer 
(m;n,) = 0. 


Es liegen also zwei reziproke Gruppen in Involution. Dagegen brauchen 

1) Gehen zwei reziproke Gruppen (u, , %,...,%,) und (%,,%,...,%,_,) durch 
eine Berührungstransformation bezüglich in 

(Ur%g,...,%,) und (01,09,...,09,_,) 

über, so ist es klar, daß auch diese neuen Gruppen in Reziprozitätsbeziehung stehen. 

2) Es gründet sich hierauf, wie beiläufig bemerkt werden soll, eine interes- 
sante Reziprozitätstheorie (welche in gewissem Sinne die Poncelet-Gergonne- 
sche umfaßt). Einem beliebigen Satze über Gruppen entspricht also ein rezipro- 
ker Satz. Andererseits ordnen auch die zwischen Gruppen möglichen Beziehungen 
sich paarweise als reziproke zusammen; liegen z. B. zwei Gruppen in Involution, 
so findet eine gewisse andere Beziehung zwischen den reziproken Gruppen statt. — 
Im übrigen habe ich noch diese letzten Betrachtungen so wenig verfolgt, daß ich 
keine Meinung über ihre Bedeutung aussprechen möchte. 

3) Vgl. die Note am Schluß der Abhandlung. [Hier S. 62f.] 


oo 
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| Gruppen, die mit einander in Involution liegen, nicht reziproke Gruppen 


zu sein. 
Gehören die Funktionen einer o-gliedrigen Gruppe (u, 4, ...,%,) 
einer Gruppe mit mehr Gliedern 


ll ar rn Man Madin - - m, %r) 
an, so sage ich, daß die letzte Gruppe die erste enthält, oder daß die 
erste eine Untergruppe der letzten ist. 


8 2. Über die ausgezeichneten Funktionen einer Gruppe. 


3. In dieser Nummer untersuche ich, unter welchen Bedingungen 
eine oder mehrere Relationen zwischen den Funktionen zweier rezi- 
proken Gruppen stattfinden können. 

Satz 1. Existieren m Relationen zwischen den Funktionen zweier 
reziproken Gruppen, so gibt es m Funktionen, welche gleichzeitig beiden [24 
Gruppen angehören. 

Beweis. Ich setze voraus, daß (u,, ..., %,) und (v,, ».., dg„_,) 
reziproke Gruppen sind, zwischen deren Funktionen m Relationen 


Se ee En, (i=1,8,...,m) 


stattfinden. Erinnern wir nun, daß 


wu) 5 u Pr: Yn-n)ı 
(u, v1) =V, 


_ und berücksichtigen ferner den ersten Satz in $ 1, so ergibt sich, daß 
My en Ups day +5 an, einer gewissen (2n — m)-gliedrigen Gruppe 


RR ee 
angehören, welche sowohl die Form 


U, Ug, >. U, Un ey Mn rm 


_ wie die äquivalente 


ur rg Zange che rc, Jet ee ee 


Y%y Vgy ..., Var). U... U 


erhalten kann. Hieraus fließt, daß die Lösungen F\,,..., F,, des voll- 
ständigen Systems 
R . (w, F') Fr 0, (w, F‘) an 0, WA (w,_mE) = 
einerseits 
uwP)=0, wF)=0, .., uF)=0 


genügen und also der Gruppe (v,, ..., %,„_,) angehören, andererseits 


WGF)=0, 2... nf) — 0 
genügen und also zugleich der Gruppe (w,, U, ..., u,) angehören, wo- 
mit unsere Behauptung erwiesen ist. 
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Satz 2. Gehört eine Funktion F(&,, &, ..., p,) gleichzeitig zweien 
reziproken Gruppen an, so ist sie eine ausgezeichnete Funktion in beiden 
Gruppen. 

Als zugehörig der Gruppe (v,, ..., %,„_,) genügt F: 

(A) WF)=0, (%F) = 0, a wF)=0; 

nun ist F" eine Funktion der Größen u, und jede Funktion der Gruppe 
(4, ..., %,), welche den Relationen (A) genügt, ist eine ausgezeichnete 
Funktion der genannten Gruppe. In entsprechender Weise beweist man, 
daß F'auch eine ausgezeichnete Funktion der Gruppe (v,, ..., %g,_,) ist. 


Satz 3. Jede ausgezeichnete Funktion einer Gruppe gehört der [25 
reziproken Gruppe an. 


Denn ist U ausgezeichnete Funktion der Gruppe (u,, ..., %,), so 
gelten 
- (% O)=0, wU)=(0, a wU)=0; 
es sind aber eben diese Gleichungen, die stattfinden müssen, wenn U 
der reziproken Gruppe angehören soll, und also ist unser Satz bewiesen. 


Satz 4. Jede ausgezeichnete Funktion einer Gruppe ist ausgezeichnete 
Funktion in der reziproken Gruppe. 
Dieser Satz ist ein evidentes Korollar der beiden vorangehenden. 


Satz 5. Enthält eine Gruppe (u, -.., u,) m ausgezeichnete Funk- 
tionen U,, ..., U, so gelten m Relationen zwischen den Funktionen 
unserer Gruppe und denjenigen der reziproken Gruppe (v5 ..., Vgy_r)- 

Denn U,,...., U, gehören beiden Gruppen “an, und drücken wir 
also dieselben einmal als Funktionen der u, ein andermal als Funk- 
tionen der v aus und setzen diese Ausdrücke einander paarweise gleich, 


so findet man die besprochenen Relationen: 


Ita u,) = 9,0, da... ER he U, (a Be 
F, (u, , u,) 2 (%,, Vo. a Fr D;(&ı, SE, P,); 


Fr %) = Pnldir dar, Yan) On la 4 Da) 
Die Hauptergebnisse dieser Nummer fasse ich folgenderweise zu- 
sammen: 


Satz 6. Zwei reziproke Gruppen enthalten dieselben ausgezeichneten 
Funktionen; zwischen den Funktionen unserer Gruppen finden so viele 
(niemals mehr) Relationen statt wie die Zahl der ausgezeichneten Funk- 
tionen. 

4. Bei Untersuchungen über Gruppen spielen die ausgezeichneten 
Funktionen eine fundamentale Rolle, und ich werde daher zeigen, wie 
man dieselben bestimmt, wenn die Gruppe gegeben ist. 
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(U, %g, ..., 4,) eine Gruppe und U eine Funktion. von 
U,%s, ...,%.. Soll U eine ausgezeichnete Funktion sein, so ist [26 
223) ’ r g B) 


dazu notwendig und hinreichend, daß 
(Ü, U) =, (U) wi, (u,U) Bd 


| oder entwickelt: 


du ; dU 
’ SR (tu) 5 Er + (U, Us) du, +...+(%4,) Fr 0 


ve daU 
(U) zu, + = + (wu)f rn tet), — 0 


\ (wu) Sn Ehe u, dB ANAL en * =. 

| 

& Setzt man hier überall statt (u,u,) die entsprechende Funktion 
| f;,(%, - . -, %,), so erhält man r lineare partielle Differentialgleichungen 


mit r lagen Variabeln zur Bestimmung von U. Soll also die 
Gruppe m ausgezeichnete Funktionen enthalten, so müssen unsere r Glei- 
chungen sich ersetzen lassen durch r — m Gleichungen, die ein voll- 
ständiges System bilden. 

Man kann bekanntlich immer entscheiden, ob eine solche Reduk- 
tion möglich ist, und in diesem Falle dieselbe ausführen.‘) Hinterher 
verlangt die Integration des vollständigen Systems (höchstens)?) die 


i ti 3 
Operationen?) mmiallm- 2.1.8, 2,1. 


Satz 7. Es kann immer entschieden werden, wie viele ausgezeich- [27 
nete Funktionen eine gegebene Gruppe enthält. Gibt es m solche, so ver- 
langt ihre Bestimmung die Operationen m, m—1,m—2,..., 3, 2,1. 

Es ist klar, daß, wenn eine Gruppe m ausgezeichnete Funktionen 
enthält, unter denen schon u gefunden sind, so verlangt die Bestim- 
mung der übrigen die Operationen m — u, m—u—1l,m—u-—2,..., 

3, 2, 1. 


1) Soll eine solche Reduktion möglich sein, so ist es offenbar notwendig und 
hinreichend, daß eine gewisse schiefe Determinante mit r Reihen und Kolonnen 
verschwindet. Dies ist insbesondere immer der Fall, wenn r eine ungerade Zahl 
ist, und also kennen wir schon eine ausgedehnte Kategorie Gruppen, welche jeden- 
falls eine ausgezeichnete Funktion enthalten. Eine erschöpfende Diskussion dieser 
Betrachtungen folgt in einer folgenden Nummer. [$ 3, Nr. 6, 8. 46 f.] 

2) Die Integration eines totalen Systems, welches unbeschränkt integrabel 
ist und m Gleichungen enthält, verlangt nach meinen früheren Theorien immer 
die Operationen m, m—1, ..., 3, 2,1. Die Mayersche Theorie verlangt im all- 
gemeinen weniger Operationen. 

3) Ich sage zuweilen der Kürze wegen: „eine Operation m“, anstatt: „die 
Bestimmung eines Integrals in einem Systeme bestehend aus m gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen“. Die vollständige Integration eines solchen Systems verlangt 
in dieser Terminologie die Operationen m, m — 1, m—2, ..., 3, 2,1. 


42 VII. Über partielle Gleichungen 1. 0. Christ. Forh. 1873 





$ 3. Kanonische Form einer Gruppe. 


5. In dieser Nummer beweisen wir einige einfache Hilfssätze, die 
bei den späteren wichtigen Entwickelungen dieses Paragraphen nützlich 
sein werden. 


Satz 1. Enthält eine r-gliedrige Gruppe mehr als r — 2 ausgezeich- 
nete Funktionen, so ist sie ein Involutionssystem und besitzt also r ausge- 
zeichnete Funktionen. 

Sei gegeben eine Gruppe (W,, Us, ..., u,) mit r— 1 bekannten 
ausgezeichneten Funktionen U), Ü,, ..., U,_,; wir werden sehen, daß 
unsere Gruppe notwendigerweise noch eine solche Funktion enthalten 
muß. Denn bringen wir (%,, U, ..., u,) auf die äquivalente Form 
(U,, O,,...., U,_, V), so muß, weil U, ausgezeichnete Funktion ist, 
insbesondere 





(UV) = 0 | 
[sein], ferner, weil U, ausgezeichnete Funktion ist, 
(U,V)=0, 


und so weiter. In dieser Weise sehen wir, daß 

(U,V) =(), (UV) =(0, .., RER, =(, 
das heißt, daß auch V ausgezeichnete Funktion ist; wir finden also, 
daß eine r-gliedrige Gruppe mit r — 1 ausgezeichneten Funktionen noch 
eine solche Funktion enthält und also ein Involutionssystem ist, womit 
meine Behauptung erwiesen ist. | z 
Satz 2. Ist u, keine ausgezeichnete Funktion der Gruppe (ü,, Us, 
u,), so gibt es immer Funktionen F(u,, ..., u,), die 


urF)=1 


..y 


genügen. 
Weil nämlich nach unserer Voraussetzung nicht alle Ausdrücke [28 
(W445), (Up), -.-, (WW) 
verschwinden können, so ist auch 


dF dF 
(u, F) = (u,%,) du, +...+ (9% %,) du, 


oder nach Einführung von f;,(w,, ..., u,) statt (u,%,) 
dF dF dF 
fıa du, + fıs du, Ps ef, du, 
von Null verschieden, solange noch F unbestimmt ist. Infolgedessen ist 


dF dF daF 
ea me RT Frege 
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'eine partielle Differentialgleichung, deren Lösungen 


‚Igenügen. Me 


Satz 3. Enthält die Gruppe (u, %, ..., u.) eine Untergruppe 
(My, Ug, ..., U,), 80 ist die Polargruppe der ersten in der Polargruppe der 
‚Fzweiten enthalten. 

Die Glieder der Polargruppe von (%,,.., ,) sind definiert durch 


A) wW)=-9, W)=0, .., WwV)=0, ..., (u,v) = 0. 
Die Glieder der Polargruppe von (u, ..., u,) genügen 
‚(B) uN)=9g WN)=I9, ..,„ WwNMN=0. 
Wir sehen somit, daß alle Funktionen, welche (A) genügen, zu- 
gleich (B) befriedigen, während das Umgekehrte nicht wahr ist, und 
also ist mein Satz bewiesen. 
Satz 4. Ist 
(U,Us) =; 

so kann eine jede Gruppe (U, Us, Uy, ..., u,) auf die Form 
(Ü,, Us, u, Ug, BL, W,_2) 
gebracht werden, wo 
“)=0, (um)=0, (ww) a Mu, Up, W,_e)- 
Beweis. Ist nämlich 
| RR 
‚die Polargruppe von (%,, U, ..., %,), so ist jnach unserer Voraus- 
setzung auch 

(Up, Ug, %y, day >, u...) 
eine Gruppe, deren (r — 2)-gliedrige Polargruppe 
(u, YUyya-% W_») [29 
im (ty, Mo, ..., u,) enthalten ist (Satz 3) und mit der Gruppe (%,, %,) 
_ in Involution liegt. Es ist ferner klar, daß keine Relation zwischen 


U, U, U, U, ..., W,_, Stattfindet, denn eine solche ließe sich auf 


die Form 
’ [4 ’ 
u =a(%, U, Us, W,_2) 


_ bringen, und also wäre 
dx , da ‚ da 
(4%) = (Ugus) du, + %) dul +... +(W,_2%) Au 


‚wo die linke Seite gleich 1 ist, während die rechte verschwindet. Dies 
ist aber absurd. Es bilden also %,, %, %,---, W,_, eine mit (M,, U, 
 ...,.%,) äquivalente Gruppe, welche die verlangten Eigenschaften besitzt. 
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Satz 5. Eine jede r- gliedrige Gruppe, die kein Involutionssystem ist, 
läßt sich zerlegen in eine zweigliedrige Gruppe und eine (r — 2)-gliedrigel 
die mit jener in Involution liegt. 





Denn die vorgelegte Gruppe (u,, ..., «,) enthält hc unserer Vor- 
aussetzung Funktionen,: die nicht mit alien übrigen Funktionen acc 
Gruppe in Involution liegen; man nehme eine solche z. B. u, und be- 
stimme (Satz 2) eine zweite Funktion u, der Gruppe, welche 


(ug) — 1 


gibt. Berücksichtigt man sodann den vorangehenden Satz, so sieht man, 
daß meine Behauptung erwiesen ist. 


Satz 6. Zerlegt man nach dem vorangehenden Satze eine r-gliedrige 
Gruppe (%,, U,, ..., u,) in eine zweigliedrige und eine (r — 2)-gliedrige 


(Ude), (Wi bp)... W,_g), 
so enthält die letzte Gruppe eben dieselben ausgezeichneten Funktionen wie 
die ursprüngliche Gruppe. 
Bringen wir nämlich (w,, us, ..., %,) auf die äquivalente Form 
(U, My, y,..,, W,_g), So ist es klar, daß jede ausgezeichnete Funktion 
U unserer Gruppe einerseits 


(Ü, U)=0, (U)= 0, 

andererseits 
(€) wD-0 UÜ)-=0, ...., (ww ,UÜ)=0 
genügt. Die Ba ersten Gleichungen aber zeigen, daß U der Gruppe [30 
(U, Us, ..., W,_,) angehört, deren Funktionen nämlich den beiden Be- 
dingungen E worfen sind: den besprochenen Gleichungen zu genügen 
und der Gruppe (%, 4, ...,.u,) anzugehören. Und die Gleichungen 
(C) sagen, daß U ausgezeichnete Funktion der Gruppe (u, ..., W,_s) 
ist. Hiermit ist bewiesen, daß jede ausgezeichnete Funktion einer r-glie- 
drigen Gruppe zugleich ausgezeichnete Funktion in jener (r — 2)-glie- 
drigen Untergruppe ist. 

Um den umgekehrten Satz zu beweisen, fasse man die ausgezeich- 
neten Funktionen U’ in (w, ..., W,._,) auf als Funktionen von 
(Ugly, ..., W,_,); alsdann muß man sagen, daß U’ nicht allein 


N=0, UO)=0, ..,: Wil) id, 


sondern auch 

wmN)=0, wU)=0 
genügt, und also ist U’ ausgezeichnete Funktion in der Gruppe 
(My, Mg, ,Ugy ..., W,„_g), oder, was auf dasselbe hinauskommt, in der 
äquivalenten Gruppe (u, ..., %,). 
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6. Aus den vorangehenden Sätzen fließt eine allgemeine und äußerst 
ichtige Reduktion einer jeden Gruppe auf eine kanonische Form. 


Satz 7. Eine jede Gruppe kann auf die Form 
EN A, BD 


u 





gebracht werden, wo 
(X,X,) NV, (X,P,) =, P)=1, (P;P,) 0. 
Diese Form nenne ich eine kanonische Form. 

Ist nämlich die r-gliedrige Gruppe (w,,%,, ..., u,) ein Involutions- 
‚system, so besitzt sie sogleich die kanonische Form, und zwar ist v=r, 
u—0. | 

Ist (ü,,%s, ..., u.) kein Involutionssystem, so zerlege man die- 
selbe (Satz 5) in eine zweigliedrige und eine (r — 2)-gliedrige Gruppe 


A) (X, P), Wrtas -., W,_a)h 
welche beide in Involution liegen. Ist nun die erhaltene (r — 2)-glie- 
drige Gruppe ein Involutionssystem, so ist (1) die kanonische Form 
der ursprünglichen Gruppe, wobei v—=-r— 1, u=1. 

Ist (u, ,u;, ..., W,_s) Kein Involutianssystem, so zerlege man sie [31 
in eine zweigliedrige und eine (r — 4)-gliedrige Gruppe 

(X, P)), WM,up, ..., u )). 

Hierdurch nimmt (w,, ..., «,) die Form an 
(2) X, Pı, X, P, um, up, ..., WM, 
Ist nun unsere (r — 4)-gliedrige Gruppe ein Involutionssystem, so ist 
(2) die kanonische Form der ursprünglichen Gruppe. 

Ist (u, u®, ..., u@®,) kein Involutionssystem, so zerlege man sie 
in eine zweigliedrige und eine (r — 6)-gliedrige Gruppe. Hierdurch 
nimmt (w,, ..., %,) die Form an 


; 
} (8) X, Pı, X, Pa, X, P, u, ud), ..., u ,. 
: 





| Ist die (r — 6)-gliedrige Gruppe ein Involutionssystem, so ist (3) 
_ die kanonische Form der ursprünglichen Gruppe. Wenn dies nicht der 
- Fall ist, wendet man eine neue Zerlegung an, usw. 

; Nachdem man in dieser Weise so viele Zerlegungen wie möglich, 
z.B. g solche ausgeführt hat, kommt man zuletzt zu einer (r — 29)- 
5 gliedrigen Gruppe, die ein Involutionssystem ist. Alsdann ist 


X), PX, P,, .., A, P 


q) 


(2 


(9) (9 
Wim, SM 


\ r—2g9 
die gesuchte kanonische Form. Freilich kann, wenn r eine gerade Zahl 
ist, r— 2g gleich Null sein. 
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Satz 8. In einer kamonischen Gruppe 
KA Ay. 


gibt es außer X, 21, Xy42> :-*, Ayım keine ausgezeichneten Funktionen. 


tm 


Man denke sich nämlich die betreffende Gruppe zuerst in einer 
nicht kanonischen Form (w,, %g, ..., u,) und alsdann vermöge der- 
jenigen Operationen, die bei dem Beweise des vorangehenden Satzes 
angewandt wurden, auf eine kanonische Form gebracht. Hierbei wird 
es zweckmäßig sein, die frühere Bezeichnungsweise zu benutzen. Die 
Gruppe (u,4s, .. ., u,) zerlegten wir in (X,, P,) und (u, ..., u ,), 
und hierbei enthielt (Satz 6) die letzte Gruppe die ausgezeichneten 
Funktionen der r-gliedrigen Gruppe und sonst keine Wir sehen in 
derselben Weise, daß (u®, ..., u‘®,) die ausgezeichneten Funktionen 
unserer (r — 2)-gliedrigen Gruppe und sonst keine enthält. Hieraus 
folgt, daß die (r — 4)-gliedrige Gruppe eben dieselben ausgezeich- [32 
neten Funktionen wie die ursprüngliche Gruppe besitzt. Indem man 
in dieser Weise weiter geht, sieht man, daß, wenn nach g Zerlegungen 
die erhaltene (r — 2g)-gliedrige Gruppe ein Involutionssystem ist, so 
sind ihre Funktionen eben die ausgezeichneten Funktionen der ur- 
sprünglichen Gruppe, womit mein 'Theorem bewiesen ist. 


Satz 9. Stehen 
(A) 2.0 X,, ee RS en) Ben I; a) ie 


q 





in den Beziehungen 
(AX,X,) - 0, (P,P,) NV, (X, P,) =(, XP) „1, 
und gilt dabei keine Relation zwischen X,,,, X Er a I 
(A) eine (2q + m)-gliedrige Gruppe. | 
Meine Behauptung kommt darauf hinaus, daß unter den gemachten 
Voraussetzungen keine Relation 


ON RT 
stattfindet, in welcher eine beliebige unter den Größen X,, ..., X,, 


P,,..., P, vorkommt. Denn käme z.B. X, in einer solchen Glei- 
chung vor, so erhielten wir 
nn p(X,, a. Xorms P;; el P,) 
und demzufolge 
(X, P,)=(pP;). 

Dies ist aber absurd, weil die linke Seite gleich 1 ist, während die 
rechte Seite bei Ausführung identisch verschwindet. 

Satz 10. Besitzt eine r-gliedrige Gruppe m ausgezeichnete Funk- 
tionen, so ist r —m eine gerade Zahl. 
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3 ‘Denn jede Gruppe kann nach den Sätzen 7 und 8 auf die kano- 
sche Form 

X, P; X,,P,, > ee X 40 X a re An 

ebracht werden, wo die m letzten Glieder die ausgezeichneten Funk- 
ionen sind. Nun ist die Zahl der Glieder gleich 29 + m, und also ist, 
je in unserem Satze behauptet, die Differenz zwischen der Zahl der 
lieder und der Zahl der ausgezeichneten ukucnen \ eine gerade Zahl, 
'q nämlich. 

- Hieraus fließen die beiden wichtigen Korollare: 

Korollar 1. Die Zahl der ausgezeichneten Funktionen einer [33 
ppe mit 2q Gliedern ist entweder 2q, oder 29 — 2, oder 2q — A 
4, oder 2, oder O. 

Korollar 2. Eine (24 + 1)- olisdnige Gruppe enthält entweder 
2q +1, oder 24 — 1, oder 24 — 3,..., oder 3, oder 1 ausgezeichnete 
Funktion. Eine solche Gruppe muß RR jedenfalls eine ausgezeichnete 
Funktion besitzen. 


84. Bestimmung der invarianten Eigenschaften einer Gruppe. 


\ Wir zeigen zuerst, daß, wenn eine kanonische Gruppe vorgelegt. 
ist, so kann man immer gewisse kanonische Gruppen finden, welche 
die erste enthalten. Indem wir hiermit einen Satz von Bour verbin- 
den, sehen wir ohne Schwierigkeit ein, daß, wenn zwei Gruppen gleich- 
viele Glieder und gleichviele ausgezeichnete Funktionen besitzen, so gibt 
‚es immer Berührungstransformationen, welche die eine in die andere 
überführen. 

E 7. Satz. Is 

, X,, X, 21%) Ro Sa, PER LET an) P, 

‚eine kanonische Gruppe, so gibt es immer Funktionen P,,,, die 

S (RP) =(, er 25) =(, (XP) > 1 

geben. Alsdann ist 

X, X,, 0, Ra P, P,, ee Bi 


\ eine neue kanonische Gruppe, welche die vorgelegte umfaßt. 





Beweis. Offenbar ist 

1A) N. 

"eine Gruppe, deren ne X,;, enthält und also etwa die Form 
I®) an | 

" besitzt. Nun gehört X,,, nicht der Gruppe (A) an und ist also nicht 
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ausgezeichnete Funktion (8 2, Satz 3) in (B), welche letzte Gruppe sol 
mit ($ 3, Satz 2) Funktionen P,,, enthält, die \ 


(X g+1 P,41) = 1 


geben. Aber eine jede solche Funktion P,,, liegt, weil sie (B) 
angehört, mit allen Funktionen der Gruppe (A) in Involution und [36 
besitzt also alle verlangten Eigenschaften. | 


Satz 2. Ist 
ee ee, 


q 
eine kanonische Gruppe, so gibt es immer solche weitere Funktionen P,;1; 
P I daß 


EP 222 0.22 7 ga+m? 


x 


qa+m? 





BP DB 


arm 
eine kanonische Gruppe ist, welche die vorgelegte umfaßt. 
Dieser Satz ist mit dem vorangehenden, m-mal angewandt, identisch. 
Satz 3. Ist 
2%... 0, .,£ 
eine kanonische Gruppe, so ist es, wenn q <n, immer möglich, eine Funk- 
tion X,,ı zu finden, die mit unserer Gruppe in Involution liegt; als- 
dann ıst 
Kän A har rn che 
eine neue kanonische Gruppe, welche die ursprüngliche umfaßt. 
Eine jede Funktion, die der Polargruppe der vorgelegten Gruppe 
angehört, besitzt diejenigen Eigenschaften, die wir von der gesuchten 


Funktion X,,, verlangten ($ 3, Satz 9). 
Satz 4. Ist 
REN N 
eine kanonische Gruppe, so gibt es immer solche Funktionen X, /m+ı 
Kr Porn En, Gap auch 
DO 
eine kanonische Gruppe ist. 
Denn nach Satz 2 gibt es eine kanonische Gruppe 
X, re ER 2 RE. 0 
welche die vorgelegte umfaßt; darnach findet man vermöge Satz 3 eine 
kanonische Gruppe 
X, er Keas RER 4, ee De 
sodann eine kanonische Gruppe 
Beh 


Aa... 


1 +17 ° '- q 


2, ee IE TRET 


z qa+m+1? 
und so weiter. 





ee er ee en 


chungen 
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8. Bei Bour (Journal de l’Ecole Polytechnique) findet man, [35 


ob auch in anderer Form, etwa den folgenden Satz: 


Satz 5. Ist 
X, Kun: - 22 Kur 15 5] 1. 


eine kanonische Gruppe, so definieren die Gleichungen 


,=X, »,=P; 


‚eine Berührungstransformation. 


Bei dieser Berührungstransformation geht eine jede kanonische 


Gruppe X, .:, X, Pu ---, P, über in die kanonische Gruppe 


By: Br Piy => P,. Aus diesem Bourschen Satze in Verbindung mit 
meinen früheren Entwickelungen folgt, wie ich zeigen werde, der fol- 
gende fundamentale Satz: 

Satz 6. Besitzen zwei r-gliedrige Gruppen gleichviele ausgezeichnete 
Funktionen, so kann man immer eine Berührungstransformation finden, 
welche die eine in die andere überführt. 

Denn nach unseren Voraussetzungen können unsere Gruppen be- 
züglich die beiden äquivalenten Formen erhalten 


Re, 
Ne DB, 
Nach einem früheren Satze gibt es dann solche Funktionen 


en, 
Me NR, 
daß bezüglich 
ee are 
N 


kanonische Gruppen sind. Es bezeichne nun A die Transformation 
„=X, 9, =P;, 

ferner B die Transformation 
= X, 


Dr : 
und endlich A-! und B-! die umgekehrten Operationen. Es ist dann 


klar, daß die Berührungstransformation A.B-', die durch die Glei- 


ne De 2 
definiert wird, das Verlangte leistet. 


Der eben bewiesene Satz gibt das folgende Korollar, welches als 


das wichtigste Ergebnis meiner Abhandlung zu betrachten ist: 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Pd. III 4 
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Satz 7. Die einzigen Eigenschaften einer Gruppe, die |36 
bei Berührungstransformationen invariant bleiben und dabei 
jeder äquivalenten Gruppe zukommen, sind die Zahl der Glie- 
der und die Zahl der ausgezeichneten Funktionen. 


Es sei hier angedeutet, daß alle bis jetzt gegebenen Theorien einer 
wichtigen Ausdehnung fähig sind. Man kann insbesondere alle invari- 
anten Beziehungen zwischen einer Gruppe und einer in derselben ent- 
haltenen Untergruppe angeben. Dagegen ist es mir bis jetzt nicht ge- 
lungen, die invarianten Beziehungen zwischen zwei beliebigen Gruppen 
erschöpfend zu bestimmen. Ich begnüge mich damit, einen Satz auf- 
zustellen und zu beweisen, der später angewandt wird: 


Satz 8. Sei (W, ug, ...,%,) eine Gruppe, die in einer größeren 
Gruppe (U; Ug, - - -, u,) enthalten ist. Es bezeichne ferner U eine Funktion 
der letzten Gruppe. Ich behaupte, daß, wenn (u, ..., u,) keine ausge- 
zeichnete Funktion der Gruppe (u,, ..., u,) enthält, so ist 


wOD)=09, WO)-=0, ..., (wU)=0 
ein vollständiges System. 
Denn sei i 
(v,, Ü, ee) u. 
die Polargruppe von (w,,...,u,). Alsdann ist 
Up Ugy oe U Ur oe Üpn-, 
eine [(2» — r + o)-gliedrige] Gruppe, und © 
wrF)=0, .., wPM)=09, WMF)=0, ..., (%.,?)=0 
ein vollständiges System, dessen r —o Lösungen F\,..., F' als 
Lösungen von 
wE)=0 2, 0,0 
der Gruppe (%,...,%,) angehören. Wir sehen also, daß (w,, ..., «,) 
r— oe Funktionen enthält, welche 
r)=0, ..., (uf) = 0 
genügen, und das war eben unsere ursprüngliche Behauptung. 
Korollar. Ist u, %, ..., u, ein Involutionssystem, welches in der 
Gruppe (U, Ug, 5 U. ., 4,) enthalten ist, und ist dabei keine [37 
Funktion des Involutionssysiems ausgezeichnete Funktion in (U, ,Ug, -- „U,); 
so ist 
wd)-09 WU)=09, .., WÜU)=0 
ein vollständiges System, unter dessen Lösungen u,,Ug, ..., %, und die 
ausgezeichneten Funktionen in (u, .. -, U,) sich finden. 
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5. Bestimmung der in einer Gruppe enthaltenen Involutionssysteme. 


9. Eine Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen und m + 2q 
‚Gliedern besitzt bekanntlich die kanonische Form 


san 


; a+m? 7 

Hier bilden X,, ..., X» +, X,4m ein (g + m)-gliedriges Involutions- 
system, unter dessen Gliedern sich die ausgezeichneten Funktionen der 
Gruppe finden. Dies gibt 

Satz 1. Aus einer Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen und 
m +29 Gliedern können (m + q)-gliedrige Involutionssysteme, welche die 
ausgezeichneten Funktionen enthalten, ausgeschieden werden. 


Ich werde beweisen, daß, wenn das Involutionssystem 


91,93, :-:,P, 


in einer Gruppe mit m +2q Gliedern und m ausgezeichneten Funk- 
tionen enthalten ist, so muß 
v<zm-+tq. 
Denn sei (X,,..,X P,,-.., P,) die kanonische Form unserer 


, Amto) 
Gruppe. Man bestimme solche weitere Funktionen X und P, daß 


ee 


n 





eine kanonische Gruppe ist, unter deren Funktionen bekanntlich keine 
_ Relation stattfinden kann. Es liegt nun eine jede Funktion des Invo- 
- Jutionssystems 

X 


m+qg+2? '* n 


An = X 
in Involution mit allen Funktionen der ursprünglichen Gruppe, insbe- 


sondere also auch mit 9,, 99, .-.,9,. Also ist 
X 


m+g+1? Ausr rn Ay Pıy +, P, 

ein Involutionssystem, unter dessen Gliedern nach dem Obenstehenden [38 
= keine Relation stattfinden kann. Es ist aber bekannt, daß ein Invo- 
S lütionssystem höchstens n Glieder besitzen kann, und also muß 


> 
5 
n 
” 


Ri 


; das heißt 





n—m—qa+tv<n, 


vZzm-Hg, 


_ was behauptet wurde. Dies gibt 
“ Satz 2. Aus einer Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen und 


mals mit mehr ausgeschieden werden. Da man immer die Zahl der 


ausgezeichneten Funktionen ohne Integrationen bestimmen kann, so ist es 
4* 
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immer möglich, wenn eine Gruppe vorgelegt ist, a priori zu sagen, wie 
viele Glieder solche Involutionssysteme, die in der Gruppe enthalten sind, 
besitzen können. 


10. Ist (u, %,.. ., %,,;9,) eine gegebene Gruppe mit m ausgezeich- 
neten Funktionen, so kann man in folgender Weise (m + g)-gliedrige 
Involutionssysteme finden, die in unserer @ruppe enthalten sind. 

Zuerst bestimmt man die m ausgezeichneten Funktionen als ge- 
meinsame Integrale des simultanen Systems 


(u, U) u 0, (U, U) a Ö, ee) (Un429 U) gr 0, 
was bekanntlich die Operationen 
m,m—1,m—2,....3,2,1 


verlangt. Wir wissen, daß die ausgezeichneten Funktionen einem jeden 
(m + g)-gliedrigen Involutionssysteme unserer Gruppe angehören. 
Sodann nimmt man eine beliebige, nur keine ausgezeichnete Funk- 
tion der a z. B.u,, und bestimmt eine andere Funktion der Gruppe 
Fu, Be, Dreh welche 
wF)=0 
gibt. Es besitzt die partielle Differentialgleichung 


dF daF 


(u, %,) du, +... 0% 4, +29) Fr 0, 


m+2q 
in welcher überall statt (u, u,) die entsprechende Funktion von u,,%,.. 
eingeführt werden muß, (außer u,) m bekannte Integrale, nämlich [39 
die ausgezeichneten Funktionen, und also findet man ein weiteres Inte- 
gral u, vermöge einer Operation 29 — 2. 

Hiernach stellt man auf 

(4, F') -0, WF)=0, 

ersetzt in den entwickelten Gleichungen überall (u,u,) durch die ent- 
sprechende Funktion von u,,%,... und erhält ($ 4, |Korollar zu] Satz 8) 
so ein vollständiges System, bestehend aus zwei partiellen Differential- 
gleichungen zwischen 29 + m Variabeln mit m -+2 bekannten Lösungen, 
nämlich «,, 4, und den ausgezeichneten Funktionen. Man bestimmt eine 
weitere gemeinsame Lösung “, durch eine Operation 2q — 4. 

Alsdann stellt man auf 


F)=0, wr)=0, (4, F) = 0 


und bestimmt eine gemeinsame Lösung vermöge einer Operation 29 —6, 
usw. Endlich findet man eine gemeinsame Lösung des Systems 


ÜF)=-0, wF)=-0, ..., W_,f)=0 


vermöge einer Operation 2. 
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Satz 3. Kennt man also eine (2q + m)-gliedrige Gruppe mit m aus- 
gezeichneten Funktionen, so findet man ein in derselben enthaltenes (m + q)- 
 gliedriges Involutionssystem vermöge der Operationen 


nm-—-1m—2,..., 3,2,1,29—2, 29 —4, ..., 42. 


Kennt man Untergruppen, die in der gegebenen Gruppe enthalten 
sind, so kann es häufig vorteilhafter sein, einen anderen Weg einzu- 
schlagen. Meine früheren Entwickelungen erlauben in jedem vorge- 
_ legten Falle zu entscheiden, wie man am besten verfährt. Bei einer 
anderen Gelegenheit hoffe ich hierauf näher eingehen zu können.‘) 


a 11. In dieser Nummer beweise ich, daß in einer Gruppe mit mehr 
als n Gliedern es einen Maximumswert für die Zahl der ausgezeichneten 
Funktionen gibt. Sodann folgt ein wichtiges Theorem über Gruppen, [40 
_ welche die größtmögliche Zahl ausgezeichneter Funktionen enthalten. 
Ü Sei vorgelegt eine Gruppe mit 29 +m Gliedern und m ausge- 
zeichneten Funktionen. Eine solehe Gruppe enthält ($ 5, Satz 1) 
h (q + m)-gliedrige Involutionssysteme, und also muß 
gq+m<Zn. 

Nennen wir die Zahl der Glieder r und die Zahl der ausgezeich- 
neten Funktionen m, so nimmt die obenstehende Bedingung die äqui- 
 valente Form 
| | io+m)Zn. 

R Nennen wir endlich die Zahl der Glieder »+%k und die Zahl 
der ausgezeichneten Funktionen wie früher m, so erhalten wir die 
dritte Form 
R m<sn—k, 

_ welche am klarsten zeigt, daß, wenn die Zahl der Glieder größer als 
_nist, so hat die Zahl der ausgezeichneten Funktionen einen Maxi- 
 mumswert. 


Satz 4. Besitzt eine gegebene Gruppe (U, Ugy + - +, U,,,) die größt- 
mögliche Zahl ausgezeichneter Funktionen @,, 23 -:-, Pn_., 30 verlangt 
die Integration des Jacobischen Systems 


0 9,=0; 9=0, es: 9-0 
_ mur ausführbare Operationen. 


1) Es sei hier beiläufig angeführt, daß es eine andere allgemeine Methode 
_ gibt zur Bestimmung unserer Involutionssysteme. Dieselbe verlangt nicht schwie- 
rigere Integrationen als die im Texte entwickelte; sie stützt sich auf meine neue 
Behandlung des Pfaffschen Problems, dagegen nicht auf das Mayersche Theorem. 
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Denn meine Erweiterung der Üauchyschen Methode sagt, daß 
die Integration eines Jacobischen Systems 
p, — Const, ..., @,_, = Const. 
geleistet werden kann, wenn alle Integrale des vollständigen Systems 


(F)=0, (F)—0, er (ns 


gefunden sind. Aber solche Integrale sind eben ı,, Us, ..., Uyyy 
zwar gibt es keine anderen. Also ist mein Theorem bewiesen. 





und 





S 6. Integrationsmethoden, die sich auf die früheren Entwickelungen [ai 
stützen. 


12. Ich setze voraus, daß ein Jacobisches System 
#,=6, R=0, ...„ B-C 


integriert werden soll, und daß man eine Zahl Funktionen @,, 99, : - -, 9, 
kennt, die allen Gleichungen 
(F,p,) —() Bel UK 


genügen. Kann man nicht vermöge des Poisson-Jacobischen Theo- 
rems noch mehr Funktionen @ auffinden, so bilden F,, F,, ..., F,, 
P1> Pa, ---, 9, eine Gruppe, in welcher F\, F,,..., F, ausgezeich- 
nete Funktionen sind. Gibt es außerdem andere ausgezeichnete Funk- 


tionen 


F 


g9+1? 


F 


q+2 GE) 


F. 


g+tu) x! 
so bestimme man dieselben ($ 2, Satz 7) vermöge der Operationen 

w„wu—-lu-2,..9321 

Alsdann ist 
MH-0 B=-(, 
ein neues Jacobisches System mit r — u bekannten Integralen 


N ET 

und offenbar ist die Integration des vorgelegten Jacobischen Systems 
auf diejenige des neuen Systems zurückgeführt. 

Man kann bemerken, daß r — u eine gerade Zahl sein muß, denn 
r — u ist die Differenz zwischen der Zahl der Glieder r +q und der 
Zahl der ausgezeichneten Funktionen qg + u, und wir haben bewiesen 
($ 3, Satz 10), daß diese Differenz eine gerade Zahl sein muß. 

13. Es stellt sich hier die äußerst wichtige Aufgabe, ein Jacobi- 
sches System 


ee 


gta 


ee ee 
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in möglichst einfacher Weise zu integrieren, wenn man 2g Integrale 


91, Par * ++, Pa, (F,p,) = 
kennt, welche zusammen mit F\, F,,..., F„ eine Gruppe bilden, 
deren einzige ausgezeichnete Funktionen F,, F,, ..., F,„ sind. 

Man stellt das vollständige System auf [42 


(FF)=0, 9) (F„P)=0, (,M)=d, 2.0 (9) =), 


unter dessen 2» — 2q — m Lösungen m schon bekannt sind, nämlich 


F,,..., F,, und bestimmt eine weitere Lösung F',,, vermöge einer 
Operation 

2n — 2q — 2m. 
Hierbei ist zu bemerken, daß F',,, nicht der Gruppe (F\, ..., F, 


P1,+:, 99,) angehören kann. Denn ,,..., F, sind die einzigen Funk- 
tionen dieser Gruppe, welche zugleich der Polargruppe angehören, und 
F,„;ı ist nach unserem Verfahren keine Funktion von F\}, ..., Ey. 
Hiermit ist unser Problem zurückgeführt auf die Integration des 
Jacobischen Systems 
Dt 2,5 er, ck 
mit 2q bekannten Integralen 


91, Par +» Par 
Hier gehen wir in derselben Weise weiter. 
Wir stellen das vollständige System auf 


FHM-0, .., ZnıM=I GM=-09, .., 97-0, 
unter dessen 2» — 2g — m — 1 Lösungen m + 1 bekannt sind, nämlich 


F,, Fs, -:-, Fn;ı, und bestimmen eine weitere Lösung F',,, vermöge 
einer Operation 


2n —2q—2m—2, 
wobei wir ganz wie früher einsehen, daß F',,, nicht der Gruppe 
(Fir +. Faarı Pır -- +; Pa.) angehören kann. 
Sodann behandelt man das Jacobische System 


- Fell 0000 
mit den bekannten Integralen 


9, +9 P3, 
und findet eine Funktion F',, vermöge einer Operation 


2n—2q—-2m—4, 
darnach eine Funktion F',, durch eine Operation 


2n— 249 —2m—6, 
usw., und endlich eine Funktion F,_, durch eine Operation 2. 
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Hiermit ist die Integration des ursprünglichen Jacobischen Sy- [43 
stems zurückgeführt auf diejenige des Systems 


BO n-0, : moig 


mit 2q bekannten Integralen 
P1> Par ---» Par 


Aber die Integration dieses Systems wird unmittelbar vermöge meiner 
Erweiterung der Cauchyschen Methode ($ 5, Satz 4) geleistet. 


Nach der eben entwickelten Methode verlangt also die 
Integration eines Jacobischen Systems 


0 net 
mit 2q bekannten Integralen 
9, 9%, (F,p,) =(, 
welche mit den F eine Gruppe bilden, deren einzige aus- 


gezeichnete Funktionen F,, F,,..., F,„ sind, folgende Ope- 
rationen 


2n—2q— 2m, 2n—2q—2m—2, 2n—2q—2m—4A4,..., 6,4,2, 
während die alte Methode die Operationen 
2n—2q— 2m, 2n—2q— 2m-—1, 2n—2qg—2m—2,...,3,2,1 
verlangte. 

Kombinieren wir hiermit den Inhalt der vorangehenden Nummer, 
so erhalten wir den folgenden Satz, der, freilich in schematischer Weise, 


die wichtigsten Integrationserleichterungen angibt, die sich auf die 
Entwickelungen dieser Abhandlung gründen lassen: 


Satz 1. Soll ein Jacobisches System 
F=(C, ., FR=tC 
integriert werden, und kennt man dabei 2v + m Integrale 
P1, Par --, Par+m 


die mit F\,, ..., F, eine Gruppe bilden, welche außer den F' noch m aus- 
gezeichnete Funktionen enthält, so verlangt die Ausführung unseres Inte- 
grationsgeschäfts die folgenden Operationen 


m, m—1l,m-—2,...,3 2,1, 
2n — 2q — 2v — 2m, 2n — 2q— 2v— 2m—2, 
2n — 2q— 2v—2m—4,..., 6, 4, 2. 
Die alte Theorie verlangte die Operationen 


2n—29q—-2v—m, 2n—29—2v—m—1, 2n—29—2v—m—2,....,3, 2,1. 








_ darnach den Fall 
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14. Um die Leistungen meiner Methode mit der alten vergleichen [44 


zu können, stütze ich mich auf die früher gefundene Relation zwischen 


der Zahl der Glieder und der Zahl der ausgezeichneten Funktionen: 


Ur+m) Zn. 


| Diese Bedingung nimmt in unserem Falle, da die Gruppe 


(F; Bi F, Yı, +. Pisim) 


2» + m + q Glieder und q + m ausgezeichnete Funktionen enthält, die 


folgende Form an: 
12» +29 +2m)<n 
oder 
2n —2v— 24 —2m>V. 
Wir betrachten im folgenden zuerst den Fall 


2n -—2v—2q—2m>0, 
2n — 2v—2g—2m=!I. 
A. Ist 

2n —-—2v—2q—2m>0, 


so überzeugt man sich leicht davon, daß meine Methode einfachere 
Integrationen als die alte Methode verlangt; denn aus dem Obenstehen- 


den folgt 9n—2v—2q—m>m, 


und also sind die Zahlen 
m, m—1,..,3, 2,1, 
2n —2q —2v — 2m, 2n —2q—2v—2m—2,..., 4,2 


ner als die Zahlen 


2n —2v —2q— m, Zn —2v—2g—m—1,..., 32,1. 
B. Dagegen in dem Ausnahmefalle 
2n —2qg—-2v—2m=0 


verlangen die beiden Methoden identisch dieselben Operationen. Meine 


Methode verlangt nämlich in diesem Falle die Operationen 


m, m—1,m— 2, ..., 32,1. 


_ Die alte Methode verlangt die Operationen 


2n —2q—2v— m, 2n—2g—2v— m-—|1, [45 
2n—2q-2v—m—2,..., 32,1, 


was eben auf dasselbe hinauskommt. 
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15. Endlich werden wir den Fall g=1 etwas genauer betrachten. 
Eine Gleichung 
Fa, N) 2,) Bags 0 


soll integriert werden, und man kennt 2» + m Integrale 





Yı, Par ++, Po, rm 


aus denen kein neues Integral durch Anwendung des Poisson-J acobi- 
schen Theorems gefunden werden kann. Die Gruppe 


(, Pıy Pay+m) 


enthält außer 7’ m ausgezeichnete Funktionen. 
Ist hier die Zahl der bekannten Integrale 


2v+m<n—1 


und also 
m<n—1, 
so ist 
2v +2m<2n—2 
und also 


2n — 2v—-2m—?2>N. 


Nach unseren obenstehenden Entwickelungen verlangt also unsere 
Methode in diesem Falle einfachere Integrationen als die alte Methode, 
Sei 
2v+m=n—1. 


Ist dann v—=0, so it m—-n— 1; alsdann ist 
F, pP, 9 =.» In 


ein Involutionssystem, dessen Integration nach der neuen Jacobischen 
Methode nur Quadratur verlangt. 


Ist 
Z2vtm=n—|1 
und 
27=.0, 
so ist 
m<zn-—3 [46 
und also 
2v+2m<2n—4 

oder 


2n —2v— 2m —-2>0. 


In diesem Falle verlangt also meine Theorie einfachere Integrationen 
als die alte Methode. 
Wir sehen also, daß, wenn eine Gleichung 


Fa, ..., 22) 0 





TEEN 
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integriert werden soll, und man mehr als zwei, aber weniger 


als n Integrale kennt, aus denen keine weiteren Integrale ver- 
möge des Poisson-Jacobischen Theorems hergeleitet werden 


können, so vereinfacht meine Methode immer die zurück- 


stehenden Integrationsschwierigkeiten. 
Wir betrachten nun den Fall 
2v+m>n. 
Nach unseren früheren allgemeinen Entwickelungen soll der ungünstige 


Fall, in dem meine Methode keine Vereinfachung leistet, alsdann ein- 


treten, wenn 
2n — 2v—2m—2=0. 


Diese Bedingung tritt ein, wenn die Gruppe 
(F, 9, 4, P5y+m) 
die größtmögliche Zahl ausgezeichnete Funktionen enthält, und sonst 


niemals. 
Soll eine Gleichung 


Fl, -:.532,)”= 0 
integriert werden, und kennt man mehr als zwei Integrale 


pP,» Par +, Pr 


so vereinfacht meine Methode immer die zurückstehenden 
Integrationsschwierigkeiten, wenn 


VEN. 
Ist dagegen 
| r>n, 
und enthält dabei die Gruppe 
(F, p1, ++, P,) | [47 


die größtmögliche Zahl ausgezeichnete Funktionen, so ver- 
langt meine Methode ebenso schwierige Integrationen wie die 
alte Theorie. 


$ 7. Schematisch ausgeführte Beispiele. 


16. Um die Bedeutung der vorangehenden Theorien klar hervor- 
treten zu lassen, behandle ich einige Beispiele schematisch. 
I. Sei vorgelegt 
Pıo — fa Un Par + Pio) -() 
mit sieben bekannten Integralen 


91,» 9 (9, Pıo —f) a 0, 
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die zusammen mit (p,, —f) eine Gruppe bilden. Es sind hier vier 
Fälle denkbar, die eine verschiedene Behandlung verlangen. | 

1. Unsere Gruppe enthält außer (p,, — f) nur eine ausgezeichnete 
Funktion. Alsdann verlangt das zurückstehende Integrationsgeschäft die 
Operationen 


1,10, 86,458 
2. Unsere Gruppe enthält außer (p,, — f) noch drei ausgezeichnete 
Funktionen. Alsdann sind folgende Operationen notwendig 
3,2,1.8.0-4 2, 
3. Enthält die Gruppe außer (p,, — f) fünf ausgezeichnete Funk- 
tionen, sind folgende Operationen notwendig 
5,4,3,21,6,42. 


4. Ist endlich die Gruppe ein Involutionssystem, so sind nur fol- 


sende Operationen notwendig 
4, 2. 


Früher wußte man nur den letzten Fall in so einfacher Weise zu 
behandeln. Die übrigen Fälle waren nicht bekannt; man ver- 
langte da immer die Operationen 


0er 


Ich resumiere dieses Beispiel durch folgendes Schema: 














1 ausgezeichnete Funktion 1,40,.8.06 22 [48 
3 ausgezeichnete Funktionen er a 
5 ausgezeichnete Funktionen 5,4, 3, 2,1, 6,4, 2 








7 ausgezeichnete Funktionen 4, 2 








Die alte Methode verlangte 
außer im letzten Falle 





„093 391 





II. Sei vorgelegt 


mit acht bekannten Integralen 


Piy Par: 3 98 
die mit (2,, —f) eine Gruppe bilden. 
Das folgende Schema gibt die verschiedenen möglichen Fälle an, 
verglichen mit der alten Methode: 
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u 





i keine ausgezeichnete Funktion a 10, 8, 6, 4,2 





2 ausgezeichnete Funktionen 13, 1, 8, 6, 4, 2 





4 ausgezeichnete Funktionen | [4 3, 2,1, ee 2 








6 ausgezeichnete F unktionen 6, 5, 4 5 2, 1, 4,2 








|. 














8 ausgezeichnete Funktionen 
h Die alte Methode verlangte 
H außer im letzten Falle DI Bet 
III. Sei vorgelegt 
in [mV 


mit zwölf bekannten Integralen 
91, Pa3 ++» Pia» 
die mit (p,, — f) eine Gruppe bilden. 


Das folgende Schema erklärt die möglichen Fälle, verglichen mit 
der alten Methode: 








keine ausgezeichnete Funktion 6, 4, 2 [49 


























2 ausgezeichnete Funktionen | a Re 2 
4 ausgezeichnete Fonktionen 4,3, 2, 1, 2 & 
6 a Funktionen 6,.5,4 9, 2,1 

_ Die alte Methode verlangte immer | 6, 5, 4, 3 e 1 








Man sieht, daß unter den vier Fällen, die bei der neuen Methode 
‘eintreten können, es nur einer ist, der letzte nämlich, der ebenso 
‚schwierige Integrationen wie die alte Methode verlangt. 


17. Zuletzt muß ieh eine wichtige Bemerkung machen, auf welche 
ich ein andermal ausführlicher eingehen werde. Es ist in der Tat, wie 
ein Beispiel zeigen wird, fast immer möglich, noch viel größere Inte- 
grationsvereinfachungen zu erreichen. 

Sei vorgelegt 


9% = Pr FR f- 0 
91, Pa; Ps, Pı (PP) —=(, 


_ die mit p, eine Gruppe bilden, deren einzige ausgezeichnete Funktion 9, 
‚ist. Ich stelle das vollständige System auf 


(pi) =0, (Mr)=0, ..., (pr) = 0 


mit vier Integralen 
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und suche ein gemeinsames Integral nach der Mayerschen Methode. 
Das Mayersche Theorem zeigt, daß, wenn ein Integral gefunden wird, 
so findet man im allgemeinen gleichzeitig mehrere, z. B. drei 


%,, %g, by. 
Nun bilden 


Po, Pır Par Ps, Par Vı, Ya, d; 

eine achtgliedrige Gruppe mit einer bekannten ausgezeichneten Funk- 
tion p,. Alsdann existiert jedenfalls noch eine solche %,, die in der 
bekannten Weise bestimmt wird. Alsdann ist 

p—=0, u=C 


ein Jacobisches System mit sechs bekannten Integralen. Alsdann [50 
stellt man die acht Gleichungen auf 


gr)=0, (42) -0 


und sucht ein gemeinsames Integral nach der Mayerschen Methode. 
Findet man nun z. B. fünf Integrale 


; Kı> Kar * > Kbr 
so ıst 


Po; A) 94; Yo, %,, Us, ku ee) X5 


eine Gruppe, die außer @,, %, noch andere ausgezeichnete Funktionen 
enthält, die bestimmt werden müssen, usw. 
Kommt man endlich zu einem vollständigen Systeme, dessen sämt- 
liche Lösungen sich bestimmen lassen, so verlangt. die Integration von 
N 


nur ausführbare Operationen. 


Note. 


18. Angeregt durch eine Bemerkung meines Freundes Mayer fand 
ich, daß meine Theorie der Gruppen unmittelbar einen fundamentalen 
Satz betreffend das Poisson-Jacobische Theorem gab. 


Hilfssatz. Genügen alle gemeinsamen Integrale F von 
(P)=0, (nF) 0 
(aF)=0, 


so gehört m der von p, und g, bestimmten Gruppe 9, -.., Pr m. 


zugleich 


Denn die gemeinsamen Integrale von (9, F)=0 und (9,F) = 0 
befriedigen das vollständige System 


(,F)=0, (HP)=0, ..,„ @,M)=0. 
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‚Sollen sie nun zugleich 
% (aF)=0 

genügen, so muß die letzte Gleichung in der bekannten Beziehung zu 
unserem vollständigen Systeme stehen. Infolgedessen verschwinden ge- 
‘wisse Funktionaldeterminanten, was darauf hinauskommt, daß x eine 
Funktion von 9,, ..., 9, ist. 


 Hauptsatz. Liegen p, und g, in Involution mit einer I’unktion F'\, [51 
und findet man durch ürgendeine Operation (Differentiationen, Integra- 
tionen), die sich wohlbemerkt nur auf 9, und @, bezieht, eine weitere 
"Funktion x, die ebenso mit F in Involution liegt, so gehört x der vom 
9, und 9, bestimmten Gruppe an. 


5 Dieser Satz folgt als Korollar aus unserem Hilfssatze.') 
1) Meine nächste Arbeit, die in diesen Tagen gedruckt wird, dehnt unter 


"anderem die Theorien dieser Abhandlung auf Gleichungen aus, in denen die un- 
bekannte Funktion explizite vorkommt. [Gemeint ist die folgende Abh. VII] 








vi. 


Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, [52 
in denen die unbekannte Funktion explizite vorkommt. 


Von SoPpHus Lie. 
(Vorgelegt 21. März 1873.) 
Christ. Forh., Aar 1873, S. 52—85. Christiania 1874. 


In der nachstehenden Abhandlung dehne ich diejenigen Theorien, 
die ich in der vorangehenden Arbeit [hier Abh. VII, 8. 32—63] für 
Gleichungen 

Bia,zn2 2. 9).) 
entwickelt habe, auf Gleichungen 
F(e, %&y.., n-ı Pr + P.-1) (0 
aus, in denen die unbekannte Funktion explizite vorkommt. Um mich auf 
jene Arbeit stützen zu können, denke ich mir zuerst F(z, ..., 9-1) =0 
in der bekannten Weise!) auf die Form 
Ro, en a 3) 20 

gebracht, wo F hinsichtlich der Differentialquotienten p,, ..., Du ho- 
mogen von nullter Dimension ist. 

Mein eigentlicher Zweck ist, eine Invariantentheorie?) der Glei- 
chungen F(z, ..., p„_,) = aufzubauen. Gleichzeitig gelingt es mir, 
neue und bemerkenswerte Integrationstheorien zu entdecken. 

Der Kürze wegen sage ich statt: „Funktion, die hinsichtlich der 
Differentialquotienten 2, Pa} - --, P„ homogen ist“ nur „homogene 
Funktion“. Ich bezeichne solche Funktionen mit h oder H; auch [53 
sei hervorgehoben, daß homogene Funktionen nullter Dimension mit 


N bezeichnet werden. 


1) Vgl. das wertvolle Werk von Imschenetsky: Sur l’intögration des equa- 
tions aux d6rivees partielles du premier ordre, $ 14. 

2) Im übrigen gibt diese Abhandlung, wie ich bei einer anderen Gelegenheit 
ausführlicher zeigen werde, einen Beitrag zur Theorie partieller Differentialglei- 
chungen höherer Ordnung mit intermediären Integralen. 





. 
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Homogene Berührungstransformationen. Es gibt, wie ich 
bei einer anderen Gelegenheit beweisen werde, eine ausgedehnte Kate- 
gorie Berührungstransformationen, welche homogene Funktionen in ho- 
mogene Funktionen von derselben Dimension überführen; ich nenne die- 
selben homogene Berührungstransformationen. Der Zweck dieser 
Abhandlung ist, so kann ich auch sagen, eine Invariantentheorie homo- 
gener Funktionen gegenüber homogenen Berührungstransformationen zu 
gründen. 

Indem ich mir vorbehalten muß, bei einer ausführlicheren Dar- 
stellung der neuen Theorien dieser Arbeit die Existenz der homogenen 


 Berührungstransformationen nachzuweisen, beschränke ich mich hier 


darauf, als weiteres Postulat ein Theorem, welches im folgenden ge- 


_ legentlich angewandt wird, aufzustellen; dasselbe ist im übrigen im 


wesentlichen mit einem Satze äquivalent, den ich schon früher ge- 


' geben habe.') 


Sind?) X,, X, -:-, X, n Funktionen nullter Dimension, die 


paarweise 


(X, X,) =0 


geben, so ist es immer möglich (und zwar in einziger Weise), n solche 


homogene Funktionen erster Dimension P,, P,, ..., P, zu finden, daß 
! P: 
a,=X, pPı=P; 
eine homogene Berührungstransformation definieren.?) 


1) Berichte der Akad. zu Christiania 1872. Kurzes Resume usw. p. 24. [Hier 
Abh. 1,8. 1.] 

2) Hinsichtlich der Theorie der homogenen Berührungstransformationen ist 
das Folgende eine Andeutung, ob auch keine hinlänglich klare: 


Es sei 
Plbrbrr ee En Ar ser a) 0 
eine Gleichung, die in der bekannten Weise der homogenen Gleichung 
p Pn- 
Fa, en hncın 21)=0 
entspricht. Eine Berührungstransformation der Variabeln &, 8, ..., $n-ı, Kur +++, 
n„_, bestimmt eine homogene Berührungstransformation zwischen &,, ..., Zn, 
uchtisl Pe: 
3) Zwischen den Gleichungen 
X, mer, ., m=L, 


ist es nämlich möglich, die Differentialquotienten, die nur in nullter Dimension 

auftreten, zu eliminiren. Hierbei erhalten wir eine oder mehrere Gleichungen 
Bir In Be X)=°, ieneg 9 =0, 

die in der bekannten Weise eine Berührungstransformation definieren, welche die 


verlangten Eigenschaften besitzt. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 5 
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$ 1. Homogene Funktionen. [54 

In der ersten Nummer gebe ich gewissermaßen eine Erweiterung des 
bekannten Satzes, daß eine Funktion F(2, &,,..., &,_1» Pır =» Pa-ı) 
2n— 2 Funktionen (zZ, &,, ..-, ?,_ı) bestimmt, die mit F in Invo- 
lution!) liegen, diejenigen p nämlich, die 

Fyl—=0 

genügen. In der zweiten Nummer gebe ich sodann eine wichtige Um- 
kehrung dieses Satzes. 

1. Satz 1. Ist H eine homogene Funktion, so bilden 


SI] _ ar 
(HF)=0, BETA 
ein vollständiges System. ee 
Setze ich nämlich 


i=R 


dF 
(HF)=A,(F), >2 dp, 4, (F), 
“—ı 
so kommt durch Ausführung 
I dH 
A, As — 434, = (H— D pP; en F). 
i=1 


Nun ist H homogen, etwa von s-ter Dimension, und also 


i=n 


Dr 1” sH; 


ie1 


durch Einsetzung TG 
4A,A, — 4A, = (H—-sH, F)=(1—s)(HF) 
A4,A,;, —-— 4A =(1—5)4.. 
Bemerken wir hier, daß A, (F') = 0 niemals eine algebraische Kon- [55 
sequenz von A, (F) = 0 sein kann, indem 


oder 


< dF 
Dr dp, 
i=1 
nicht auf die Form (K_F') gebracht werden kann, so sehen wir, daß, wie 
behauptet, A,(F)=0 und A,(F) = 0 ein vollständiges System bilden. 
Erinnert man, daß die Gleichung | 
S ar 
Z Pay 
i=1 


1) Ich sage, daß die beiden Funktionen F'(z,...,P,-ı) und @(2,..., 22-1) 
in Involution liegen, wenn die Gleichungen F'= Const., p = Const. die größt- 
mögliche Zahl gemeinsamer Lösungen besitzen. 


Lösungen F' von 
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eben alle Funktionen nullter Dimension definiert, so erhält man die 
beiden folgenden Korollare: 


Korollar 1. Ist H homogen von nullter Dimension, so sind alle 


ausgenommen eine, von nullter Dimension. 
Korollar 2. Ist H homogen, aber nicht von nullter Dimension, so 


sind alle Lösungen F von 


(HF)=0, 
ausgenommen H selbst, von nullter Dimension. 
Satz 2. Ist K= K(H) und bezeichnet H eine homogene Funktion, 
so ist nn 
(KF)=0, Ip, 1 ) 
ein vollständiges System. = 


Denn (KF) ist nach unserer Voraussetzung gleich X,,(HF), und 
also sind die Gleichungen 


S_ar 
(EF)-0, Dp RE 0 
i=1 


_ äquivalent mit 


ien IF 
am=0, IndE-o, 
4 


_ die ein vollständiges System bilden. 


2. Satz 3. Bilden | 
SS _dF 
(KF) m 0, 2 P; dp; =0 


ein vollständiges System, so muß K die Form K(H) besitzen, wo H [56 
irgend eine homogene Funktion bezeichnet. 


Denn setze ich 


KF)=-A(f, Ya, AP), 


so finde ich durch Ausführung 


Ad, — 4,4, = (K- D 95, ,F). 
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Sollen also A,=0 und A,=0 ein vollständiges System bilden, so ist 
dazu notwendig und hinreichend, daß eine identische Gleichung der Form 


(£&-N 7 In. F)=4(EF) + DI = 
i=1 


stattfindet, wobei A und u ganz beliebige Funktionen von %,, ..., 2 
bezeichnen können. 
Setze ich hier der Kürze wegen 


i=n 
dK 
= Te 
6=1 


so löst die obenstehende Gleichung sich in die beiden Systeme auf: 
d(K—2) _,dK 


(4) au 





6»>1,.,08 


dp; Do ap; 
dK— 9) _;dK | 
(B) = ern + up, (el..4n). 





Aus dem Systeme (A) folgt bekanntlich 


K-R2=-Fle,.: , 2.) 
oder 
2 lla,:., 


izmn d 
11€ 
2= > Dia, - 
i=1 7 


und also genügt K der linearen partiellen Differentialgleichung 


dK dK 
Pe a reg = la,» Ins K), 


Es ist aber 


deren Integration gibt 
KmKl(zy::., 2b), 


wo h irgend eine homogene Funktion bezeichnet. 
Ist nun h etwa von s-ter Dimension, so wird [57 


ven 


a-DniE- Ki 2P an Th 


K—-2=K-—shK,. 


und folglich 


Aber wir wissen, daß 
dK— 2) _ „4K 
dp; dp; 
und also 
| d(K— shKj) dh AK dh 


a dh dp; dh dp, 
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oder 





d(K — shK,) ,dK 
dh "dh 
und durch Ausführung 


Setzen wir die gefundenen Werte für K, K— 2 und A in 


d(K-—8)  ;dK 
Se ee | 2 4 up; ((=1,..40) 


ein, so erhalten wir das äquivalente System 
dK Ed d®K 
Ss de, + sh Kr de, — sl dhdx, zu» ae 
oder, wenn wir bemerken, daß die {linke Seite eine Funktion von 
Kup e, I, Pb ist, die ich sp, (X, - - -, %,, AR) nenne: 


sp, + Zu A) = up; (=1,2,...,R). 


Die weitere Diskussion dieses Systems muß in verschiedener Weise 
geführt werden, je nachdem u verschwindet oder von Null verschie- 
den ist. 

a) uZ0. 


Ist u von Null verschieden, so können wir setzen 


(6) BE ee en Znı h) 


2 pP; Pr 4 


wo i und %k zwei beliebige unter den Zahlen 1,2, ...,» bezeichnen. Es 
ist nun klar, daß % entweder in ,; oder in p, vorkommen muß, denn 
sonst hätten wir eine Gleichung der Form 


Plkıy nn) _ Pan ıcn &,) 
Pi; 23 


was absurd ist. Man findet also durch Auflösung von (C) hinsicht- [58 


lich h 
=h (2, rd, :; 


% 


h ist also eine Funktion nullter Dimension, das heißt: 
s=0. 
Setzen wir aber diesen Wert in 
= 9; 
ein, so wird auch u gleich Null, was unseren Voraussetzungen wider- 
spricht. Die Annahme u 20 gibt also nichts. 
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b) a=0. 
Ist u gleich Null, so verschwinden alle Produkte sp,, und zwar 
kann dies in zwei Weisen geschehen, je nachdem 
s=0 
oder 
9 =. 
Die Annahme s= 0 gibt h gleich einer Funktion nullter Dimen- 


sion. Alsdann wird auch X eine solche Funktion, und andererseits ist 
bekanntlich (Satz 1) | 


S dar 
(KF)=0, >p dp, 0 
i=1 


ein vollständiges System, wenn Ä von nullter Dimension ist. 
Sind 
u=0, 9, :.-, u, M)=d, 
so können wir uns zwei Fälle denken. Entweder verschwindet g, nicht 
identisch, sondern 
pl, 4 2, h)= 0 


bestimmt h als Funktion von &,, ..., &,. Alsdann wird 


K=- Ka, FR, zn); 
und es ist auch klar ($ 1, Satz 1), daß in diesem Falle 


SI, dr 
(KF)=0, 2» 7,0 
ein vollständiges System bilden. — Oder auch, es verschwinden alle o, 


identisch. Ist dies der Fall, so müssen wir auf das System (B) rekur- 
rieren, welches nun, weil u=(), in folgendes übergeht: 


an dK 





a (=1,..,04]89 
dx; dx; 
Erinnern wir, daß zugleich 
d(K — 2) =, daR (=1,..4n), 
dp; dp; 
finden wir 
K—-Q2=F(K) 
oder 
2=8&(K). 
Aber 


SI ak 
( 
52 - Dr. dp,’ 
6=1 
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_ und also genügt K 


dK dK i 
a4. HR), 


woraus folgt 

K-K(H), 
wo H eine beliebige homogene Funktion bezeichnet. 
Unser Satz ist also immer wahr. 


$ 2. Homogene Gruppen. 


3. In diesem Paragraphen betrachte ich homogene Funktionen 
Rh, hg, ».., h,, die eine Gruppe bilden. Dabei hebe ich sogleich hervor, 
daß Funktionen F(h,,...., h,), die einer solchen Gruppe angehören, im 
allgemeinen nicht homogen sind. Infolgedessen sind die Glieder einer 
äquivalenten Gruppe im allgemeinen nicht homogen. 


Definition. Eine r-gliedrige Gruppe, die r homogene und 
von einander unabhängige Funktionen h,, hy, ..., h, enthält 
_ und welche also die Form Äh,, A,, ..., h, erhalten kann, nenne 
ich eine homogene Gruppe. Dabei bemerken wir, daß nicht alle 
Funktionen einer solchen Gruppe homogen zu sein brauchen. 

Bilden insbesondere eine Anzahl Funktionen nullter Dimension 
eine Gruppe, so sind alle Funktionen der Gruppe homogen von null- [60 
ter Dimension. Eine solche Srapre nenne ich zuweilen eine rein- 
homogene Gruppe. 

Ich gehe dazu über, die Existenz homogener und reinhomogener 
Gruppen nachzuweisen. 


Satz 1. Sind h, und h, homogene Funktionen, bezüglich von a-ter 
und ß-ter Dimension, so ist (h.h,) homogen von («+ ß — 1)-ter Dimension. 
Denn 


(h,h,) -3 dn„dn, dh, , 


x; ep 


dh dh 
und hier sind FF3 und du: homogen (wie immer hinsichtlich »,,..., 9,), 


@ 
und 
dp; 





und zwar bezüglich von «-ter und ß-ter Dimension; es sind ferner 


dh, 
dh, . dh, dh, 





2. homogen bezüglich von (« — 1)-ter und (®—1)-ter Dimension. Also 
h. 

sind sowohl an wie 7r* a, von («+ 8 — 1)-ter Dimension, und 

infolgedessen ist dies auch mit (h,h,) der Fall; was eben meine Be- 

hauptung war. 
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Satz 2. Zwei homogene Funktionen erzeugen eine homogene Gruppe. | 





Sind nämlich h,, A, homogen, so ist nach dem vorangehenden Satze 
dies auch mit (h,h,) der Fall. Setzen wir hier 


(uh,) = hy, 
so sind auch (A,h,) und (h,h,) homogen, usw. 


Satz 3. Biden H,, H,,..., H, eine homogene (keine reinhomo- 
gene) Gruppe, so kann man immer eine äquivalente Gruppe N,, Na, :y: 
N,._ı, P finden, unter deren r Gliedern r — 1 vom nullter Dimension sind 
und ein Glied homogen von erster Dimension ist. 


Denn es ist immer möglich, solche Zahlen «,, &,..., «. &. zu 
, 13 27 , r—19) 7 
finden, daß die Brüche 
H;: Hr De 
ee, a : a 


die ich bezüglich 
N,, N,  ı a, 


nenne, homogen von nullter Dimension sind, und daß Her, die ich P [sı 


nenne, von erster Dimension ist. Zwischen N,,..., N,_,, P kann 
nun keine Relation stattfinden, denn sonst existierte eine solche zwischen 
BR, 3, ..,2.,0D. Alo bilden N... RB eie Gruppe 
die mit der ursprünglichen äquivalent ist. 

Satz 4. Eine reinhomogene Gruppe N,, Ns, ..., N, muß ein In- 
volutionssystem sein. 

Denn (N,N,) ist ($ 2, Satz 1) eine homogene Fünktion (— 1)-ter Di- 
mension, die nur, wenn sie identisch verschwindet, eine Funktion von 
N, ..., N, und also selbst von nullter Dimension sein kann. 


Satz 5. Eine homogene Gruppe mit mehr als n Gliedern kann nicht 
reinhomogen sein. 


Denn eine reinhomogene Gruppe ist ein Involutionssystem, und 
ein Involutionssystem kann höchstens n Glieder enthalten, 


$ 3. Aufstellung eines Hauptsatzes. 
4. Satz 1. Ist h,, he, - - ., h, eine homogene Gruppe, so bilden 


mo mo > 7,0 


ein vollständiges System, wenn wicht zufälligerweise die letzte Gleichung 
eine algebraische Konsequenz der vorangehenden ist. 
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Denn setzen wir 


QSılar 
MP)-A(P), 04, BR), 
4 





so ist A,A,— 4,4, eine lineare Funktion aller A, weil 


MF)=0, (h,F)=0 


.. 


ein vollständiges System bilden. Bei Ausführung finden wir (wie 
früher) 

A,B—-BA=(1—-5s)4,, 

[wo s, die Dimension von A; ist]. Wir sehen also, daß sowohl A,A,— A,A, 
wie A,‚B— BA, eine lineare Funktion von A,, As, ..., A,, B ist. 
Erinnern wir nun, daß zwischen den r ersten Gleichungen des 
Systems 


Am -0 AN -0,..., AD-0 BM-0 ja 


keine Relation stattfinden kann, weil dieselben ein vollständiges System 
bilden, so bleiben nur die beiden folgenden Möglichkeiten, die, wie wir 
später sehen, beide eintreten können: entweder ist (C) ein vollständiges 
System, oder auch ist die letzte Gleichung in (C) eine algebraische Kon- 
sequenz der übrigen. 


Satz 2. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe hı, Re, -- -, h, 


enthält Zn — r — 1 Glieder nullter Dimension, wenn nicht zufälligerweise 
alle 2n — r Glieder derselben von nullter Dimension sind. 
! Denn die Gleichung 
dF dF 
Bun sea 


definiert eben alle Funktionen nullter Dimension. Ist nun 


in IE 
. h,F)=0, ..., (h,F)=0 2, = 0 
| (1) = 0, MEISO, ZPeay 
ein vollständiges System mit 2» — r — 1 gemeinsamen Lösungen, so 
gibt es also 2" — r — 1 Funktionen nullter Dimension, die 


(A,F)=0, ..., (h,F)= 0 
genügen und also der Polargruppe von (h,, Rs, . . ., h,) angehören. Ist da- 
\ gegen >, Pp; a =() eine algebraische Konsequenz der eben geschrie- 


 benen Gleichungen, so sind alle Lösungen derselben von nullter Di- 





| 
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mension. Alsdann enthält die Polargruppe nur Funktionen nullter Di- 
mension.) 
5. Ich werde in dieser Nummer eine Integrationsmethode der Glei- 


chungen 
p Pn- 
Nm, ee, Ban 2 >21) 
angeben, die hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der notwendigen 
Integrationen mit früheren Methoden übereinstimmt. 
Ich stelle das vollständige System auf [63 


a, Sui erre 


und bestimme eine gemeinsame Lösung N,, die von N, verschieden ist, 
durch eine Operation 2» — 3. Alsdann ist 


N, = Const, _N, = Const. 











ein Jacobisches System. Ich stelle das vollständige System auf 


son 


(NP)=0, (,P)=0, De, 


und bestimme eine Lösung, die von N, und N, verschieden ist, durch 
eine Operation 2n — 5. Sodann bestimme ich eine Lösung des voll- 
ständigen Systems 


ı_dF 
(NF)=|)I, (N, F)=0, (N,F)=0, > an! 
i=1 


usw. In dieser Weise bestimme ich eine Reihe Funktionen N,, N;,..., 
N. Bier ist 
N=a, N=9%, :., N,=4, 

ein Jacobisches System, und zwar findet man die Lösungen desselben 
ohne weitere Integration, indem man die Differentialquotienten, die nur 
: Er p, pP Pn- 
in den na — 1 Kombinationen —, —,...,—. 
Pn Pn Pın 
obenstehenden n Gleichungen eliminiert. 





auftreten, zwischen den 


1) Ist N,,...., N, eine reinhomogene Gruppe, wor<{n, so kann die Polar- 
gruppe nicht reinhomogen sein, denn sonst erhielten wir ein Involutionssystem mit 
mehr als n Gliedern. Infolgedessen bilden 


in 


a De 


immer ein vollständiges System. 
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$ 4. Einige Hilfssätze. 


In diesem Paragraphen beweise ich einige Sätze, die freilich 
einen partikulären Charakter haben, die indes später eine wichtige 
Anwendung finden, indem sie zum Beweise eines Haupttheorems benutzt 
werden. 

6. Satz 1. Besitzen zwei reziproke Gruppen bezüglich die Form 
%, Ugı nr Ina in-u Dh 
K, 


und ist dabei die erste homogen, so muß auch die andere es sein. 


Lyy Par 9, In-27 7 


n) 


H liegt in Involution mit z,, 2, ..., &,_2, %, und besitzt [64 


also die Form 
H= Bi, Kg, 2 Lu 2.) 


In entsprechender Weise sehen wir, daß 


5 K= Ka, %, ..., I P,) 
Nun ist ferner 


oder entwickelt 





er wa hand 
da,dp, dpn_ı I&-ı 
oder 
gen dB 
dx, dz,_ı 
JaB .. dE 
dp,-ı dp, 


Hier kann die linke Seite außer &,, ..., %, nur p,_, enthalten, welche 
Größe indes offenbar nieht auf der rechten Seite vorkommt. Unsere 
‘beiden Brüche sind also Funktionen von &,, ..., x, allein, etwa gleich 
45, %,)- H und K genügen folglich bezüglich: 


GH _.(z 2) _ 
dx, Kir +, 4m dp,_ı Ph, 
dK 





_ woraus durch Integration 
H= H(z,, .. er) Pi + [ xdz,), 


K= K(a,, Er) %,-2) Ins Pr +fa dz,_,) 


Da nun die Summe 


Pn-1 + dr, 
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eo ipso x, enthält, wenn nicht y gleich Null ist, so kann H nur unter. 
der Voraussetzung | 
1,2 


eine homogene Funktion sein. Alsdann ist 


E £K= Ka, a, Un_2) Km 2: 
und die Gruppe 
j m & y Kay or, Ing Ins K 165 
wird äquivalent mit 
By Day er, In-99 Inı Pa 
und ist infolgedessen homogen. 


Satz 2. Besitzen zwei reziproke Gruppen bezüglich die Form 
DENE N N HH 
N,, nn no N; B, 


wo alle N von nullter Dimension sind, und ist dabei die erste Gruppe 
homogen, so muß auch die andere es sein. 


Nach unseren Voraussetzungen sind N,, Ns, --., N,_2, die ja 


gleichzeitig in den beiden reziproken Gruppen en ausgezeich- 
nete Funktionen in beiden Gruppen. Es ist also 


7 T 7 
N NN 


N 


ein Involutionssystem, dessen sämtliche Glieder von nullter Dimension 
sind. Alsdann wissen wir (sieh die Einleitung), daß es eine homogene 
Berührungstransformation gibt, die jede Funktion N, in x, überführt. 
Hierbei geht H in eine homogene Funktion h über, während K etwa 
in k sich transformiert. Aber die neuen reziproken Gruppen 


2%, Xg, RT, T, 27 In-19 h, 


nn 
L, Kg) di } In 2) Be) k 


genügen den Forderungen des Satzes 1; das heißt: die Gruppe (z,, X, 

%,, k) ist homogen. Führen wir darum die umgekehrte homogene 
Berührungstransformation aus, so geht (&,, ..., x,,k) m (N,,..., N, K) 
über, die also auch homogen sein muß. 


7. Satz 3. Ist 2, &, -- -, %,_1, K eine Gruppe und 


«.M)=0, .., %_,M)=-0, KM=-0, Sri 2,” 
ein vollständiges System, so muß 
K= Ka, 9 %,_1 h) 
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sein, wo h irgend eine homogene Funktion bezeichnet. Es wird voraus- 
gesetzt, daß r <.n.') 
Um unser Theorem zu beweisen, setzen wir voraus, daß [66 


4 2, a As I.-19 K 
eine Gruppe und 


S_dr 
F)=0, re @,,f) =), AI), BAT 
rt 


ein vollständiges System bilden, und suchen sodann K in allgemeinster 
Weise zu bestimmen. Setzen wir 


(KF)=A(R), ni 7,4) 


so sehen wir, daß alles darauf hinauskommt, K in solcher Weise zu 
bestimmen, daß eine Gleichung der folgenden Form stattfindet 


1, 4-4A=-haF+. 1,_1(&,.1F) Ha) Hu Ind a 
hier bezeichnen A, A,,...,A,_, und u beliebige Funktionen von &,, ..-, 


Uns Pır * > Pr* 
Durch Ausführung finden wir, daß 


AA—-4A=(E- Ins ng 


oder, wenn wir setzen 


daß 





ö 4,4-44=-(K-9F) 


| Die in dieser Weise hervorgehende Bedingungsgleichung 


i=r—1 


Ge 2, P) = KR) + Da) tn Die 
löst sich ın die folgenden Bleichuregstens auf 


1) Wenn r<n, so A die Polargruppe bekanntlich niemals reinhomogen. 
Die Gleichung >'n5 p; a” = 0 kann also unter den im Texte gemachten Vor- 


aussetzungen keine algehikische Konsequenz von (&, F)=0,..., @,_, =), 
(KF)=0 sein. 


N TER EEE BE re re a Zar rn u 10 TE A tree Deniz tan Zr 
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(A) Er zum A dp, (=1,2,..., 
dK— 2) dK Ä 

(B) am rue HeB, Geb. 
UK—Q dK 

(C) S get up, (enr+le..,.n). [67 


Es ist zunächst klar, daß nur die Systeme (A) und (CO) zu be- 
rücksichtigen sind; denn jede Gleichung des Systems (B) enthält eine 
unbestimmte Größe A,, die sonst nirgendwo vorkommt. Durch passende 
Wahl aller A, können also sämtliche Gleichungen (B) befriedigt wer- 
den, und hieraus resultieren offenbar keine Beschränkungen für die 
übrigen Größen. 

Unser System (A) ist mit dem Systeme (A) in $1 (vgl. den Beweis 
von Satz 3 in $ 1) identisch, und also findet man ganz wie damals 

Nee sh pe 
Es ist ferner jede Gleichung unseres Systems (©) mit einer Gleichung des 
Systems (B) in $ 1 identisch, und also sieht man wie damals ein, daß 
(C) sich durch das äquivalente System 


dK d’K Kane e 
(a rast) Mnrmnn 

oder, wie wir schreiben, 
Boa... Lu) h)= up, Ger r ti 


ersetzen läßt. 
Die weitere Diskussion wird verschieden, je nachdem u gleich Null 


oder von Null verschieden ist. 
a) u Z0. 
Ist u von Null verschieden, so können wir, weil r < n, immer setzen 


S.Pnl&ıy +5 In» A) _ 8: Pn-ı&ı, 4 Zi ) 


(D) Pn Pa-1 


Käme nun k weder in p,_, noch in @, vor, so hätten wir eine Glei- 
chung der Form 








% 


Pr &ıen ln) _ Pn-ı Cr &n) [68 
ag , 


Pn Pn-ı 
was absurd ist. Wir sehen so, daß h notwendigerweise in (D) vor- 
kommen muß. Durch Auflösung findet man also 


h= h (a, ee Pecı), 
Pr 


Es wird also k von nullter Dimension, das heißt 
s=(. 
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"Aber 
| BP,“ 594 
| u=0, 
"was unserer Voraussetzung widerspricht. Die Annahme u Z0 gibt 
‚also nichts. 

b) u=0. 

Ist u gleich Null, so muß, da 

up, = 59, 

entweder s— 0 oder alle , verschwinden. 

Die. Annahme u=0, s=0 gibt h und also auch K gleich einer 
Funktion von nullter Dimension. Dies ist andererseits eine wirkliche 
Lösung unseres Problems, wie wir ($ 3, Satz 1) schon früher bewiesen 


haben. 
3 Setzen wir voraus u=(, 9,=(, so sind zwei Fälle möglich. 


| Entweder bestimmt: die Gleichung 
i 042,2. 2, hl 
Ih als Funktion von &,, .. -, %,: 


h = rl, a } 2); 


| | und also wird 


"und also wird 
K-Ke,:..,o,) 

" Dies ist offenbar eine Lösung unseres Problems. Oder auch, es ver- 
"schwinden alle p, identisch. Ist dies der Fall, so rekurrieren wir auf 
‘ das System (C), welches, da u =0, in 

| dK—2) _,dK 





| da. 75 (er, r+1,..,n) 
/ übergeht; nun ist ferner 
AS N Le (d=1,3,..,m) 
dp, dp; N A ) g 
"und also finden wir durch Integration 
K-RA2=-F(f,:..,%,_.,&£) [69 


oder 
| 2=R2(%,, ..,d%,_1 #); 
aber 


"und also genügt K 


dK dK 
Pı dp, nen dp, - 2m, --- NEO 





‘woraus durch Integration hervorgeht 
K=K&K(%,,:--.,.2,_2.R) 









80 VIII. Part. Gl. 1. 0. wo die unbek. Fkt. expliz. vorkommt. Christ. Forh. 1873 


Andererseits ist dieser Wert für K offenbar eine Lösung unseres Pro- 
blems, da die Gruppe 

ie bu Ka. 0 h) 
h 


gebracht werden kann und also homogen ist. 


auf die Form 
a, 


r—1? 
Unser Satz ist also immer wahr. 


Satz 4. Es seien N,, Na, . . ., N,_ı Funktionen nullter Dimension, 
die zusammen mit einer Funktion K eine Gruppe bilden. Sollen die 
Gleichungen 


a 
(NF)=(, a, (N,_,F)=9, (KF)=0, > 9, 
ti=1 


ein vollständiges System bilden, so muß K die Form 
K=K(N,, N... N,_1 H) 
besitzen, wo H eine homogene Funktion ist. [Es wird vorausgesetzt, daß 
r<n] 
Bilden N,, ..., N,_, kein Involutionssystem, so nehme man zwei 


Funktionen, etwa N, und N,, die nicht in Involution liegen. Setzen wir 
(N, N;) —H, 


wo H homogen von (— 1)-ter Dimension ist, so kann die Gruppe 


N,, N;, BR) N K 





die äquivalente Form 
Ns N, H 5 
annehmen und ist also homogen, womit dieser Fall erledigt ist. 
Bilden N,,...., N,_, ein Involutionssystem, so gibt es bekannt- 
lich eine homogene Berührungstransformation, welche jede Funktion 


N, in x, überführt. Diese Transformation führen wir aus auf die [70 

ann a 

und ihre Polargruppe, die nach unseren Voraussetzungen 2n—r—1 

Funktionen nullter Dimension enthält und also etwa die Form 
NM. Nu, 

besitzt. Wir erhalten nach der Transformation die beiden reziproken 


Gruppen 1 
Lu, %,-ı 


V „ 
N; >, Narärnı, R . 
Hier muß nach dem vorangehenden Satze die Gruppe &,, -.-, %,_1, K 


homogen sein, und also muß dies auch mit N,, ..., N,_,, K der 
Fall sein. 
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$ 5. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe ist homogen. 


8. Meine Invariantentheorie der homogenen Funktionen beruht 
auf dem folgenden fundamentalen Satz: 


Satz 1. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe hy, hs, .. -, h, 
ist homogen (oder reinhomogen). 
Es ist mir noch nicht gelungen, einen einfachen Beweis für diesen 
Satz zu finden; die Richtigkeit desselben kann jedenfalls in folgender 
_ Weise eingesehen werden. Ich betrachte vier Fälle: r<n— 1; 
r=-n—1lı r=n;ır>n. 

a)r<n—1. 

It r<n—1, so ist2n—r—1>n, und also ($ 3, Satz 2) ent- 
hält die (2» — r)-gliedrige Polargruppe 2» — r — 1 Funktionen nullter 
Dimension 
N,;, N;, > Nenersg 
h Dieselben können kein Involutionssystem bilden, denn ein solches ent- 
- hält ja höchstens » Glieder, und 2" —r—1 ist größer als n. In der 
_ Polargruppe finden sich also immer zwei solche Funktionen nullter 
_ Dimension N, und N,, daß (N,N,) von Null verschieden ist. Setzen wir 


(N,N, =H ’ 


so ist H eine homogene Funktion ($ 2, Satz 1) von (— 1)-ter Dimen- [71 
sion, die unserer Polargruppe angehört, die sich aber nicht durch N,, 
_N,,.::, Ng„_,_ı ausdrücken läßt. In dieser Weise erkennen wir, daß 
unsere Polargruppe die Form 


’ AT 
N, Na, 20 Nu... H 


erhalten kann; sie ist also homogen. 

b))r=n—1. 

Hat die vorgelegte Gruppe n — 1 Glieder, so enthält die Polar- 
‚gruppe n +1 Glieder, unter denen ($ 3, Satz 2) n 


Na EN 


n 


& von nullter Dimension sind. Bilden dieselben kein Involutionssystem, 
so beweist man ganz wie in dem vorangehenden Falle, daß die Polar- 


gruppe eine Funktion (— 1)-ter Dimension enthält und also homogen ist. 








Liegen dagegen alle N paarweise in Involution, so schließen wir 
_ aus den Entwickelungen in $5 der vorangehenden Abhandlung [hier 
8.51, Satz 1 und 2], daß unsere Polargruppe n — 1 ausgezeichnete Funk- 
_ tionen von der Form ; er 
R NN Ne, ar N) 


N, 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 6 
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enthalten muß. Die Polargruppe kann also die Form erhalten 
NENNEN NR 

wo die na — 1 ersten Glieder ausgezeichnete Funktionen sind. Folglich 

besteht die ursprüngliche Gruppe, die jan — 1 Glieder enthält, nur 

aus den ausgezeichneten Funktionen 


r Ar’ art 
nn, 4/99 ey 4 a—1: 


Um nun weiter gehen zu können, führen wir eine homogene Be- 
rührungstransformation aus, diejenige (sieh die Einleitung) nämlich, 
die durch die Gleichungen 

Den. , 2 ,-N.. ion 
definiert wird. Hierbei gehen unsere beiden Gruppen 
N; N; , a Na, 
MEN. N GONE 
bezüglich in 
%r Kar +, In-v 
Yyy Agy ey In In K 
über. Wir wissen aber, daß 


(2, 2,) (0, (23.P,) = 0, , (2, _12n) er 0, 172 
und also ist : 
kuklaı..; 9,2) 

Folglich ist die Gruppe z,, ..., 2, k mit ©, ..., %,, 2, äquivalent, 
das heißt: sie ist homogen. Aber eine homogene .Berührungstransfor- 
mation führt homogene Gruppen in homogene Gruppen und ebenso 
‘nichthomogene Gruppen in nichthomogene über; also ist auch 
Nıy :-:, Na-1, X, K eine homogene Gruppe. 

)r=n. 

Ist r=n, so sind zwei Fälle denkbar, jenachdem die Gruppe ein 
Involutionssystem ist oder nicht ist. 

Im ersten Falle ist die Polargruppe mit der Gruppe identisch 
und also homogen wie dieselbe. 

Im zweiten Falle besitzt unsere Gruppe die Form 


N, N... H. 


Die Polargruppe enthält a — 1 Funktionen nullter Dimension und hat 
also die Form 

N,, N,, 3ER, N.-ı: K. 
Bilden nun N,,...., N,_, kein Involutionssystem, so sehen wir wie 
bei früheren Gelegenheiten ein, daß die Polargruppe homogen ist. 
Liegen dagegen jene Funktionen paarweise in Involution, so gibt es 


Rh u en ee en 
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[vgl. hier Abh. VII, 8.51, Satz 1 und 2] a — 2 Funktionen nullter Di- 
mension N,', Ny, ..., N„-e, welche ausgezeichnete Funktionen in der 
Polargruppe und folglich auch in der ursprünglichen Gruppe sind. 
Unsere beiden Gruppen haben also bezüglich die Form 
NIE N HH, 
NA. EDEN, KR, 


wobei die erste Gruppe homogen ist; also ist auch die zweite ($ 4, 
Satz 2) homogen. 

d)r>n. 

Enthält die vorgelegte Gruppe mehr als n, etwa n + q Glieder, so 
kann sie nicht reinhomogen sein; sie besitzt also die Form 


Ta 
N; ee = n+q-17 Be 


Ist nun die Polargruppe reinhomogen, so ist unser Satz eo ipso 
wahr. Wir können uns daher auf den Fall beschränken, daß die [73 
Polargruppe die Form 

EDER: 
besitzt. Liegen hier nicht alle N paarweise in Involution, so sehen 
wir wie früher ein, daß unsere Polargruppe eine Funktion (— 1)-ter Di- 
mension enthält und also homogen ist. Bilden. dagegen N,,...,N, ._ı 


_ ein Involutionssystem, so stützen wir uns darauf, daß die Gleichungen 


i=n dr 
(NF)=0, :., N,_,.M)=0, (KF)=0, 9:42, 
i=] 


n+g-— 1 [und nicht mehr] gemeinsame Lösungen: N,, ..., N,4,-ı 


besitzen und also ein vollständiges System bilden. Hieraus folgt ($ 4, 
Satz 4), daß die Gruppe N,, ..., N K homogen ist. 


Hiermit ist die allgemeine Gültigkeit unseres Satzes erwiesen. 


n—q-1? 


$ 6. Die ausgezeichneten Funktionen einer homogenen Gruppe. 


9. Die Theorie der ausgezeichneten Funktionen einer homogenen 
Gruppe beruht auf zwei Sätzen, die in diesem Paragraphen bewiesen 
werden. Zuerst doch einige allgemeine Vorbemerkungen. 

Da wir nämlich im folgenden häufig Involutionssysteme betrachten, 
die aus homogenen Funktionen bestehen, so werde ich schon hier die 
Aufmerksamkeit auf einen Umstand richten, der später in noch klareres 
Licht treten wird. 

Es gibt, wie wir wissen, zwei wesentlich verschiedene Arten ho- 
mogener Involutionssysteme, die bezüglich die beiden typischen Formen 

6* 
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und 
nA Fr 


besitzen. Hier ist anscheinend die letzte Art ein spezieller Fall der 
ersten: H besitzt ja eine gewisse Dimension, etwa s; setzen wir vor- 
aus, daß s gleich Null ist, so erhalten wir die letzte Art. 

Hierbei ist indes zu bemerken, daß die Größe der Zahl s 
für das Wesen der ersten Gruppe gar keine Bedeutung hat; setzen [74 
wir nämlich 


H=%%, 
so nimmt die erste Gruppe die äquivalente Form 
Na dh 


wo h die Dimension s/6 besitzt. Wesentlich für die erste Gruppe ist 
nur, daß H überhaupt eine von Null verschiedene Dimension 
besitzt. 

Unsere beiden Arten homogener Involutionssysteme sind also als 
gleichberechtigt zu betrachten. Ist ein solches System vorgelegt, 
so ist es a priori ebenso wahrscheinlich, daß dasselbe die eine wie die 
andere typische Form besitzt. 


Satz 1. Die ausgezeichneten Funktionen einer homogenen Gruppe 
bilden eine homogene oder reinhomogene Gruppe. 


Sei 


eine vorgelegte homogene Gruppe und 4 

Na, 
die homogene Polargruppe derselben. Besitzen unsere Gruppen m ge- 
meinsame ausgezeichnete Funktionen, so ist es immer möglich, r — m 


solche Glieder in der ersten Gruppe, etwa M,, H,,..., H,_, zu fin- 
den, daß zwischen den 2» — m Größen 


Ba .—2 


a ee 
keine Relation stattfindet. Alsdann bilden diese Größen eine Gruppe, 
und zwar eine homogene Gruppe, deren Polargruppe, die offenbar auch 
homogen sein muß, aus den ausgezeichneten Funktionen der ursprüng- 
lichen Gruppe besteht. (Vorangehende Abhandlung $ 1, Satz 1; $ 2.) 
[Hier 8. 34 und 40, Satz 6.] 

Unser Satz ist also erwiesen. 

10. In dieser Nummer zeigen wir, daß die Bestimmung der aus- 
gezeichneten Funktionen einer homogenen Gruppe in dem einen unter 
den beiden möglichen Fällen eine wesentliche Vereinfachung gestattet. 
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Satz 2. Gibt es unter den m ausgezeichneten Funktionen einer ho- 
 mogenen Gruppe einige, deren Dimension von Null verschieden ist, [75 
so kann man sämtliche ausgezeichnete Funktionen vermöge der Operationen 


m—1,m—2,...321,1 


_ bestimmen. Meine alte Methode verlangte die Operationen m, m —1,. 
m, 2,1. 

Denn ist eine homogene Gruppe definiert, 4, H,,..., H,, so 
kann man immer ein vollständiges System, bestehend aus 2» — r Glei- 
chungen, aufstellen: 


A(F)=09, AlF)=0, ..., (F)=0, 


a 


; dessen Lösungen eben H,H,,..., H, sind. 


z 


Die m ausgezeichneten Funktionen genügen ohnedies 

(HF)=0, re, (H,F)=0, 

_ und zwar ist es immer möglich, die 2» Gleichungen 

A(P)=0, (H,P)=0 

durch 2n — m Gleichungen zu ersetzen, die ein vollständiges System 
- bilden: 
u BPM)=0, B(F)=0, ..., (F)=0. 

Ist aber H,,..., H, die vorgelegte Gruppe und h,, hy,..., Ag,_, die 
_ Polargruppe, so ist das eben aufgestellte vollständige System mit einem 


Systeme der Form 
BED, ..., (H,O AM-0, ..., (h 


r—- m 


Ds m 





F)=0 


2n—r 


: äquivalent. Nun bilden ($ 3, Satz 1) nach unseren Voraussetzungen 
\ S ar 
. (HA, F)=0, , (H,_„F)=0, (h,F)=0, ae, (hn_,2)=9 Drgn- 
5 ein vollständiges System. Also bilden auch die Gleichungen 


SI ar 
B(F) rs 0, Er, Du.) 37 0, > P; ap, - 0 
i=1 


. die wir immer aufstellen können, ein solches System. 

Die ee dieses Systems verlangt die Operationen m — 1, 
 m—2,..., 3,2, 1, und hierdurch findet man m — 1 ausgezeichnete 
Euktionen. nullter Dimension. Eine weitere ausgezeichnete Funktion, 
die nicht von nullter Dimension ist, bestimmt man hinterher durch eine 
Operation 1. 
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Hat unsere homogene Gruppe schon die Form [76 
N, N, ..,N,_, P 


erhalten, wo P eine Funktion erster Dimension bezeichnet, so geschieht 
die Bestimmung der m — 1 ausgezeichneten Funktionen nullter Dimension 
am einfachsten in folgender Weise. Ist N eine unbekannte Funktion 
von N,, Na, ..., N._,, so bestimmen die Gleichungen 
(NN)-0, (NN)-0, ..., (N ,N)=0 
oder entwickelt 
k=r-1 k=er—i 


(.) PERAF » ZW N) 0 
k=1 


die gesuchten Funktionen. Hier sind (N,N,) Funktionen (— 1)-ter Di- 
mension von N,, Ns, ..., N,_,, P. Es gilt also immer eine Gleichung 
der Form 


(N,N, ) > ja me N, 


Setzen wir diese Werte in («) ein und multiplizieren überall mit P, 
so erhalten wir ein simultanes System, welches nur die unabhängigen 
Variabeln N,, N,,..., N,_, enthält; die Variable P ist näm- 
lich verschwunden. Hier geht man in der gewöhnlichen Weise 
weiter. 


s T. Kanonische Formen der homogenen Gruppen. 
Zuerst beweisen wir einige Hilfssätze Sodann stellen wir zwei 
kanonische Formen auf; eine jede Gruppe kann die eine unter diesen 


Formen annehmen. (Sieh $3 der vorangehenden Abhandlung.) 
[Hier S. 42—47.] 


11. Satz 1. Unter den Funktionen F einer homogenen Gruppe‘) 
N; N :,,.3._,, P, de der Gleichung 
(N, 1 r Jul 
genügen, gibt es solche, welche die Form P.N(N,,..., N._,) besitzen. 
N, darf selbstverständlicherweise keine ausgezeichnete Funktion sein. 


Denn durch Ausführung finden wir [77 
(N, PN = (N, P)N + (N,NP, 
also 
k=r—1i1 IN 
NT 
(N, PN = (N,P)N+ I (NN)P77 
k=1 





1) Wie gewöhnlich bezeichnet N eine Funktion nullter, P eine Funktion 
erster Dimension. 
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_ Hier ist (N,P) eine Funktion nullter Dimension; (N,N,) ist von 
 (— 1)-ter Dimension, also (N,N,)P von nullter Dimension. Wir wissen 
aber, daß sowohl (N, P) wie (N,N,) P sich durch N,, N,,..., N,_,, P 
ausdrücken lassen; also gelten Gleichungen der Form 
(N P)J=a(N,, N,,.., N,_,) 
(N N)P=fı(N, Na... N,_)- 


Durch Einsetzung kommt 
k=r—1 


7 dN 
MPN) -EN,. N + DI Ad. dam 
k=1 
Wir sehen so, daß die Gleichung 





eine lineare partielle Differentialgleichung zwischen den Variabeln 
N,, Ns, ..., N,_, ist. Bezeichnet N eine beliebige Lösung derselben, 
so genügt NP der Gleichung 


(N,NP)=1. 
Unser Satz ist also bewiesen. 


Satz 2. Eine homogene Gruppe N,, ..-, N._1, P enthält Funktionen 
nullter Dimension N (N,,..., N,_,), die der Gleichung 
(NP)=1 
genügen. Die gegebene Funktion P darf selbstverständlicherweise keine aus- 
gezeichnete Funktion sein. 
| Ist nämlich N=N(N,,.. 





N 2), 80 Wird 
k=r—1 


> dN 
(HP) (NP) um; 
k=1 


und hier ist (N,P) von nullter Dimension und drückt sich also durch 
ee N: Bu: 

(N, P) = fi (N... N, 
Infolgedessen sind die Lösungen der linearen partiellen Differential- 
gleichung 


ker—i 


 dN 
ZN) N: 1 [78 


Funktionen nullter Dimension, die in der verlangten Beziehung zu P 
stehen. 
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Satz 3. Enthält eine homogene Gruppe N,, N,,..., N._,, P die 
zweigliedrige Gruppe N,, P, [wo (N,P)=1 ist], so ist die zugehörige 
(r — 2)-gliedrige Untergruppe, die mit der zweigliedrigen Gruppe involu- 
torisch liegt, homogen (oder reinhomogen). (Vorangehende Abhandlung 
$ 3, Satz 5.) [Hier $. 44.] 


Ist nämlich H,, H,,...., H,„_, die Polargruppe von N,,..., N,_,, LE 
so ist bekanntlich 
Duo NE 
eine homogene Gruppe, deren homogene Polargruppe eben die be- 


sprochene (r — 2)-gliedrige Untergruppe ist. Unser Satz ist also be- 
wiesen. 


12. Satz 4. Eine homogene Gruppe kann immer die Form 
DR U 


erhalten, wo X und P Funktionen bezüglich von nullter und erster 
Dimension bezeichnen, die in den bekannten gegenseitigen Beziehungen 
stehen; U,,..., U„ sind die ausgezeichneten Funktionen unserer Gruppe. 


Man wähle nämlich in der vorgelegten Gruppe H,,..., H, eine 
beliebige, nur keine ausgezeichnete Funktion nullter Dimension, etwa 
X,, und bestimme sodann nach Satz 1 eine Funktion erster Dimension 
P, in der Gruppe, die 

ae 


gibt. Sodann bestimme man (Satz 3) die homogene (r — 2)-gliedrige 

Untergruppe ’ 
33 1 

2,H, 0, 


die mit X,, P, in Involution liegt. Die ursprüngliche Gruppe. erhält 
hierdurch die Form 


(1) RP H 


1 
Ist HM, u H”, ein Involutionssystem, so ist die ursprüngliche 
Gruppe schon auf die verlangte Form gebracht. Ist dies nicht der Fall, 
so zerlegen wir H/”, ..., H“, in die beiden involutorisch gelegenen [79 
Gruppen X,, P, und a, ..., H®,, wobei die ursprüngliche Gruppe 
die Form 


(2) X, P, X%;, PD, Hr, a 187 

annimmt. Ist hier /”,..., H”, ein Involutionssystem, so ist (2) 
die verlangte Form. Im entgegengesetzten Falle führen wir eine neue 
Zerlegung aus, und so weiter. 
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Sind endlich so viele Zerlegungen wie möglich, etwa q ausgeführt, 
so hat unsere vorgelegte Gruppe die verlangte Form 


Ra 
erhalten. | 
Erinnern wir nun, daß die ausgezeichneten Funktionen einer ho- 
 mogenen Gruppe selbst eine homogene oder reinhomogene Gruppe bil- 
den, so erhalten wir unmittelbar die beiden Korollare: 


Korollar 1. Sind sämtliche ausgezeichnete Funktionen einer homo- 
genen Gruppe von nullter Dimension, so ist 


RP R DR ex 


g+1252° g+m 


die kanonische Form unserer Gruppe. Hier bezeichnen X und P Funk- 
‚tionen bezüglich von nullter und erster Dimension, die in den bekannten 
Beziehungen stehen. 

Korollar 2. Enthält eine homogene Gruppe ausgezeichnete Funk- 
tionen, die nicht von nullier Dimension sind, so ist 


DR ONE; 


9g+1? ga+m 
Ber, was auf dasselbe hinauskommt, 
Man, 


9 qa+m-—1? 


r 


g+m 


die kanonische Form unserer Gruppe. 





$ 8. Invariante Eigenschaften der homogenen Gruppen. 


| In diesem Paragraphen beweisen wir, daß die einzigen Eigen- 
h schaften homogener Gruppen, die bei beliebigen homogenen Berührungs- 
5 transformationen invariant bleiben, die folgenden drei sind: 1) die Zahl 
_ der Glieder, 2) die Zahl der ausgezeichneten Funktionen, 3) die Zahl 
h ‚der ausgezeichneten Funktionen nullter Dimension. 

| Die beiden ersten Nummern behandeln Gruppen, deren sämtliche [so 
| ausgezeichnete Funktionen von nullter Dimension sind; die beiden 
E letzten Nummern betrachten den Fall, daß einige unter diesen Funk- 
tionen eine von Null verschiedene Dimension haben. 

| Die Vergleichung dieses Paragraphen mit $4 der vorangehenden 
Ä "Abhandlung [hier S. 47 —50] wird das Verständnis wesentlich erleichtern. 


| 13. Satz 1. Bilden X,, ..., Xy4m» Pır - - -, P, eine kanonische ho- 
 mogene Gruppe, so gibt es immer solche Funktionen P,,,, daß X, .- 


Ex, 4m Pir +, P,+ı eine neue kanonische homogene Gruppe ist, welche 
die vorgelegte umfaßt. (Vorangehende Abhandlung $ 4, Satz 1.) [Hier 
8.47] 
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Denn die Polargruppe von X,,.., X, X 4». Xymı Pu» P, | 
ist homogen und enthält X,,,, die keine ausgezeichnete Funktion ist. | 
Da nun unsere Polargruppe kein Involutionssystem bildet und also 
nicht reinhomogen sein kann, so enthält sie ($ 7, Satz 1) Funktionen. 
erster Dimension, etwa P,,,, welche 


(K,4ı P,+1) 1 
geben, welche also allen unseren Forderungen genügen. 


Satz 2. Bilden X,,..., X,4m Pi -- : P, eine kanonische homogene 
Gruppe, so gibt es immer solche weitere Funktionen P, 41, -:-, Pyim 
daß Xy, ..., Ayymı Pis »* > Prrm eine kanonische homogene Gruppe 
ist, welche die ursprüngliche umfaßt. 

Dieser Satz ist mit dem vorangehenden, m-mal angewandt, iden- 
tisch. 


Satz 3. Bilden X,,..., X,, Pı, ---, P, eine kanonische homogene 
Gruppe, so gibt es, wenn g <n, immer eine Funktion nullter Dimension 
X,+1, die mit unserer Gruppe in Involution liegt. Alsdamn ist X,,..., 
Kun Pi, -, P, eine neue kanonische homogene Gruppe, welche die vor- 
gelegte Gruppe umfaßt. 


Denn die Polargruppe von X,,..., X, Pi, --., P, ist homogen 
(nicht reinhomogen) und enthält also Funktionen nullter Dimension, 


die unseren Forderungen genügen. (Vorangehende Abhandlung $ 4, 


Satz 3.) [Hier 8. 48.] 

BEA BER, Ad. eine kanonische homogene 
Gruppe, so gibt es immer solche weitere Funktionen, bezüglich nullter und 
erster Dimension, X und P, daß X,,..., X,» Pı, - : - P, eine neue [81 


kanonische homogene Gruppe ist, welche die ursprüngliche umfaßt. 


Dieser Satz folgt als Korollar aus den drei vorangehenden. (Siehe 
$ 4, Satz 4 der vorangehenden Abhandlung.) [Hier S. 48.] 


14. Satz 5. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren sämtliche 
ausgezeichnete Funktionen von nullter Dimension sind, gleichviele Glie- 
der und gleichviele ausgezeichnete Funktionen, so gibt es immer homo- 
gene Berührungstransformationen, welche die eine in die andere über- 
führen. 

Denn nach unseren Voraussetzungen können unsere Gruppen be- 


züglich die beiden Formen erhalten 
BER 


.} ' ’ Li 
ae 


7+m? 
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‘ Nach einem früheren Satze gibt es dann solche weitere Funktionen X 
und P, X’ und P’, daß bezüglich 


2. ,2 2... 


n) n) 

ud * 4 4 

Ro 2 
- kanonische homogene Gruppen bilden. 


In der vorangehenden Abhandlung ($ 4, Satz 6, |hier S. 49]) sahen 
wir nun, daß die Gleichungen 


X=-X, B=P; 


_ eine Berührungstransformation definierten, welche die eine unter den 
_ ursprünglichen Gruppen in die andere überführte. Aber diese Berüh- 
rungstransformation ist offenbar in unserem Falle homogen, und also 
ist unser Satz erwiesen. 


15. Satz 6. Biden X,,..., X, Pı,::., P,+m eine kanonische ho- 
mogene Gruppe, so gibt es An solche a Ki da A, 
X Pır - 5 P,4m eine neue kanonische homogene Gruppe ist, welche 

die ursprüngliche umfaßt. 

Denn die Polargruppe von X,,...,X,5 Pur «+. Pan Bazar --n Born 
ist homogen und enthält P,,,, die ne sheet Kunkion der- 
selben ist. Infolgedessen onthält unsere Polargruppe ($ 7, Satz 2) Funk- 
tionen nullter Dimension, etwa X welche 


(X 





q9+19 


P,+1) ii 


g+1 
geben und also unseren Forderungen genügen. (Vgl. die voran- |s2 


\ 
| gehende Abhandlung $ 4, Satz 1.) [Hier S. 47.] 


BIER, N, P,,, eine kanonische homogene 


| q? Se arm 

x » F 
| Gruppe, so gibt es immer ah iheitehe Funktionen X 113 +» 2 
daß X, Ayymı Pıs - + Form eine kanonische homogene Gruppe 


> bilden, welche die vorgelegte umfaßt. 


Dieser Satz ist mit dem vorangehenden, m-mal angewandt, identisch. 


Satz 8. Bilden X,,..., X, Pu ---, P,+ eine kanonische homo- 
gene Gruppe, E gibt es immer solche weitere Funktionen X 13 +: Au 
Poims+i > Por daß X, ..., X, Pi, -- -, P, eine kamonische homoyene 
Gruppe bilden, welche die vorgelegte umfaßt. 

Um dieses Theorem zu beweisen, verfährt man ganz wie bei dem 
Beweise von Satz 4 in $ 4 der vorangehenden Abhandlung [hier $. 48]. 
Angewandt werden die Sätze 7, 3, 4 des gegenwärtigen Paragraphen. 


* 
8 


| 16. Satz 9. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren ausgezeichnete 
Funktionen nicht sämtlich von nullter Dimension sind, gleichviele Glieder 
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und gleichviele ausgezeichnete Funktionen, so gibt es immer homogene 
Derührungstransformationen, welche die eine Gruppe in die andere über- 
führen. 

Denn nach unseren Voraussetzungen können unsere Gruppen be- 
züglich die beiden Formen | 


Ru DD 


ga+m? 
/g 4 ’ ’ 
RN. 0, 


erhalten. Alsdann gibt es solche weitere Funktionen X, P, daß 
a er 


n) 
! 4 ’ v4 
ee: 


n 


kanonische homogene Gruppen sind. In der vorangehenden Abhand- 
lung ($4, Satz 6, [hier S.49]) sahen wir aber, daß die Berührungs- 
transformation 

L=X, PR=P 
die eine unter den ursprünglichen Gruppen in die andere überführt. 
Da nun dies offenbar eine homogene Berührungstransformation ist, so 
ist unsere Behauptung erwiesen. 


Hauptsatz. Die einzigen Eigenschaften einer homogenen Gruppe, [83 
die bei beliebigen homogenen Berührungstransformationen invariant blei- 
ben, sind 

erstens die Zahl der Glieder r, 

zweitens die Zahl der ausgezeichneten Funktionen m, 

drittens die Zahl der ausgezeichneten Funktionen nullter Dimension 
m oder m — 1. 

Hier ist r eine ganze positive Zahl, die nicht größer als 2n sein kann; 
m kann offenbar nicht größer als r sein. Und endlich fanden wir in der 
vorangehenden Abhandlung‘) die Bedingungsgleichung r + m < 2n. 


Dieser Satz ist das wichtigste Ergebnis dieser Abhandlung; der- 
selbe ist mit den Sätzen 5 und 9 dieses Paragraphen äquivalent. 

Wichtig ist folgende evidente 

Bemerkung: Führt eine homogene Berührungstransfor- 
mation die homogene Gruppe (h,,hy,...„,h,) in (H,H,,..., H,) 
über, so geht der Inbegriff der Funktionen nullter Dimension 
der ersten Gruppe in die Funktionen nullter Dimension der 
zweiten Gruppe über. 


1) [Hier 8. 53.] 
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$ 9. Andeutungen hinsichtlich neuer Integrationstheorien. 





















Die vorangehenden Entwickelungen, die zunächst ihren Wert an 
und für sich haben, können nach verschiedenen Seiten ausgenutzt wer- 
' den. Beispielsweise stützen sich hierauf einfache Methoden zur Be- 
" stimmung von Gruppen, die in irgend einer Weise definiert sind; diese 
" Andeutung werde ich in einer späteren Abhandlung, welche partiellen 
" Differentialgleichungen höherer Ordnung mit ed Integralen 
gewidmet ist, näher ausführen.') 

! Hier beschränke ich mich darauf, gewisse Vereinfachungen in der 
integration der Gleichungen 


F(z, 4, a  Pn- )=0 


anzugeben; ich verweise auf den entsprechenden Paragraphen ($ 6) der 
‚vorangehenden Abhandlung [hier S. 54—59]. 


17. Ich setze voraus, daß ein homogenes Jacobisches System [84 
nullter Dimension 


Non. a, ne 


integriert werden soll, und daß man eine Zahl homogene Funktionen 
h,, ..., h,. kennt, die allen Relationen 


(N;h,) = 0 vr wann 


genügen. Ist es unmöglich, vermöge des Poisson-Jacobischen Theo- 
rems weitere Funktionen h zu bestimmen, so bilden N,,..., EA 
h, y..., h, eine homogene Gruppe. Wir betrachten hier zuerst den 
; Fall, daß diese Gruppe ausgezeichnete Funktionen enthält, die nicht von 
"nullter Dimension sind; sodann den Fall, daß alle ausgezeichneten Funk- 
tionen von nullter Dimension sind. 


E A, Enthält die Gruppe N,,..., N, hy, ..., h, außer N,,.. 
m ausgezeichnete Funktionen 


N 


+17 7° 


„N 


q 


N 


qa+m-—1? 


H, 


’ 


die nicht sämtlich von nullter Dimension sind, so bestimmt man die- 
selben ($ 6, Satz 2) vermöge der Operationen 


N=G 2. Nam, H=0 





1) Hier sei angeführt, daß die Bestimmung von Tavökitisnähfsteinen einer ho- 
mogenen Gruppe immer Vereinfachungen gestattet. 
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mit den Integralen 





U ER 


Ir-m 


nach den in der vorangehenden Abhandlung 8 6 [hier S. 54-56] 
aufgestellten allgemeinen Regeln. | 


B. Enthält die Gruppe N,,..., N, hı, ..., h, außer N,,..., N, 
noch m ausgezeichnete Funktionen nullter Dimension 
N Be N 


so bestimmt man dieselben vermöge der Operationen 
mm Le. 3 2 


Hinterher stellt sich die Aufgabe, das Jacobische System nullter 
- Dimension 


NEON. nd 


ga+m 
mit r — m homogenen Integralen 


Rech 


ll) 


in möglichst einfacher Weise zu integrieren. 
Man stellt dann das vollständige System auf [85 


k=n 
r dN 
(N,N) IE 0, RR, an u 0, (h, N ) IR 0, DE, A.) By ra 
wo man q + m Integrale schon kennt, nämlich N,, ..., N,;,„, und be- 
stimmt eine weitere gemeinsame Lösung N, |; vermöge einer Ope- 
ration . 
2n—2q— r—m-—|1. 

Hiermit ist alles zurückgeführt auf die Integration des Jacobischen 
Systems nullter Dimension 

Ne oN 


g+m+1 


=Ü 
mit » — m homogenen Integralen 


ER, 


r-m’ 
Man geht in entsprechender Weise weiter und bestimmt eine Funktion 
N,4m4;3 vermöge einer Operation 


2n— 24a —r— m-3, 


und so weiter, und zuletzt eine Funktion N,_,, wo !=3(r — m), 
vermöge einer Operation 1. 
Hiermit ist nach meinen früheren Entwickelungen alles fertig. 
Einfache Abzählungen, denjenigen analog, die ich in den beiden 


letzten Paragraphen der vorangehenden Abhandlung ausgeführt habe 











$ 9; Nr. 17. Neue Integrationstheorien 95 


hier S. 54—61), zeigen, daß die eben aufgestellten Theorien fast immer 
die Integration der Gleichungen 
i Es 2,_,)> 0 


h W esentlich!) vereinfachen.?) 


1) Meine nächste Abhandlung wird einen wesentlich philosophischen Cha- 
akter haben. Ich werde zeigen, in welchem Verhältnisse meine Gesichtspunkte 
und Methoden zu Theorien stehen, die von Monge, Pfaff und Jacobi, Graß- 
m ann und Plücker, Klein und Mayer herrühren. Andere Abhandlungen wer- 
den das Pfaffsche Problem, das Problem der drei Körper, Gleichungen höherer 
Ordnung mit intermediären Integralen, und so weiter behandeln. 

2) Sei hier ausgesprochen, daß der letzte Satz der vorangehenden Abhand- 
lung [hier S. 63] einer wichtigen, freilich naheliegenden Verallgemeinerung fähig ist. 





IX. [237 
Zur analytischen Theorie der Berührungstransformationen. 


Von Sophus Lie. 
(Eingeliefert Juni 1873.) 
Christ. Forh., Aar 1873, S. 237—262. Christiania 1874. 


Ich werde versuchen, die Theorie der Berührungstransformationen, 
die für meine bisherigen wie für meine künftigen Arbeiten über par- 
tielle Differentialgleichungen zu Grunde liegt, und welche ich bis jetzt 
nur in geometrischer Sprachweise und außerdem fast nur für drei Di- 
mensionen entwickelt habe, analytisch und für » Variabeln zu be- 
gründen.') 

Diese Theorie geht ihrem Ursprunge nach bis auf Euler zurück; 
später hat insbesondere Jacobi?) in Verbindung mit Arbeiten über 
die Störungstheorie Entwickelungen gegeben, die hierher gehören, 
Wenn ich nicht irre, so bin doch ich derjenige, der zuerst die allge- 
meine Bedeutung dieser Theorie hervorgehoben und dargetan hat; ich 
glaube auch, daß das eigentliche Wesen der Sache zuerst von mir 
scharf und präzis dargelegt worden ist?); so scheint es mir z. B., [238 


1) Ich muß daran erinnern, daß diejenige Methode, die mich zu meinen 
neuen Theorien geführt hat, jedenfalls keine rein analytische in gewöhnlichem 
Sinne des Wortes gewesen ist; es subsumiert sich dieselbe, ob auch nicht voll- 
ständig unter der modernen Mannigfaltigkeitslehre, deren Ursprung wohl auf 
Graßmann zurückzuführen ist, und welche in neuerer Zeit durch vereinigte Be- 
strebungen von Algebristen und Geometern eine so erfreuliche Entwickelung und 
Verbreitung gewonnen hat. — Ich hoffe im übrigen, daß es mir bald möglich sein 
wird, eine größere Arbeit über die von mir angewandte Methode zu veröffentlichen. 

2) Nach einiger Zeit wird diese Arbeit in umgearbeiteter Form in „Mathe- 
matischen Annalen“ erscheinen. Alsdann werde ich ausführlich auf die Be- 
ziehungen zwischen meinen Untersuchungen über Berührungstransformationen und 
verwandten Arbeiten von andern und insbesondere von Jacobi eingehen. 

3) Ich erinnere insbesondere daran, daß ich die Aufmerksamkeit darauf ge- 
richtet habe, daß jede Berührungstransformation im Plückerschen Sinne auf 
einem Wechsel des Raumelements oder auf der Einführung eines neuen Koordi- 
natensystems beruht. Auf diese fundamentale Bemerkung, die ein helles Licht 
über die ganze Theorie wirft, kann ich indes leider in dieser analytischen Ab- 
handlung nicht näher eingehen. 
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daß früher keine befriedigende Definition des Begriffs Berührungstrans- 
formation gegeben war, wie ja auch dieser Name von mir herrührt. 

Ehe ich den Begriff Berührungstransformation definiere, halte ich 
es für zweckmäßig, einige einfache geometrische Bemerkungen, welche 
naturgemäß auf diesen Begriff führen, vorauszuschicken. Dieselben be- 
ziehen sich zwar nur auf drei Dimensionen; sie ließen sich indes auf 
beliebig ausgedehnte Mannigfaltigkeiten anwenden. 

Wird der Cartesische Punktraum im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
einer Punkttransformation unterworfen, so gehen Flächen in Flächen, 
Flächen, die sich berühren, in ebensolche über. Freilich gibt es einige 
Ausnahmegebilde, die sich in anderer Weise transformieren; dieselben 
treten aber nur in begrenzter Zahl auf. Es gibt aber außer den 
Punkttransformationen noch andere Umformungen, die einen verwandten 
Charakter besitzen. So führt z. B. auch eine dualistische Transforma- 
tion im allgemeinen Flächen in Flächen, Flächen, die sich berühren, in 
ebensolche über. Hierbei ist indes zu bemerken, daß es unbegrenzt 
viele Flächen gibt, die Developpablen nämlich, die sich bei einer 
dualistischen Umformung nicht in Flächen, sondern in Kurven trans- 
formieren. 
| Es läßt sich beweisen, daß es außer den Punkttransfor- 
mationen eine ausgedehnte Kategorie Umformungen gibt, bei 
denen im allgemeinen Flächen in Flächen, Flächen, die sich 
berühren, in ebensolche übergehen. Bei einer jeden solchen 
Transformation, die keine Punkttransformation ist, treten 
"unbegrenzt viele Flächen auf, die sich in anderer Weise trans- 
formieren. 

Dies ist indes keine Definition der Berührungstransformationen 
des Raumes; wir haben ja nur wesentliche Eigenschaften derselben an- 
gegeben. | 

In früheren Abhandlungen stellte ich etwa folgende Definition [239 
auf: Sind die unabhängigen Variabeln z,, ..., x,, die Funktion derselben 
‘2 und die partiellen Derivierten von 2 hinsichtlich z,, ..., z,, die 
Pi, ---, P, heißen mögen, in solcher Weise mit einem entsprechenden 
_ Variabelnsysteme 2’, &,', -. ., %,5 Pi» ---, 2, verbunden, daß eine jede 

Größe [jeder] der beiden Reihen 


2, I, a Ts Pı> ee) PD. 
‚ ‚ ‚ ‚ ‚ 
2, dyyeen Un»Pıy + Pr 


sich durch Größen der andern Reihe ausdrücken läßt, dann nenne ich 


die betreffende Transformation eine Berührungstransformation. Diese 
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Definition ist indes nicht hinlänglich klar und außerdem nicht korrekt, | 
da sie implizite auf Voraussetzungen beruht, die nicht stattfinden. 

Ich ersetze daher diese Definition durch die folgende, die nach 
meiner Auffassung dem Wesen der Sache entspricht: 


Definieren 20 +1 Gleichungen: 


El (2, %, ++, I Dir »- Du): 

%; ge X,(& U Im Pr + Pr)» 

v,=F, (2, %y cn Im Pr + P,) Galant 

eine Transformation zwischen den Variabelnsystemen 3,2,,...,2 

2, Dh, und d,2,-.,%,0, xD, und gilt dabeı dıa Das 

dingungsgleichung: 
de’ — pn, da) —...—p,da, =o(de pda —...— 2,d%,), 


woo irgend eine Funktion von 3,2, ..., 2,,Pı> -- -, 2, bezeich- 
net, so soll unsere Transformation eine Berührungstransfor- 
mation heißen. 


Terminologie. Sind F und & Funktionen von 3,%,, ..., 2, Pi, 

.., P„, 50 schreibe ich wie gewöhnlich [F2] anstatt: 
SI jarjan | da) jdF | _dr\da 

De a 


t 
r 


Ebenso schreibe ich, wenn F und & Funktionen von 2,,...., p, Sind, 
(F2) anstatt: 


= dFde dran 
j 5 de; dx; an) 
ti=1 


Wünsche ich hervorzuheben, daß F und & als Funktionen von [240 
Dy sr &mı Par >, 2, betrachtet werden, schreibe ich (FA),,- 
Man weiß, daß die Pfaffsche Gleichung: 


X,da, +... + %,,d2,,= 0 
im allgemeinen auf einen Ausdruck mit » Gliedern (nicht mit weniger) 
Fafh +...+F,df, = 0 


reduziert werden kann. Nach Clebsch (Crelles Journal, Bd. 61) werden 
die Funktionen f definiert durch 4n(n + 1) Gleichungen, die ich mit 
folgenden Symbolen bezeichnen werde: 


()=0, (f2) == '{) (=1,..,n; k=1, Bm 
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$ 1. Bestimmung aller Berührungstransformationen. 


| In diesem Paragraphen gebe ich zwei, hinsichtlich der Form wesent- 
lich verschiedene, Bestimmungen aller Berührungstransformationen. Da- 
bei stütze ich mich auf die Theorie des Pfaffschen Problems, welche 
_ überhaupt nach meiner Auffassung bei Untersuchungen über partielle 
_ Differentialgleichungen erster Ordnung mehr in den Vordergrund zu 
stellen ist, als seit Cauchy und Jacobi gebräuchlich ist. Insbesondere 
_ möchte ich schon bei dieser Gelegenheit hervorheben, was aus meinen 
_ späteren Arbeiten noch klarer ersichtlich sein wird, daß die Pfaff- 
sche Auffassung des Problems: eine Gleichung 
i F(e,2, -.., eh 


zu integrieren, eine Allgemeinheit in dieser Theorie begründet, die in 
der gewöhnlichen Darstellung vollständig fehlt. Freilich scheint niemand 
auf diesen fundamentalen Vorzug der Pfaffschen Betrachtungsweise 
aufmerksam gewesen zu sein. 


1. Sei 
Kdr +... + Kg,r19%.4ı = 0 


_ ein vorgelegtes Pfaffsches Problem, dessen kanonische Form » +1 
_ (nicht weniger) Glieder enthält. Ist 
(du + Fdfa+... + af) —0 


eine gegebene solche Form, so ist es bekanntlich möglich, beliebig [241 
viele kanonische Formen 


B(dy,;ı + oO, dy, 7 en, + D,dy,) 

_ aufzufinden. Um nämlich in allgemeinster Weise die Gleichung 
At Fat... +F,a—o(ldp;ı+ Bdp, +... + 9,dp,) 
B identisch zu befriedigen, nimmt man q + 1 Gleiehungen 

Tg (> “+ Ia+ı> Pı> E» 2) Pa+1) Eid 0, 

7, (fı» + /a+1» Pır Pa+1) ine 0, 

a,(fı ey la+ıı Pırr 9 P241) = 0 

_ und bildet die Ausdrücke 

._ An, +ıhım, +...4+ Ram), da, +... + Au7) 








i df; Afy+ı 7 
D—_ Im tm +. tm), dm +... + hm) =hu.n) 
494 dgpy+ı 


_ Aus unseren 2rn + q+ 1 Gleichungen findet man nach Elimination 
2. 
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von den Größen A alle g und ® als Funktionen von fi, ». 


ee, 


n' 


> n+17 


2. Die Aufgabe: alle Berührungstransformationen zu bestimmen, 
kommt nach meiner Definition darauf hinaus, die Größen 7’, &', ..., 
NEW in allgemeinster Weise als Funktionen von z, & 

n»Pı>» **» Pu g 2, Kr Da 
zu bestimmen, so daß die Gleichung 


de —p da, —...—p, de, =o(de— pda, —...—p,da,) 


identisch stattfindet. Da nun z, &,, ..., &, Pi, ---, P, yon einander 
unabhängige Größen bezeichnen sollen, so ist es erlaubt, 


ds —- pda, — ...— 24x, 


als kanonische Form eines (2» + 1)-gliedrigen Pfaffschen Problems 
zu betrachten, und also gibt die obenstehende, bekannte Pfaffsche 
Theorie unmittelbar folgenden Satz: 


Eine jede Berührungstransformation kann in folgender Weise erhalten 


’ 


werden: Man nimmt q-+1 Gleichungen zwischen 2, %,,... Un 2 K 3 :.. Ip: 


2 
(4 4 IN 
DIE 0 re 
1A 8 4 
a, (2, 3}, oe A, Ally en ,)=V0, 
5 eng 


r 4 ‘ 
U Be Ile u) NO 





und setzt [242 
Ei dm +4m +... tum), dm +4 +...+%m) 
P: dı; ; dz 
(@=1,..4n). 
‚_ __Imthm ht. tm) dm thmer.. Ham) 
P: de, de 


Vermöge dieser 2n-+qg-+ 1 Gleichungen findet man nach Elimination 
von allen 1 die Größen 2’, &', .:., Zus Dis 2, als Funktionen von 
2, Ky =, Uns Pis =, 2, Die so erhaltenen 2n + 1 Gleichungen be- 
stimmen immer eine Berührungstransformation. 


Jacobi betrachtet auch alle diese Transformationen, und zwar 
stellt er die Behauptung auf, daß dieselben die allgemeinsten Umfor- 
mungen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung sind. Auf 
diese Behauptung Jacobis, deren Richtigkeit mir zweifelhaft oder 
jedenfalls nicht a priori einleuchtend scheint, werde ich bei einer spä- 
teren Gelegenheit zurückkommen. Es ist in der Tat gar nicht schwierig, 
die allgemeinste Transformation einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung anzugeben; es scheint mir indes zweifelhaft, ob diese 
Bestimmung sich mit der Jacobischen deckt.) 


1) Jacobi gibt im übrigen keine explizite Definition des Begriffs: allge- 
meinste Transformation einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
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2:08 
» ‚20 





3. Die eben gegebene Bestimmung aller Bimoitnasterien, 
tionen läßt, wenn ich nicht irre, hinsichtlich der Stringenz des Räson- 
_ nements nichts zu wünschen übrig. Die Form des Resultats leidet in- 
‘des insofern an einer sehr wichtigen Mißlichkeit, wie dieselbe, ob 
_ auch nur implizite, eine Klassifikation der Berührungstransformationen 
“ nach dem Werte der Zahl g einführt, und diese Klassifikation darf, so 
ist meine Auffassung, nur als eine unwesentliche betrachtet werden. 

{ Ich gebe daher eine neue allgemeine Methode, um beliebig viele 
- Berührungstransformationen aufzufinden. Würde man dieselbe in einem 
besonderen Falle anwenden, so wäre es freilich notwendig, außer Eli- 
; minationen und Differentiationen, welche Operationen allein bei der 
_ ersten Methode zur Anwendung kamen, zugleich gewisse Integrationen 
auszuführen. Wo es sich indes nur darum handelt, den Begriff [243 
festzustellen, ist dies vollständig unwesentlich. 

| Aus der Theorie des Pfaffschen Problems ist es bekannt, daß 
_ man, wenn ein Ausdruck 


KA +... + Ks li m 0 


auf einen (n + 1)-gliedrigen reduziert werden soll, in folgender Weise 
_ verfährt: Man nimmt eine beliebige Funktion p von &,, ..., Laynyı> 
_ eliminiert vermöge 


dp dp 
o9o=4d, dm, at tz, Mans = 0 
%g,,ı und dx,,,, und erhält so einen 2»-gliedrigen Ausdruck 


Xdr, +...+2%,,4%,=0, 


dessen Koeffizienten außer &,, ..., &, noch die Größe a enthalten. 
_ Die letzte Gleichung integriert man in der bekannten Weise: 


Dt +... + Didgi - 
ersetzt man sodann in 9%, ..., p@ die Größe a durch g, wobei Funk- 
tionen von &,, ..., 2g,,„, nämlich @,, ..., 9, hervorgehen, so kann 
‚der vorgelegte (2n + 1)-gliedrige Ausdruck die Form 
Bdpy+ B,dy, +...+ D,dy, = 0 


‘erhalten, wo ®, ®,,..., ®, in der bekannten Weise bestimmt wer- 
_ den. Hier sei nur zugefügt, daß 9%, ...., p% bekanntlich durch das 
_ Clebschesche Gleichungssystem (sieh den Schluß der Einleitung) 
(9))=0, ((py9) = 0 (@=1,..,n; k=1,...,n) 
definiert sind. 

4. Die Aufgabe: alle Berührungstransformationen zu bestimmen, 


_ kommt nach meiner Definition darauf hinaus, das Pfaffsche Problem 


de — pda, —...— 2,42, =, 
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welches schon auf eine kanonische Form gebracht ist, in allgemeinster 
Weise auf eine neue kanonische Form zu bringen. Zu diesem Zwecke 
können wir nach der vorangehenden Nummer in folgender Weise ver- 
fahren: 

Man wählt eine ganz beliebige Funktion H, von 2,2,, ...,p, [244 | 
und löst | 


H=a 
hinsichtlich p, auf: 
2, = fa 2 + Im Pr + Pa-ır Q). 
Man bringt die Gleichung 
de — pda, —---— m _14%,_1 fir, = 0 
auf die Form 
KiaHi+...+K,.dH, =, 
wo alle H durch die Clebscheschen Gleichungen (sieh die Einleitung) 
(Ha)=0, (Hi Hy) = 0 (=1,..4n; k=1,..,0) 
definiert sind. Diese letzten Gleichungen nehmen indes in unserem 
Falle, wie man sich leicht überzeugt, die Form an 
Ir, Hr] =(, [2% A] = (0 Gel. deu 
Daraus folgt aber, daß die Größen H, (das heißt diejenigen Funktionen 


Von 2, & ::-, P,, die hervorgehen, wenn in H; die Größe a durch A, 
ersetzt wird) durch das folgende Gleichungssystem | 


[A,H,] zue 0 a (=0,1,..,n; k=0,1,..un) 


definiert sind.‘) Sind Funktionen H,, H,, ..., H,„ gefunden, welche 
paarweise diese Relation befriedigen, so ist es also möglich, die 
Gleichung 


de— pda, —...—n,da,=o(dH, + KkdaH, +...+K,dH,) 


identisch zu befriedigen; die Größen oe, K,, ..., K, werden bestimmt 
durch die Gleichungen 


(rm +.. +) = 


dz n- de 

adH, dH, en) Kee: 
9) Fr + K, de, - gan - K, de, = P;; 

dH Eee ad: a 
_ = -- K, dp, — ee E= RB = 0 (d=1y..4n). 


1) Laß mich beiläufig darauf aufmerksam machen, daß hiermit eine neue 
formale Behandlung des indeterminierten Falles des Pfaffschen Problems ange- 
deutet ist. j | 


a kenne a in an nn 20, 





- stattfinden.') 
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Sehr wichtig ist es, daß, während man inı allgemeinen boi [245 
der Bestimmung von Funktionen H,, H,, ..., H,, welche paarweise 


[H,H,] = 0 
geben, die Forderung stellt, daß keine Relation der Form 
x(H,, H,,:-., Hu & %,, 0) = 0 
stattfindet, so ist dies für mich ganz unwesentlich; nur darf natür- 
licherweise keine Relation 


x(H,, Hy... H,)=0 


Hiermit haben wir in stringenter und allgemeingültiger 
Weise bewiesen, daß, wenn die Gleichung 


dZ— PdX, —...— P,daX, = og (de — pda, —...— 2, 4%,) 
identisch stattfinden soll, so sind Z, X,, :.., X,, als Funk- 


n) 
tionen von % &yy +: Im Pi»: 2, aufgefaßt, nur folgenden 
Bedingungen unterworfen: sie müssen von einander unab- 
hängige Funktionen sein, welche den Relationen 
IZX,]= 0, [X,X]=0 Gel..,n;kel...n) 

genügen. 

Dies kann nach dem Obenstehenden auch folgendermaßen ausge- 
sprochen werden: 


Sollen die Gleichungen 
2 — Z, 2; = X, (=1,-:48), 


i i £ 
indenen Zundalle X, [unabhängige] Funktionen von 3,%,,...,, 


bezeichnen, eine Berührungstransformation bestimmen, so ist 
dazu notwendig und hinreichend, daß 





[ZX,] = 0, [X,X,] —=( (=1..,n; k=l,.un). 

Die entsprechenden Gleichungen 
se 2, = P;x(& %, ---» Pu) ns 
1) Die allgemeine Möglichkeit, Systeme H,, H,, .. ., H, aufzufinden, deren 


Glieder paarweise [H,H,] = 0 geben, beruht auf folgendem Satz, der ohne die 
gewöhnliche Beschränkung gilt: 


Sind H,,..., H, [unabhängige] Funktionen von 2,%, ,.- +» p}, welche paarweise 
[#;H,]= 0 geben, so bilden 
[aHM=0 ... [IH = 


ein vollstündiges System. 
Man beweist unseren Satz, indem man [4,H]= 4A,(H) setzt und darnach 
den Ausdruck A,;A; — 4,4; bildet. 


104. es IR. Zur analytischen Theorie der B.-T. Christ. Forh. 1873 


“werden gefunden, “indem man in der bekannten Weise [246 
Funktionen P, sucht, welche die Gleichung 
dZ— P,daX,—...— P,daX, = o(d2— pda, —...—P,dx,) 


zu einer identischen machen. 
Wird eine Berührungstransformation durch g+ 1 Gleichungen 
zwischen 2, %, - -., 25 25 13», %, definiert, 
(A) n1=0, I,=(0, .., I,=0, 
so findet man (sieh $ 1, Nr. 2) die entsprechenden Gleichungen 
(B) 2= 28 2,-.-, Dh BF X: 2) Fi 


durch Differentiation und Elimination. Wird umgekehrt eine Berüh- 
rungstransformation durch ein Gleichungssystem (B) definiert, so findet 
man das entsprechende System (A) durch Elimination der Größen p. 


$ 2. Berührungstransformationen, welche 
Funktionen von &i, . . ., 9" in Funktionen von &%ı, .. ., 9. überführen. 


Ich werde die Existenz einer sehr wichtigen Kategorie Berüh- 
rungstransformationen nachweisen. Die charakteristische Eigenschaft 
derselben besteht darin, daß sie Funktionen von &,,...., p, in Funk- 
tionen von &,, ..., P,„ überführen. Sind also 


“=Z, =X, 9, =P,;, @=1...n 


die Gleichungen der Transformation, so enthalten, die Größen X, und 
P, gar nicht z, sondern nur x,,...., 2, In den beiden ersten Num- 
mern gebe ich zwei verschiedene Methoden, um beliebig viele solche 
Transformationen aufzufinden. In der letzten Nummer zeige ich, daß 
beide Methoden in dem Sinne allgemein sind, daß man sowohl ver- 
möge der einen wie vermöge der anderen eine jede Berührungstrans- 
formation der besprochenen Art erhalten kann. 

In dem vorangehenden Paragraphen sahen wir, daß die Bestim- 
mung aller Berührungstransformationen unmittelbar aus der Theorie 
des indeterminierten Falles bei dem Pfaffschen Probleme folgte. Es 
ist leicht zu sehen, wie ich bei einer späteren Gelegenheit etwas näher 
ausführen werde, daß die Entwickelungen dieses Paragraphen in ge- 
nauem Zusammenhange mit derjenigen Theorie des determinierten [247 
Falles stehen, die von Clebsch (Ürelle, Bd. 61) herrührt. 

5. Es seien vorgelegt g + 1 Gleichungen zwischen 2, 2, »--, Ip» 
Es: 0, die in der bekannten Weise eine Berührungstransfor- 
mation definieren. Enthalten unsere Gleichungen 2’ und z nur in der 
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Kombination z#° — Az (A bezeichnet eine Konstante), so können sie die 
Form 

!—- A=-n, m=),..,%,=0 
erhalten, wo z’ und z nur auf der linken Seite der ersten Gleichung 
vorkommen.. Die Gleichungen unserer Transformation erhält man, in- 
dem man zwischen den obenstehenden Gleichungen und 


__ da da, dx 
Agent ı er 
, da dr, dx, 


pP; - 7. th u he da, 


die notwendigen Eliminationen ausführt. Nun ist es klar, daß man 
Ausdrücke für @, und p, berechnen kann, ohne die Gleichung 2 — Az =xr 


"zu benutzen, und also werden z,/ und p, Funktionen von &, ..., Da 


Hinterher findet man durch Einsetzung in 2? — Az —x: 
2’ — Az dl, 5 Im Pu eco P.)- 


. ® a » ’ ' ’ 
Eine Zahl Gleichungen zwischen 2, %,, ++, En Ay Yyy vr Im 
in denen # und z nur in der Kombination #7— Az auftreten, 


‚definieren eine Berührungstransformation, die sich analytisch 
‚durch Gleichungen der folgenden Form ausdrückt: 


"A: +0, =X, un» 2 ER REN 


Hier ist A eine Konstante, ®, X, und P, Funktionen von 
5... 2,. Unsere Transformation besitzt offenbar die Eigen- 
schaft, Funktionen von 2, .-», 2, PP, ja Funktionen 
Bon 2,, .- 5 An Pıs +: > Pr überzuführen. 


Derartige Transformationen nenne ich zuweilen der Kürze 


wegen: Transformationen zwischen %&, p. 


6. Die eben gegebene Methode zur Auffindung von Berührungs- 


 transformationen zwischen x, p leidet an der Mißlichkeit, eine dem 
Wesen der Sache fremdartige Klassifikation nach dem Werte der Zahl 
_q einzuführen. Dies ist nicht mit der folgenden Methode der Fall; [248 
im übrigen haben beide Methoden ihre selbständige Berechtigung. 


Zuerst muß ich einen Hilfssatz vorausschicken: 
Hilfssatz. Sind X,,..., X, [unabhängige] Funktionen von %,, - ++, Zu 


p rd Me paarweise (X, X,) = 0 genügen, so gibt es unter den 


Lösungen des vollständigen Systems (- Nr. 4, Anmerkung unter S. 103): 
[xX,r]-09, .:+ ,#]-0 

einige, welche die Frm F=Az+ II besitzen. Hier ist A eine Konstante 

und II eine Funktion vn &, :*:, P.- 


re nn Bun Zn N er dr ee 
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Unser Satz kommt darauf hinaus, daß die Gleichungen 
> dF 
(1) Dr 
gemeinsame Lösungen besitzen. Um dies nachzuweisen, versuchen wir, 
eine solehe Funktion ® von F, 2, %,, ...,2,, zu finden, daß, wenn 
man die Gleichung 





© — Üonst. 


hinsichtlich F auflöst, so erhält man eine Funktion von 2, &,, :: . Das 
welche den Relationen (1) genügt. Es zeigt sich, daß ® durch fol- 
gende Gleichungen 

d® d® 


bestimmt ist, und dieselben bilden ein vollständiges System, da jedes- 
mal zwei beliebige unter ihnen ein solches System bilden.') 


Satz. Kennt man n [unabhängige] Funktionen X,,..., X, von [249 
Zur +: Im Pır =» 2, welche paarweise (X,X,) = 0 geben, so ist es 
nach dem Obenstehenden möglich, eine Funktion Az + II(&,, ..., 2,) zu 
finden, welche allen Gleichungen 


[X,A2+ I] =0 @=h.nn) 





1) Hier möge der folgende Satz seinen Platz finden. Derselbe kommt zur 
Anwendung in $4. [Nr. 12, S. 117]. 
Hilfssatz. Kennt man unter den Lösungen des vollständigen Systems 
=0, .., [7 >=0 
eine, welche die Form A,2-+ Il(&,, . - -,2„) besitzt, so ist, 


Ast BUO+RH, er, 
1 


wo & eine arbiträre Funktion bezeichnet, eine allgemeinere solche Lösung, und zwar 
die allgemeinste von der besprochenen Form. 


Man erkennt sogleich, daß A,2+ T I1+82(X,,..., X,„) eine Lösung unseres 
vollständigen Systems ist; daß sie die allgemeinste jener Form ist, läßt sich fol- 
gendermaßen einsehen: 
Seien 
F=42+1,,:.:2.) =4Ae+ Ik(&,-.20) 
zwei Lösungen der besprochenen Form; alsdann ist auch A, F}\— 4A, F, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, A, II, — A,II, eine solche. Aber eine jede Funktion 
von &, --:, 2„, die unseren Gleichungen genügt, läßt sich ausdrücken durch 
Be no u 
AIR —-ANL=8&X,, .:., X,) 
oder 


A 1 
LEE E16 HE2Ee OR 


woraus sogleich die Richtigkeit unserer Behauptung hervorgeht. 
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| genügt. Alsdann ist es bekanntlich auch möglich, die Gleichung 
d(Az+ 1) — P,dX, —...— P,dX, = o(de— mp dx —...— P„4%,) 
| identisch gu befriedigen, und zwar werden alle P, Funktionen von &,, .-:, Pr 
| Infolgedessen besitzt die entsprechende Berührungstransformation 
=-As+ DO, %y =X, m=H: . eh...) 
die charakteristische Eigenschaft, Funktionen von &,', . - », p, in Funktionen 
von Ay, - +, 2, Überzuführen. 
Denn, soll die Gleichung 

d(A2+ II) — PdX, —...— P,daX,=o(de— pda, —...—P,4%,) 
identisch stattfinden, so muß, da z nicht in den Funktionen II, X,,..., re 
vorkommt, 


A=o 
und 
dH ax, ES 
RENT er rg Ap; 
du ax, a: R 
dp 1 dp, ai er = (0 G@=l...,n) 


Vermöge der letzten 2» Gleichungen findet man alle P,, die offenbar nur 
von &%, ..-, P„ abhängen. 


7. Eliminiert man zwischen 


z=4:4+1, %=X, del...n), 
(X,X,) SE 0, [Az u, X;| == 0, 


die Größen 94, -- , P,, 50 findet man eine oder mehrere Glei- [250 
chungen zwischen 2, 2, ..., &, 27, Zur + x', welche bekanntlich 
auch unsere Transformation völlig definieren. In denselben kommen 4 
und z offenbar nur in der Kombination z2’— Az vor, und also gibt die 
Methode der vorangehenden Nummer keine Berührungstransformation 
zwischen &, p, die nicht zugleich durch die Methode der Nr. 5 er- 
halten werden könnte. Andererseits ist es klar (vgl. den Satz in Nr. 5), 
daß die erste Methode keine Transformation gibt, die nicht zugleich 
durch die zweite erhalten werden könnte. Also decken unsere Me- 
thoden einander vollständig; ihr Unterschied ist nur formal. 

Wir werden nun beweisen, daß unsere beiden Methoden eine jede 
Berührungstransformation zwischen &, p geben. 

Die Aufgabe, die allgemeinste Berührungstransformation zwischen 
x, p aufzufinden, kommt darauf hinaus, die Groben 2.%,., 2. 8, 
..., P, in allgemeinster Weise zu bestimmen, so daß die Gleichung 


dZ— P.dX, —...— P,4X, = o(de — n, dz, —... — 2, 4%,) 
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identisch stattfindet, und dabei alle X, und P, nur von &,,...., p, ab- | 
hängen. Durch Entwickelung nimmt unsere Bedingungsgleichung die 
Form 


Ude + IV,.da, + IW,dp,= o(de— p,da, —...— p,de,), 














wo 
dZ 
U- 
gr dx, ax, 
ae 
602 dX, dX, 
Also löst unsere Gleichung sich in folgende Systeme auf: 
Ba 
u.» 
dz dx, 0%, = BE 
nr: 9 Fre ni a DD, a 
dz dx, ax, nn 
dp, P, Pr E. dp; = (0) (N 


Die n letzten Gleichungen zeigen, daß die Differentialquotienten 


det 02 nur von 2%, ..., 2, abhängen, und also hat Z die Form 


dp, yore dp, 
Z=E 262,242 )34.2,00,0..,0 [251 
Es handelt sich darum, Z, zu bestimmen. 


Die übrigen Gleichungen, denen Z genügen soll, nehmen nun die 
Form 


42, _ 
IP Bu 2; 
aA. dZ 
92, I _ ER 
de, ' da, >? da, P; Ir un 
24 
Also kommt : 
zn 
dz, 020 ar az nr 
ae De. en 
“1 


wo die rechte Seite gar nicht z enthält. Durch Differentiation hin- 
sichtlich 2 finden wir also 


d /(dZ, d /dZ, a 
tele) Mr 

welche Gleichung, da Z, nicht », enthält, sich in die beiden auflöst 
aaa... . 
dz, (72) =0 @=1,..,0) 
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"Durch Integration kommt (da Z, nicht 91, -::» Pa enthalten darf) 


az; ° 


d2 
gleich einer Konstanten und also 
Z,=4A:+X, 
wo X jedenfalls nicht z enthält. Erinnern wir nun, daß 
Z= Z + Zla 1 Pa) 


so ist hiermit bewiesen, daß Z die Form Az + Il(&,, ..., P„) besitzen 
muß. Im ersten Paragraphen [Nr. 4, 8. 103] sahen wir aber, daß, wenn 


g=A:+ I, u =X, (G=1,..un) 
eine Berührungstransformation definieren sollen, so muß 
(X,X)=0, [42+7J, X,] = 0 @=1,..,n; k=1,..4n. 


Es ist also bewiesen, daß die Methode der vorangehenden Nummer und 


also zugleich diejenige in Nr. 5 eine jede Berührungstransformation 
zwischen x, p geben. 


Endlich resumiere ich den Inhalt dieses Paragraphen: 


Es giebt eine ausgedehnte Kategorie Berührungs- [252 


_transformationen, welche die charakteristische Eigenschaft 
| besitzen, Funktionen von &,...,%, Pi, ---, 2, In Funktionen 
von 2, 2:5 Enı Pır > Pr überzuführen. Alle derartigen Trans- 
_ formationen besitzen die Form 


2’ = Az + Ill, :- 2)» %,=X, 2, =P, G-1,.4R%), 


_ wo Aeine Konstante ist. Gleichungen zwischen 2, &,, ..., %,; 


[4 # " 
Ber,::, © 


' welehe 2’ und z nur in der Kombination 2’ — A3 


n) 


_ enthalten, bestimmen immer eine solche Transformation. An- 
_ dererseits kann man auch behaupten, daß, wenn X,,..., X,, II 


j 


Mn ET 1 KETTE ee Rt Be Er a er. 


Funktionen von &,,...., ?, Sind, welehe den Relationen 
(X,X)=0, [42 +17 X]=0 Ge 
genügen, so gehört die Berührungstransformation 
‘=4:+ I, ,/=X, Geh. n 


immer zu der besprochenen Kategorie. 
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$s 3. Analytische Merkmale der besprochenen Kategorie 
Berührungstransformationen. 


Definieren die Gleichungen 
#=Z, u=X, v,=P, 


ı 

eine Berührungstransformation, welche Funktionen von &,', ...., p, in 
Funktionen von &%,, ..., 2, überführt, so genügen alle X und P ge- 
wissen charakteristischen Relationen, die nun erforscht werden sollen. 


8. Ich erledige zuerst folgende Aufgabe: Ich setze voraus, daß X, 
und P, gegebene Funktionen von &,, ..., P, Sind, und daß. es mög- 
lich ist, eine solche Funktion Az + II(&,, ..., p,) zu finden, daß 

= Az+ II, 0, =X, 2 =P, 
eine Berührungstransformation definieren. Es wird gefordert, die Kon- 
stante A und die Funktion II in allgemeinster Weise zu bestimmen. 
Es wird sich zeigen, daß A völlig und II bis auf eine additive Konstante 


durch die gegebenen Funktionen X, und P, bestimmt sind. 
Die identisch stattfindende Gleichung 


d(A2+ I — P,aX,—...-P,dX, = olde— pda, —...—p,dx,) [253 
gibt 0 = A 
und reduziert sich folglich auf 

AI — Pax, —...=—- Apda, +:..). 


Diese Bedingungsgleichung löst sich in die folgenden auf: 


woraus durch Differentiation bezüglich hinsichtlich p, und z, 


kn 
d>II nn a’ X, ae) 
ap.da, (Prapas tan am) A 
k=zn 


en _S'(p, 2%, a2 as) 
da;dp; kaz,dp, da, dp] ' 


Durch Vergleichung kommt 
a >48 aD, ad, N 


k=i1 


=MW.. 


° 


de; ap; = dp; da; 
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Wir sehen also, daß die Konstante A durch X, und P, völlig be- 
stimmt ist; (die eben gefundene Relation läßt sich auch auffassen als 
eine Bedingungsgleichung, welche die Funktionen X, und P, befriedigen 
müssen). 


II genügt den Gleichungen 





| woraus ; 
dIT= M,dx, +... + M,de, + N,dp, +... + N,dp, 


_ und durch Integration 


= [(M,da, +... + N,dp,) + Const. 


/ 


| Die Größen X, und P, bestimmen also II bis auf eine additive 
_ Konstante, die arbiträr sein muß, da II in der ursprünglichen Bedin- 
 gungsgleichung 
| d(A2+M)— Pax, —...=o(de— pda, —...) [254 
nur als Differential auftritt. 
Hiermit ist folgender Satz erwiesen: 
Sind X, X, Pi, - - -; P, gegebene Funktionen von 24,.- > Pa 
und ist es möglich, die Gleichung 
dZ— PadX, —...— P,dX, = o(dz - pda, —-- . — p,%,) 
identisch zu befriedigen, so kann dies wesentlich nur auf eine Weise ge- 
schehen. Nach dem vorangehenden Paragraphen muß Z die Form 
 As+Il(e,,...., P,) besitzen. Die Konstante A genügt der Gleichung 


k=n 
a > an =) 
u de; dp; ap; da,) 
k=1 


Die Funktion IT wird auch bestimmt durch X, und P, bis auf eine ad- 
ditive Konstante, die unbestimmt bleibt. 





Dies läßt sich auch so aussprechen: 
Sind X, und P, Funktionen von x, ..-, P,, und definieren sowohl 


’=M, 2, =X, 9, =P,; Be 


wie 
!=-N, ,=X, 9, =P, 4. 0 


° 
Berührungstransformationen, so muß M— N eine Konstante sein. 


9. In dieser Nummer entwickeln wir gewisse charakteristische Re- 
lationen, welche zwischen den Funktionen X, und P; stattfinden. 
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’ 


Hilfssatz. Es seien &ı und &: Funktionen von 2,2, .::., Pn 
welche 


| 
| 
| 
| 


[© Ds y kam Ö 


genügen. Führt eine ganz beliebige Berührungstransformation zwischen 
2,21, ..., 2m und 2,21, ..., Pu unsere Funktionen bezüglich in oı und 
@, über, so verschwindet auch der Ausdruck [o, @g]rr- 
Denn wenn 
[®; 8: pr 0, 


so ist es immer möglich (8. 103 Anmerkung), solche weitere Funk- 


tionen @,, ..., @,,ı von 2',%, ..., 2, zu finden, daß immer 
(9, 0,12, —= () @=1l..,n+1; k=1..„n+l) 
Alsdann ($ 1, Nr. 4) gilt eine Gleichung der Form 
[4 [4 ’ ’ [£ ' 14 ’ 1 & 
de’ — pda, —...-— 2,4, = do, +:-- + 2,4140, 41- 


Auf diese Gleichung führen wir unsere Berührungstransformation aus. [255 
Rechts und links erhalten wir (n + 1)-gliedrige Ausdrücke, deren Glie- 
der Funktionen von 2,%,, ..., 2, Sind. Nach der Definition der Be- 
rührungstransformationen geht aber 
de’ — pda) —...—p,de, in old — pda —...) 
über, und also besitzt die transformierte Gleichung folgende Form: 
(B) olde—pdn —...—2,de,) = Udo, +-..-+ 4140,40 
wo alle 2, und o, diejenigen Funktionen von 3%, ..., 2, Sind, in 
welche unsere Berührungstransformation alle 2, und ®, überführt. 
Wir wissen aber ($ 1, Nr. 4), daß, wenn o,, ..., ®,,, solche Funktionen 
von 2,2%, ..-, P, Sind, daß eine Gleichung der Form (B) stattfindet, 
so muß immer 
[9;@; |.) == D; 
und also verschwindet insbesondere [®,@,],,, was behauptet wurde. 
Satz. Definieren die Gleichungen 


i=2 u=X, 2=HP, ER RR 
eine Berührungstransformation, so gelten die Relationen 
[7X] > [X%,X,] F2 [X,P;] > [P;P;] -\. 
Die beiden Relationen 
[ZX]=0, [X,X]=0 
wurden schon im ersten Paragraphen bewiesen. Die Relation 
[X,P klep 0 


Er Tre Er a a eg 
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folgt daraus (sieh den vorangehenden Satz), daß 

[2; Pre sg 0, 
und daß unsere Berührungstransformation die Funktionen x’, p' bezüg- 
lich in X und P überführt. Ebenso muß 


[Euler => 0, 
da 
IP: Pıley — 9: 
Satz. Sind X, und P, Funktionen von &, :.-, P„, und definieren 
(sieh $ 2) 
@=4:e+ N, %=X, 9,=P, Gl. 


eine Berührungstransformation zwischen x, p, so muß 
(PX)= (BB) =+--= (PX) = 4 
Hier ist A diejenige Konstante, die in der Gleichung 2’ = Az + II auftritt. 
Seien F’ und & zwei Funktionen von &,...,2,, und F [256 
und 2 diejenigen Funktionen von &%, -.., P,, in welche unsere Be- 


rührungstransformation dieselben überführt. Nun müssen nach einem 
früheren Satze die beiden Relationen 


(FR)p Zu 0, (FR),, zu 0 


gleichzeitig stattfinden. Durch Entwickelung findet man aber mit Be- 
rücksichtigung von 


(de Pr) = 0) 


daß 
—uardas drdzx 
(F&%).n - lan; de ae =) (Di%)2p 
i=1 
während 
own 


BT dF'’d® dar’d2 
EN Dar a” a a) 


- 


Diese Ausdrücke sollen gleichzeitig verschwinden, und dies kann nur 
geschehen, wenn 


i=n 
1 
(@) (p1%, zp har (P2%3 zp er Arne n DACH 
: i=1 


Wir müssen ferner beweisen, daß (p,x/),, gleich A ist. Dies 
kann in folgender Weise geschehen. Früher [$ 3, Nr.8, 5. 110] fanden wir 


{en 


Be an 
la a he 


i= 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 8 
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also k=n 
1 
AD 
k=1 
Es ist aber 
k=n 
1 1 vi: 
- DW; 7 > %, )ap 
k=1 
also 


1 DT 
an = > ®, %. )ap 
woraus mit Berücksichtigung von («) 


(Di %ı Ver Si (Pe &g )zp =...=4, 
was behauptet wurde. 

Endlich halte ich es für zweckmäßig, an einem einfachen Beispiel 
nachzuweisen, daß die Konstante A einen beliebigen Wert haben kann. 
Die Gleichungen 

ff =As, u, ; =Ap, Meho.n [257 


[2 


definieren offenbar eine Berührungstransformation der besonderen Art, 
die man Punkttransformation nennt. Hier ist 


(B; % )zp ar 4, 
wo A die in dem betreffenden Falle gewählte Konstante bezeichnet. 


10. In früheren Sätzen stellten wir gewisse Relationen auf, die 


zwischen X,, ...., P,„ stattfinden müssen, wenn 
ft 


!=As+I, =X, Mn-P, (=1,...,n) 


eine Berührungstransformation zwischen x, p definieren sollen; nun 
werden wir zeigen, daß diese notwendigen Relationen auch vollständig 
charakteristisch sind. 


Satz. Sind X,,..., X 
welche den Relationen 
(X,X«) er (X, P,) 37 (P,P) =(0, 
BI) 0 DA | 
gleich einer Konstanten genügen, so ist es immer möglich, und zwar 
wesentlich nur in einziger Weise, die Gleichung 


P;, -.., P, Funktionen von &, .. ., Da 


n? 


dF— PdX, —...— P,dX, = Alde pda, —... — 2,4%,) 
identisch zu befriedigen. Alsdann definieren 
!=-F, y=-X,2=P, (@=1,...,n) 


eine Berührungstransformation zwischen %, p. 
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Wir suchen eine Funktion Az + P(x,,..., ?2,), welche allen Re- 


_ lationen 


[X,A42+ ?]=0 (el..,n 


genügt, und bestimmen sodann, wie früher, solche Funktionen IZ,, ..., II, 


VON %, 5 2,, daß die Gleichung 


Funktionen als P,,...., P,. 


KAz+ P)— ILdX, —...— II,dX, = Alds — pda, —...— 2,d,) 


identisch stattfindet; im allgemeinen werden hierbei II,, ..., II, andere 


n 


Es gelten nun (Nr. 9) die Relationen 
(X,11,) =0, 1,X)=4, 


| und wir haben ferner vorausgesetzt, daß 


Akne: tere Se ba 0er "Ve er bu 





(X,P,) =0, (P,X,) = 4; 
also kommt 
IE Pie P)=I, Au - P)=9, [258 
woraus I,— P,=W,(X,, :--, X,) oder 


PR = MEWIX,-:3 4): 
Nun ist 
(Br)-0 
oder 
(11; Mm, II, 2: W,) SZ d; 


woraus durch Berücksichtigung bekannter Relationen 





aW; _dW; 
ax 7 URN 
und also 
AR.) 
er > 
und 
an 1 | 
eh ba 


Schreiben wir nun die identische Gleichung 


d(As + %) — III,dX, = Aldz — pda, —... — P,d,) 
in der äquivalenten Form 
d(As+ #—- F)— (IM, — Iz)AX, Sa ne), 
so finden wir durch Einführung der Größen P_ 
dA + P—- F)—-DIP,dX, = Ald - pda, —...), 
und also ist es uns gelungen, eine solche Funktion Z zu finden, dab 


dZ—-DP,dX, = Alde - pda —...) 
8*+ 
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identisch stattfindet. Nach dem Satze in Nr. 8 [am Schlusse] ist 
Ag + ®@— F-+ Const. 


eine allgemeinere solche Funktion, und zwar die allgemeinste. 


Sind 23... 2,7, 52 Pimklonen von 22,12, 9, 
und definieren 
d=2, u =X, 9, =P, (d=1,.;" 
eine Berührungstransformation, so gelten folgende charakteristi- [259 
sche Relationen, die ich in meiner Annalenabhandlung beweisen und 
näher entwickeln werde, 


[7X] En OD; [X%,X,] Fu IX, P,] = [P,P,] —=(. 
IX, P] = [%,P;] ze = |X,P,]. 
[ZP.]= P;[X,P)- 
Diese Relationen spielen im übrigen eine fundamentale Rolle in 
der Theorie des indeterminierten Falles bei dem Pfaffschen Problem. 


$ 4. Homogene Berührungstransformationen. 


Es gibt, wie ich nun zeigen werde, eine ausgedehnte Kategorie 
Berührungstransformationen zwischen x,p, welche die charakteristische 
Eigenschaft besitzen, Funktionen von &//, ..., 2,, die hinsichtlich der 
Differentialquotienten homogen sind, in ebensolche Funktionen von 
&y -.., P, von derselben Dimension überzuführen. Ich bestimme alle 
Transformationen dieser Art. s 

Die Wichtigkeit dieser neuen Theorie liegt darin, daß sie sich 
für eine gewisse Auffassung mit der allgemeinen Theorie der Be- 
rührungstransformationen vollständig deckt, ob sie sich gleich für eine 
andere Auffassung unter derselben subsumiert. Bei einer späteren (@e- 
legenheit werde ich hierauf näher eingehen. 

Der Kürze wegen sage ich statt „Funktion von &,, ..., P,, die 
hinsichtlich der Differentialquotienten homogen ist“, nur homogene 
Funktion. Die besprochenen Transformationen sollen homogene Be- 
rührungstransformationen heißen. 


11. Satz. Sind X,, X,, ..., X, unabhängige homogene Funktionen 
nullter Dimension, welche paarweise (X,X,) = 0 geben, so ist es möglich, 
die Gleichung 

dZ=-PdX, —..: - P.daX, m Aldı - 2,45 7.) 
in solcher Weise zu befriedigen, daß alle P homogene Funktionen erster 
Dimension sind. Die Berührungstransformation 
mL nei, pn »P, (=1,..,n) 


ES Ve ru 
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besitzt dann die charakteristische Eigenschaft, homogene Funktionen in 
homogene Funktionen derselben Dimension überzuführen. 


Da alle X, homogene Funktionen nullter Dimension sind, so [260 
gelten die Gleichungen 


dx, 2. 


Iran | — = = ... 
Pı dp, Da 0 : (=, un) 


die offenbar in der Form 
[zX,] = 0 Kra...m 


geschrieben werden können. Nun gelten zugleich nach unserer Vor- 
aussetzung 





EX.X; me 0 @=1, ..,n), 
und also ist es möglich ($ 1, Nr. 4), die Gleichung 
da— P,dX, —...— P,aX, = de — pda, — ... — 2,dR, 
identisch zu befriedigen. Die Größen P, werden bestimmt durch 
ax, BI 
er +...+P, ee 2 
IR a 


und sind also offenbar homogene Funktionen erster Dimension. 
Führen wir nun die Berührungstransformation 
‘=3, 2; = X, 2, =P, @=1,..,n) 
auf irgend eine homogene Funktion s-ter Dimension 
/d 4 ’ [4 
Hia,, ee) %,,Pı> 2 P.) 
aus, so kommt durch Vertauschung der homogenen Größen bezüglich 
nullter und erster Dimension &/ und p/ mit X, und P,, welche auch 
homogen von nullter und erster Dimension sind, die Funktion 


. 7 
H(X,, ae ı X, 7; rk? 2, 
die offenbar homogen von s-terDimension sein muß. 


12. In dieser Nummer bestimme ich endlich alle homogenen Be- 
rührungstransformationen. 

Seien X,,...., X, [unabhängige] homogene Funktionen nullter 
Dimension von &,,..., ?,, welehe paarweise (X,X,) = 0 geben; in der 
vorangehenden Nummer sahen wir, daß 

2X] = 0, 22%, [?X,] N, 
und also ist ($ 2, Nr. 6, Anmerkung) 
42 + IHR, .--., Au) 


wo A eine Konstante und IT eine arbiträre Funktion bezeichnet, die 
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allgemeinste Funktion der Form Az + II(x,,...., p,), welche allen [261 
Relationen 
[42+11,X,)]=0 
genügt. 
Man soll nun II in allgemeinster Weise bestimmen, so daß die 


Gleichungen 
‘=4A:+ N, &%/=X, 


eine homogene Berührungstransformation definieren. 
Die identisch stattfindende Gleichung 


d(Az+ II) — PaX, —...— P,aX, = A(dz— pda, —...— 2,4%,) 
gibt 
k=n 
dX 
en —- Ap, + IP, ER 
k=1 


ax, 
3 EZ, dp, ' 


Es zeigt sich also durch Betrachtung der rechten Seiten unserer Glei- 
chungen, daß ie eine homogene Funktion erster Dimension und ri 
eine homogene Funktion nullter Dimension sein muß. Nun ist aber 
II eine Funktion nullter Dimension, woraus folgt, daß EH von nullter, 


de, 
all dII 


7, von (— 1)-ter Dimension ist. Hieraus folgt, daß, TE und 25; gleich 
Null sind, und also /I/ eine Konstante ist. 

Dies gibt den Satz: 

Eine jede homogene Berührungstransformation kann in der Weise 
erhalten werden, daß man n [unabhängige] homogene Funktionen nullter 


Dimension X,, ..., X, nimmt, welche paarweise 


(X, X,) = (0 
geben; alsdann bestimmen die Gleichungen 
2 = Az + BD; X, 4=-1,20n) 


eine homogene Berührungstransformation. Hier sind A und B arbiträre 
Konstanten. 
Eliminiert man zwischen 
2=A:+B, ı,=X, [262 
die Größen p,, - - -, P,, so kommen Gleichungen der Form 


KaAstB Eu... 20,0, tee, 
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j Umgekehrt sieht man leicht ein, daß Gleichungen dieser Form immer 
_ eine homogene Berührungstransformation bestimmen. 
Endlich sei folgender evidenter Satz ausgesprochen. 


Sind X, .::, X,» Pi> ---, P, homogene Funktionen bezüglich nullter 


und erster Dimension, zwischen denen folgende Relationen stattfinden 
(X, X,) (X,P,) as (P, P,) = (0) 


N ee 
so bestimmen die Gleichungen 
!=Az+B, 4, = AR Y = ®, @al,:...,n) 


eine homogene Beriührungstransformation. 


X. 


Über eine Verbesserung der Jacobi-Mayerschen [es 
Integrationsmethode.') 
Von SoPHus Lie. 
(Eingeliefert im August 1873.) 
Christ. Forh., Aar 1873, 3. 282—288. Christiania 1874. 
Die neue Jacobische Methode wie auch die Jacobi-Weilersche 


und die Jacobi-Mayersche Methode beruhen darauf, daß, wenn n 
Funktionen F},..., #, von 2, -.., In Pıs -- -, P, paarweise 


Be) 
geben, und es dabei möglich ist, die Gleichungen 
(1) F, 4, , F,=4, 


hinsichtlich der Differentialquotienten 9,, .. ., p, aufzulösen, eine jede 
unter den obenstehenden Gleichungen sich integrieren läßt. 

Die Forderung, daß das Gleichungssystem (1) sich auflösen lassen 
soll, verursacht bekanntlich gewisse Schwierigkeiten, welche freilich 
Jacobi reduziert, jedoch nicht vollständig überwunden hat. Man muß 
es daher als eine wichtige Verbesserung der betreffenden Methoden be- 
trachten, daß man die besprochene Forderung, wie im folgenden ge- 
zeigt werden soll, vollständig fallen lassen kann. 

Ich betrachte zuerst Gleichungen, in denen die unbekannte Funktion 
explizite vorkommt, sodann solche, wo dies nicht der Fall ist.?) 


1) Die nachstehende Theorie beruht, wie andere verwandte, eigentlich auf 
meiner Erweiterung des Begriffs: vollständige Lösung. Andererseits kann man 
auch sagen, daß diese Erweiterung darin besteht, daß ich zu der Pfaffschen Auf- 
fassung des Integrationsproblems zurückgekehrt bin. Diese Auffassung hat in 
der Tat ihre fundamentale Berechtigung in der daraus hervorgehenden Allgemein- 
heit der Theorie. 

2) Laß mich bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam machen, daß meine 
neue Integrationsmethode nur in demjenigen Punkte mit der Jacobischen über- 
einstimmt, in dem alle bisherigen Integrationsmethoden (die Pfaffsche, die 
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1: [283 
“ Ich stütze mich auf die Clebschesche Theorie des Pfaffschen 
Problems. 
= Se 


| X,da, +...+ X,,dX,, = 0 
ein vorgelegtes Pfaffsches Problem, welches in determinierter Weise 
auf einen n-gliedrigen Ausdruck 

n Fdf +... +F,df, = 0 

reduziert werden kann. Die Größen f werden nach ÜÖlebsch durch 
ein simultanes Gleichungssystem 

@ (H)-0, (Gh) = 0 

definiert. Sind » [unabhängige] Funktionen f gefunden, welche dasselbe 
befriedigen, so ist es möglich, vermöge ausführbarer Operationen 
2n — 1 [unabhängige] Funktionen anzugeben, welche 


(0 

genügen, und hiermit ist diese Gleichung integriert. 

Dieser bekannte Satz soll nun verwertet werden. 

Sei demnach f eine Funktion von 2, 2, ., 245 Pıs ++ Pn_, und 


2 da — pda, —.-. — Pr 48,1 — fdlx, = 0 
ein vorgelegtes Pfaffsches Problem, welches auf die n-gliedrige Form 
K,dH, +...+K&,dH, = 0 
r reduziert werden soll. Das System (2) nimmt nun die Form 
_ und also erhalten wir den folgenden Satz: 
Satz 1. Sind f, H,, H,,...., H, gegebene Funktionen von 2, &, ---, 
u, Pıs =: Pa, Welche den Gleichungen 
PN IP, — f; H,;] = 0, [H,H,] —=( @G=1,..;n;k21,;...,%) [284 
genügen, so ist es immer möglich, die Gleichung 
1.7652), 
in welcher H als unbekannte Funktion betrachtet wird, zu integrieren. 













_ Cauchysche, die Jacobische, die Jacobi-Weilersche, die Jacobi-Mayersche 
_ und endlich die meinige) übereinstimmen. 

Es ist nicht schwierig zu beweisen, daß keine Integrationsmethode, welche 
‚diesen gemeinsamen Charakter beibehält, mehr leisten kann als die Jacobi- 
Mayersche oder die meinige. Hierbei wird freilich vorausgesetzt, daß man den 
Jacobischen Maßstab für den Wert einer Methode zu Grunde legt. Die Be- 
rechtigung dieses Maßstabes dürfte indes zweifelhaft sein. 
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Berücksichtigt man, daß die Integration der Gleichung 


Pr — f(e, I, RES, In, Pı> 2 2.-ı) >= 0 


darauf hinauskommt, alle Lösungen H der linearen Gleichung 


, 25 9109 
aufzufinden, so kann man den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 2. Die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
Pr — fe, %Üy Im Pr Pa-ı) - 0 

kann darauf zurückgeführt werden, n von einander unabhängige Funk- 
timen H,, H,,..., H, vn 3%, ... m Pır ++, Pn-ı Qufzufinden, 
welche dem simultanen Systeme 

[p, u, T; H,] — 0, [A4,H,| = 0 G=3,..n: k-1.2,W 


genügen. Dabei ist es vollständig gleichgültig, ob die Gleichungen 
H=-a, „AH, =a, 
sich hinsichtlich der Differentialquotienten p,, - - -, P„ auflösen lassen oder 
nicht. Es ist sogar denkbar, daß eine oder mehrere unter den Funktionen 
H, gar nicht jene Differentialquotienten enthalten. 
Etwas einfacher ist die folgende äquivalente Form unseres Satzes: 


Satz 3. Sind H,, H,, ..., H, gegebene [unabhängige] Funktionen 
VON 2, Up: 3 ms Pır =: > Pu, welche paarweise 
[A,H,| —=() @=0,1,..,n0; k=0, 1,..,n) 


f 


genügen, so kann eine jede unter den Gleichungen ; 
H, =, H=%, ... H =D 
integriert werden, ob auch diese Gleichungen sich nicht hinsichtlich der 
Differentialquotienten pı, - . -, 2, auflösen lassen. 
Also können wir die Jacobi-Mayersche Methode in folgender 
Weise formulieren; angewandt wird dabei das Mayersche Theorem: 
Soll die Gleichung [285 
H,(& %, 5 Im Pur + 2.) = % 
integriert werden, so sucht man zuerst eine von H, verschiedene Lö- 
sung H, von 
[4,4] =®. 
Dies verlangt eine Operation 2» — 1. Sodann sucht man eine von H, 
und H, verschiedene Lösung H, des vollständigen Systems 
[7,4] =0, [HA]=0. 


Vermöge des Mayerschen Theorems geschieht dies durch eine Ope- 
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ration 2 3. Sodann findet man vermöge einer Operation 2» —5 
eine von H,, H,, H, verschiedene Lösung des vollständigen Systems 
| [4,#]=0, [H,H]=0, [H,H]=0, 

 ünd so weiter; endlich findet man vermöge einer Operation 1 eine von 
H,, H,, :.., H,_, verschiedene Lösung H, des vollständigen Systems 
[A,H] =0, [A,H]=0, ..., IH,_, A] =(. 


_ Hiermit ist nach den obenstehenden Entwickelungen das Integrations- 
geschäft als beendigt zu betrachten. 


I. 


In diesem Abschnitte entwickeln wir zuerst einige Hilfstheorien, 
welche hinterher zur Anwendung kommen. 


Satz 4. Sei V eine Funktion von &, .: 5 Ans Ns ++ Ya, die durch 
q [unabhängige] lineare partielle Differentialgleichungen 


k=m 


2 Xugn + > ük Fr =W (2, lm Nr + Y,) ee, 


definiert wird. Besitzen unsere Gleichungen eine gemeinsame Lösung von 


der Form 
VEF+ La, .., Zu) 


(a soll eine arbiträre Funktion bezeichnen), so sind alle X,, gleich Null. 
Durch Differentiation der Gleichung 
V=-F+2(, --. %n) 


hinsichtlich der Variabeln y, erhält man nämlich das simultane System 


a he Sites a nie RE 


a 2 2; .. Kn? Yı; es Y,) | (G=1....,0); [286 


N e . .. h sr 
dessen allgemeinste gemeinsame Lösung offenbar eben ! + 2 (x,,..., 2,,) 
ist. Also sind unsere beiden simultanen Systeme äquivalent; nun 


= nicht im letzten Systeme vor; 
also finden sie sich auch nicht in dem ursprünglichen, was eben be- 
 hauptet wurde. 


kommen die Differentialquotienten 


| Satz 5. Sei V eine Funktion von &,..., &,, die durch q [unab- 
 hängige] lineare partielle Differentialgleichungen definiert wird: 
k=n 


2 2,3 A er (7; 9 %,) (=1,.., De 
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Besitzen unsere Gleichungen eine gemeinsame Lösung von der Form 


V- Fa, ni %,) Fr 26, er Ei) 
(2 bezeichnet eine arbiträre Funktion von den Größen &,,. 
welche selbst von x,, . . ., x, abhängen), so findet man zuerst &,, . 
was im allgemeinen die Operationen 


or Eng 





Be 


n—q,n—g—1,...,3, 2,1 
verlangt, und hinterher bestimmt man V durch Quadratur. 


Denn sind V, und V, zwei Lösungen unseres Systems, so ist 


ihre Differenz offenbar eine arbiträre Funktion p von &,,..., &,_ 
die durch das System | 
ken 
> dp 
2,0 da, —=() (=1,..308% 
k=1 


definiert wird. Integriert man dieses System, was bekanntlich die 
Operationen 
n—q,n—-q-1..,3,2,1 
verlangt, so findet man die Größen &,, ..., &,_, 
Man wähle nun, was immer möglich ist, q solehe Funktionen 
Yıy ++, 9, VOR &, --., %,, daß keine Relation der Form 


II(&, a) ER Yon Y,) 0 
stattfindet, und führe die Größen &,,...., &,_,» Y1 ---, 4, als unab- 
hängige Variabeln in unsere partiellen Differentialgleichungen ein. 
Nach dem vorangehenden Satze enthält das hervorgehende Glei- [287 


chungssystem nicht die Differentialquotienten AV Ind kann also fol- 


dE, 
gende Form erhalten: 
dV 
day Wen =, Yır, Y,) (i=1,...,9) 


Durch Quadratur findet man also 
v-[ (May +... + Wiy)+Rl&,... 5). 
Unser Satz ist also erwiesen. 


Satz 6. Seien X,,..., X, gegebene [unabhängige] Funktionen von 
Kay eser Uns Pr >>: 2m, Welche paarweise (X,X,)=0 geben. Es ist 
immer möglich, durch Quadratur eine Funktion von der Form 
Az RR II (,,  ; In, Pı» ee) Dn) 
zu finden, welche den Gleichungen 
[X,, 42+1]=0 (=1,..,n) 
genügt. A bezeichnet eine Konstante. 
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In der vorangehenden Abhandlung (Abhandl. d. @. S. 249, [s. hier 
Abh. IX, $ 2, Nr. 6, 8. 106]) sahen wir nämlich, daß die Gleichungen 
IX, As+M]=-0,:.., Ru, As+M=9, 


aufgefaßt als partielle Differentialgleichungen zur Bestimmung von II, 


eine gemeinsame Lösung von der Form 


Hua. N) 


(2 bezeichnet eine arbiträre Funktion) besitzen. Nach dem voran- 
gehenden Satze verlangt also die Bestimmung von II nur Quadratur. 


Der eben bewiesene Satz erlaubt, die Jacobi-Mayersche Methode, 


wenn die betreffende Gleichung nicht die unbekannte Funktion ent- 


FE IE TERIDEIT EB ALTERE HELEN JTLEEBIE 


IRERIEVER DER UBENTIRERTERUDID URTTDOER DLEALT HER ON: 


hält, in folgender Weise zu formulieren: 


Soll die Gleichung 
X, (2, Im Pır - P,) { 


integriert werden, so sucht man zuerst vermöge einer Operation 2» — 2 
eine von X, verschiedene Funktion X,, welche 


(X, X;) = 


gibt; sodann sucht man vermöge einer Operation 2» — 4 eine von X, 
und X, verschiedene Funktion X,, welche 


&X)=0, (X) =0 [288 


genügt, und so weiter; endlich findet man vermöge einer Operation 2 
eine Funktion X,, welche 


n? 


(X,X,) Fer 0, 227 (X,.,X,) =< 0 


gibt. Ist dies geschehen, bestimmt man vermöge Quadratur eine 
Funktion Az+ II(&,, .. ., ?,), welche allen Gleichungen 


[X, Ase+M]=0, .., [X, 42+11]=0 
genügt. Hiermit ist das Integrationsgeschäft beendigt.') 


1) Bei einer späteren Gelegenheit werde ich die Entwickelungen dieser 
Note weiter verfolgen. 

Mehrere partielle Differentialgleichungen erster Ordnung können eine ge- 
meinsame Lösung besitzen, ob auch die Differentialquotienten sich eliminieren lassen. 
Die durch diese Elimination hervorgehende Gleichung F(z, &,, .-., &,) = 0 kann 
nämlich eine solche gemeinsame Lösung bestimmen. 





XI. 


Neue Integrationsmethode eines 2»-gliedrigen 1320. 
Pfaffschen Problems. 


Von SorHus LIE. 
(Vorgelegt im Oktober 1873.) 
Christ. Forh., Aar 1873, $. 320—343. Christiania 1874. 


Bis jetzt existieren, wenn ich nicht irre, nur zwei wesentlich ver- 
schiedene Behandlungsweisen des Pfaffschen Problems. Die erste, die 
von Pfaff selbst (Abhandlungen der Berliner Akademie, 1814—1815) 
herrührt, ist verhältnismäßig sehr einfach hinsichtlich der zu Grunde 
gelegten Prinzipien, wenn sie gleich unnötig viele und schwierige In- 
tegrationen verlangt. Die zweite, die gewissermaßen als eine Erweite- 
rung der Jacobischen!) Integrationsmethode partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu betrachten ist, gehört, wenn ich nicht 
irre, Clebsch an (Crelle-Borchardts Journal, Bd. 60—61); freilich 
gibt eine, wie ich glaube, irrtümliche Bemerkung yon Clebsch (Crelle- 
Borchardts Journal, Bd. 61, p. 146, unter der Seite) Natani (Crelle- 
Borchardts Journal, Bd. 58, p. 301) gewisse Ansprüche auf diese Me- 
thode. Später hat Herr Weiler (Ürelle-Borchardts Journal, Bd. 65, 
p. 263) und in der letzten Zeit Herr Mayer (Math. Ann., Bd. 5, p. 448) 
die Anzahl derjenigen Integrationen, die nach der Clebscheschen Me- 
thode erforderlich sind, wesentlich reduziert. Man kann sogar beweisen, 
daß keine weitere Reduktion, auch nicht in der Ordnung der betreffen- 
den Integrationen, bei dieser Methode möglich ist. 

Wenn ich mir heute erlaube, eine wesentlich neue Integrations- [321 
methode?) des Pfaffschen Problems zu geben, welche hinsichtlich der 


1) Die sogenannte „neue J acobische Methode“ bezeichne ich kurzweg als 
die Jacobische. Diejenige Methode, die Jacobi 1837 gab, war bekantlich schon 
früher von Cauchy gegeben und muß also die Cauchysche heißen. Dagegen 
kann man über die Jacobische (wie auch über die Mayersche) Formulierung 
der Cauchyschen Methode sprechen. Vergl. Mayer, Math. Annalen, Bd. 4. 

2) Schon im November 1872 teilte ich dieser Akademie mit (Abhandlungen 
p. 133 [hier Abh. V, S. 27f.]), daß ich diese Methode entdeckt hatte. 
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Zahl und der Ordnung der notwendigen Integrationen genau mit der 
Clebseh-Mayerschen!) stimmt, so hege ich freilich die Hoffnung, 
daß die Mathematiker meine Methode einfacher als die Clebsch- 
Mayersche finden werden; die meinige benutzt ja nämlich weder das 
Poisson-Jacobische noch das Mayersche Theorem, überhaupt kein 
'Theorem, welches dazu dient, aus einem oder mehreren gegebenen In- 
tegralen eines simultanen Systems neue solche herzuleiten. — Doch 
muß ich schon heute hervorheben, daß nach meiner Auffassung keine 
unter den besprochenen Methoden als die unbedingt beste zu betrachten 
ist; erst die Kombination derselben mit einer neuen Theorie, die ich 
bei einer späteren Gelegenheit geben werde, erlaubt, die verschiedenen 
"Umstände, die bei der Integration eines Pfaffschen Problems eintreten 
können, am vorteilhaftesten zu benutzen. 

Der Grundgedanke meiner neuen Methode ist derjenigen Idee sehr 
ähnlich, die für meine neue Integrationsmethode der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zu Grunde liegt. Soll z. B. ein 2n- 
 gliedriges Problem 


Pr, = Kan +... FE R,.dn,. 


welches in determinierter Art eine n-gliedrige Form erhalten kann (ich 
_ beschränke mich heute auf diesen Fall), nach meiner Methode integriert 
_ werden, so stellt man zuerst das bekannte erste Pfaffsche System auf?) 
und sucht ein Integral desselben. Ist ein solches gefunden, so ist es 
möglich, ein (2n — 2)-gliedriges Pfaffsches Problem 


(1) (1) 
P,n_3 = X, da +... + Xgn-2dRgn-2 


aufzustellen, welches in determinierter Art eine (n — 1)-gliedrige Form 
erhalten kann und dabei in dem Sinne mit dem ursprünglichen [322 
Probleme P,,= 0 äquivalent ist, daß die Integration von P,,_, = 0 
diejenige von P,,— 0 nach sich zieht. 


Hiermit ist also die Integration von P,,„=0 vermöge 
einer Operation?) 2» — 1 auf die Integration von B,,„_,= 0 
reduziert, 


> 


In derselben Weise reduziere ich vermöge einer Operation 2» — 5 


1) Meine jetzige Arbeit ist hervorgegangen aus der Anregung, die der merk- 
'_ würdige Zusammenhang zwischen Herrn Mayers und meinen Arbeiten im Früh- 
 linge 1872 mir gab. 

2) Alle bisherigen Methoden stimmen darin überein, daß sie damit anfangen, 
| ein Integral des ersten Pfaffschen Systems zu suchen. 

3) Die Bestimmung eines Integrals von einem simultanen Systeme von 2n — 1 
_ gewöhnlichen Differentialgleichungen nenne ich eine Operation 2n — 1. 
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die Integration von P,,_; = 0 auf diejenige eines (2n — 4)-gliedrigen 
Ausdrucks 
Pu Kay +... + Id 


der in determinierter Art eine (n — 2)-gliedrige Form erhalten kann.| 
In dieser Weise geht man weiter fort und stellt successiv eine Reihe 
Pfaffsche Probleme P,,_,, auf, unter denen jedes mit dem voran- 
gehenden äquivalent ist. Zuletzt kommt man zu einem zweigliedrigen 
Probleme, das heißt einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen 
zwei Variabeln 


PexXedeot N. ar 


Nachdem P, = O0 integriert ist, geht man rückwärts und bestimmt zu- 
erst vermöge Differentiationen und Eliminationen eine Integralgleichung 
des viergliedrigen Ausdrucks P, = 0, sodann in derselben Weise eine 
Integralgleichung von P,= 0, usw. Zuletzt findet man eine Integral- 
gleichung des ursprünglich vorgelegten 2 »-gliedrigen Problems P,,—(, 
dessen Integration also nach meiner Methode wie nach der Clebsch- 
Mayerschen nur die Operationen 


2n—1,2n—3,2n—5,.., 31 
verlangt. 

Man wird bemerken, daß die drei ersten Paragraphen meiner Ab- 
handlung nur bekannte Sachen, teilweise vielleicht in neuer Form, re- 
sumieren. Dagegen scheint der Inhalt von $ 4 wesentlich neu zu sein. 
In $ 5 wird gezeigt, daß die Sätze in $ 4 zusammen mit bekannten 
Theorien eine neue Methode begründen. Mi 

Die folgenden Theorien fand ich ursprünglich durch Mannigfaltig- 
keitsbetrachtungen. Um das Verständnis derselben zu erleichtern, [323 
habe ich versucht, sie in der gewöhnlichen analytischen Form darzu- 
stellen. Leider wird es wohl nicht schwierig sein, zu sehen, daß diese 
Form nur eine Übersetzung ist. 


$1. Zusammenstellung ohne Beweis mehrerer bekannten Theorien, die 
von Jacobi herrühren. 

In diesem Paragraphen stelle ich einige bekannte Sätze, die wohl 
größtenteils Jacobi gehören, ohne Beweis zusammen; dieselben beziehen 
sich insbesondere auf lineare partielle Differentialgleichungen und solche 
Lösungen derselben, welche Jacobi Hauptlösungen nennt. 





1. I. Bezeichnen 9,, ..., g,_, unabhängige Funktionen von &,, 


.., &,, so lassen die »n— 1 Gleichungen 


ln Be Pk (k=1,..n-1) 
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sich im allgemeinen hinsichtlich «,,...., «,_, auflösen. Nur wenn 
eine Relation der Form 
11(9,, . Pn-1 %,) et; 
stattfindet, ist die besprochene Auflösung unmöglich. 
II. Ich betrachte wie im vorangehenden Satze n — 1 Gleichungen 


der Form 
Pr (2, .. %,) = pP (&, ey «,) (k=1,...n-1) 


"und setze wie damals voraus, daß ,,..., @,_, ünabhängige Funktionen 
der betreffenden n Argumente sind. Alsdann ist es immer möglich, 
n— 1 solche unter den Größen «,,...., «, zu wählen, daß unser 
Gleichungssystem sich hinsichtlich derselben auflösen läßt. 

| III. Seien @,, ..., 9,_, unabhängige Funktionen von %,, -.., %,, 
und @,,..., ©,_, unabhängige Funktionen von Q,,..., @,_, und also 
‚zugleich von &,, ..., %,. Ist es möglich, die an — 1 Gleichungen 


N 


Pak 0) = Pal 5%) Sehr ei 
‚hinsichtlich «,,..., @,_, aufzulösen: 
a, Sr h,(& , a) KL) «,) k=l,.un-l), 
so geben offenbar auch die Gleichungen 
0%, 2%.) = Ol, -.- @,) R=4,...n-1) [324 
ein ähnliches System: 
1 
&, a h, 5 ... Lu «,) (kl, n—1), 
und zwar sind A, und h, dieselbe Funktion. 
IV. Seien 9,,..., 9,_ı ein System Lösungen einer linearen par- 
‚tiellen Differentialgleichung 


k=n 
x av 
2 X, (&,, 0, %,) de, == 0; 


‚Ich betrachte die Gleichungen 

| 7 (2, RN, &,)  p; (&, “in.ey «,) (k=1,...n-1) 
‚und setze voraus (was jedenfalls durch eine Vertauschung der 
"Größen &,,...,%, erreicht werden kann), daß dieselben sich hin- 
‚sichtlich «&,, ..., «„_, auflösen lassen: 


I EN (k=1,..4n-1). 


| Betrachte ich hier «, als eine Konstante!), so bilden A,,..., h,_, nach 








1) Zuweilen kann die Konstante «, nicht einen beliebigen Wert haben. Aus- 
‚ führlicher hierüber bei einer anderen Gelegenheit. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 9 


} 


130 XI. Integr. eines 2»-gliedrigen Pfaffschen Problems. Christ. Forh. 1873 


dem vorangehenden Satze ein ausgezeichnetes System Lösungen, welche 
ich die Hauptlösungen hinsichtlich z, = «, nenne. 


V. Wünscht man zu entscheiden, ob eine vorgelegte lineare 


Gleichung 
er 
Iran 2), 0 


Hauptlösungen hinsichtlich x, = «, besitzt oder nicht, so braucht man 
nur zu untersuchen, ob X, gleich Null ist. Ist X, von Null verschie- 
den, so besitzt unsere Gleichung Hauptlösungen hinsichtlich x, = «,, 
und sonst nicht. 


VI Sind h,,...,%,_, die Hauptlösungen einer linearen Gleichung 
hinsichtlich &, = «,, so gelten die folgenden Relationen 


ee ern (k=1,..„n-1). 


Die Hauptlösungen sind die einzigen Lösungen, welche diese Gleichungen 
befriedigen. 


2. VII. Bezeichnen g,,..., 9,_, unabhängige Funktionen von [325 
&%y 2. %,, So lassen die n — m Gleichungen 


Palin +, %,) = Prlkir -- &,) een: 


sich im allgemeinen hinsichtlich «,,..., @,_,, auflösen; nur wenn eine 
Relation der Form 


II(Q,, m P.-m’ Zu_m+41 FR, %,) ER 0 
stattfindet, ist eine solche Auflösung unmöglich. 


VIII. Ich betrachte wie im vorangehenden Satze n — m Gleichungen 
der Form 


Plan) Plan: ,) Bet... .n-m) 


und setze wie damals voraus, daß @,, ..., 9,_,, unabhängige Funktionen 
der betreffenden »n Argumente sind. Alsdann ist es immer möglich, 
n— m solche unter den Größen «@ zu wählen, daß unser Glei- 
chungssystem sich hinsichtlich derselben auflösen läßt. 


IX. Seien 9,, --., 9,_„ wnabhängige Funktionen von &,,...,% 


n? 
und @,,..., ©®,_,„ unabhängige Funktionen von @,,..., 9,_, und also 


auch von &,,...,&%,. Ist es möglich, die Gleichungen 


Bild, sale: (k=1,...n-m) 


hinsichtlich «&,,..., «@ aufzulösen: 


n— m 


&, = EC a In &,_m+1 u. «,) (k=1,..,n=m), 
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so geben offenbar auch 
5 \ 
ia... 2)=o(,..., «,) (k=1,...,n—m) 
ein ähnliches System: 
2 
Nee Ya mine En) WERNE 
. 1 . . 
und zwar sind h, und h, dieselbe Funktion. 


X. Seien @,,..., @,_,„ ein System Lösungen eines vollständigen 
Systems 


k=n 
NT daV 
2 X, SCH %,) da, = 0 (=1,...,m). 


Ich betrachte die Gleichungen 
EN (k=1,...n-m) 


und setze voraus (was jedenfalls durch eine Vertauschung der 
Größen &,,...,x, erreicht werden kann), daß dieselben sich hin- 
sichtlich &,,..., «@ auflösen lassen: 


Nn— m 


0%, 52 h, (77, ee) %n) %,_m+1 ER) «,) (k=1,..„n—- m) [326 
i 


Betrachte ich nun &,_„4+1, --., @, als Konstanten, so bilden A,,..., 
3 h,._„ nach dem vorangehenden Satze ein ausgezeichnetes System Lö- 


sungen, welche Hauptlösungen hinsichtlich « 
 %,= «, heißen sollen. 


a 


n—m+1 n—m+1)'*" 
















XI. Wünscht man zu entscheiden, ob ein vorgelegtes vollständiges 
System 
4,(9)=0, 2, An(V)=0 


Hauptlösungen hinsichtlich &,_ „;ı are = a. besitzt Oder 
nicht, so braucht man nur in der gewöhnlichen Weise zu untersuchen, 


ob die Gleichungen 


—& 


A,(V) a8 0, er A,.0) en; 0, Fr - 0, Der au Fi (0) 


gemeinsame Lösungen besitzen. Haben sie keine solchen, so besitzt 
unser vollständiges System die besprochenen Hauptlösungen, und sonst 
nicht. 

XU. Sind A,,..., A,_„ die Hauptlösungen eines vollständigen 
ystems hinsichtlich «, .,%, = @,, so gelten folgende 
Relationen: 


—-m+1i Bi &,_m+1) 2 


h, (4, 4:2 I, _m &,_m+1) u 6.) zu % (k=l,..„nonm) 


"Die Hauptlösungen sind die einzigen Lösungen, welche diese Gleichungen 
befriedigen. 
A 
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$ 2. Die Pfaffsche Integrationsmethode mit einer Jacobischen 
Verbesserung. 


Der Zweck dieses Paragraphen, dessen Resultate längst bekannt 
sind, ist, das Verständnis des folgenden Paragraphen zu erleichtern. 
Ich wähle daher diejenige Form, die mir zu diesem Zwecke die beste 
scheint. 

3. Ich betrachte ein 2 n-gliedriges Pfaffsches Problem 

Eur a X,dı, m te an Kynd%;,, 
welches in determinierter Art eine »-gliedrige Form 
P„= Fafh #--- + F,df, 
erhalten kann; es ist bekannt, daß die Größen 
F, I, =. 
ER mer m [327 


Integrale des ersten Pfaffschen Systems, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, Lösungen einer gewissen partiellen Differentialgleichung sind: 


A) =0. 
Sind nun Z,,...,%„_, ein beliebiges System Lösungen von A(v) = 0, 
Fr, #, 


so lassen f},. =! sich durch diese Größen ausdrücken. 


.. n) er  ) BR 
Daher kann der n-gliedrige Ausdruck P, und also auch der äquiva- 
lente 2n-gliedrige P,, eine (2n — 1)-gliedrige Form 
e(L,dh +... + Ly,_ıdb.-ı) 
erhalten!), so zwar, daß L,,..., L,„_, Funktionen von L,..., l,_ı 
sind, während o eine Funktion von &,,..., X, bezeichnet. Also: 
XIll. Sei 
X, da, re, on 2.09 dx, 
ein 2n-gliedriges Pfaffsches Problem, zone in determi- 
nierter Art eine n-gliedrige Form 


Faf +... +F,@f, 
erhalten kann. Es sei ferner 
A(Y) = 


diejenige lineare partielle Differentialgleichung, deren Lö- 
sungen 


has + a ER 2 SE 
en en n 


1) Es ist klar, daß die Gleichung L,dl, +... = 0 nicht auf eine Form mit 
weniger als n» Gliedern gebracht werden kann. 
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sind. Bezeichnen dann /,,...,,,_, ein beliebiges System Lö- 
sungen von A(Y) = 0, so gilt immer eine identische Gleichung 
der Form 


| X, da +... + %,,d,=o(Ld, +... +1, dh._ı) 

Bier sind Z.,..:., Ze, Funktionen von 4,..., A, ,, während 
-e eine Funktion von %,,..., 2%, bezeichnet. 

Kennt man ein System Lösungen |,,...,%,,_, von A(y)=(, so 
bringt man 
P,„= Kıdm +... + X, 42, 
in folgender Weise auf die Form 
eP,.,=o(lLhdh+...+L,-ı@b,_.)- 


| Man nimmt eine Funktion ® von %,, ..., X%g„, welche von [328 
hy. ln, unabhängig ist; führt man sodann o, 4, ..., %,_, als 
_ unabhängige Variabeln in P,, ein, so nimmt dieser Ausdruck nach dem 
vorangehenden Satze die Form 


Rd, +...4 Rgn_ı dan-ı 


- oder die äquivalente 


2, Pan-r 
Rn-1 (di,.-ı er ER di, Tr N R RE dl,._2) 


2n—1 


wo die Koeffizienten m. nach dem vorangehenden Satze nicht ®, son- 
ö 2n-1 
“dern nur /,,...., %,_, enthalten; drückt man endlich 2,,_, als Funk- 
tion von %, ..., X, aus, so ist die verlangte Reduktion ausgeführt. 
Es ist klar, daß die Integration von P,, = 0 auf diejenige des er- 
 haltenen (2r» — 1)-gliedrigen Ausdrucks zurückgeführt ist. Gilt nämlich 


eine identische Gleichung der Form 


Ta nn 00. Dar u, 


in welcher %,,..., %,, #,,..., #, Funktionen von !,,..., %„_ı sind, 
so ist 















ET ERERTH 


X,da +.:..+X%,,0,=olP, dv, +...+ P,dv,) 


eine Integralgleichung von P,, = 0, wenn man nämlich %,,...., %,, 
P,..., ®, als Funktionen von &,, ..., 2, auffaßt. 


XIV. Kennt man ein beliebiges System Lösungen ],,..., lg,_ı 
von A(y)=0 und führt man dieselben zusammen mit einer 
“vonihnen unabhängigen Größe als unabhängige Variabeln in 
unseren 2n-gliedrigen Ausdruck P,, ein, so nimmt derselbe 


die Form 
K k=2n—1 


eP,.-ı=0 P3 L,(h, ... an) Ah- 
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Ist hier >: 
Er = lb, ee 2-1) do,(h, | Ign-ı) 


eine Integralgleichung von P,,_, = 0, so ist 
k=n 


P,,=0 PT We, ai n-ı) 


eine Integralgleichung von P,,—= 0, vorausgesetzt, daß man in 
der letzten Gleichung die Größen 2, und o, als Funktionen [329 
von &%,..., X, ausdrückt. 


4. In der vorangehenden Nummer sahen wir, daß die Aufgabe, ein 
2n-gliedriges Pfaffsches Problem 


Po Ndn tr... A, 


in determinierter Art auf eine n-gliedrige Form zu bringen, sich in zwei 
Probleme zerlegen läßt, nämlich 1) in die Bestimmung aller Lösungen 
einer linearen Gleichung A(%) = 0, und 2) in die Integration eines ge- 
wissen (2n — 1)-gliedrigen Ausdrucks P,,_, = 0. Hierbei ist indes zu 
bemerken, daß die letzte Gleichung im allgemeinen erst dann aufgestellt 
werden kann, wenn ein System Lösungen von A(d) = 0) gefunden ist. 
Also können die beiden Probleme, in welche wir das ursprüngliche zer- 
legten, im allgemeinen nicht unabhängig von einander formuliert wer- 
den. Jacobi hat gezeigt, daß dieser Mangel sich bei Anwendung der 
Hauptlösungen beseitigen läßt. 

Sind nämlich A,,...., %g„_, die Hauptlösungen‘) von A(y)= 0 
hinsichlich x,, — &,, so ist es möglich, in der identischen Gleichung 

k=%n k=3n-1 


(a) >= X,da, = eS N ha„_ı) dh, 


die Größen H, als Funktionen von h,,...,Ag,_, zu bestimmen, ob auch 
A(v) = 0 nicht integriert ist. Zu diesem Zwecke braucht man nur in 
der letzten Gleichung (a) die Substitution e 


Ian 0% 


zu machen; berücksichtigt man hier, daß (Satz VI) 
na, den art, (k=1,.., 20-1), 
so kommt 


k=2n —1 k=2n-1l 


zZ X,a; Man -19 &g,) ds, = 7 B,4, ... 1-1) dx,, 


1) Wir wissen, daß man, jedenfalls durch eine Vertauschung der Größen 
&s---,%gn, erreichen kann, daß A(y) = 0 Hauptlösungen hinsichtlich 2, ,—= «, 
besitzt. 
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wo _, diejenige Funktion ist, in welche g durch unsere Substitution 
übergeht. Hieraus folgt 


X,la, Ann 4.) = 0a H,(&, Yan) [330 


wodurch das Verhältnis je zweier Funktionen A,, worauf es wesentlich 


ankommt, bestimmt ist. In dieser Weise erhalten wir die Formel 


k=2n-1l 


k=2n 
= & u ns ‚= Kuhn, ur hgu-1, 0) dh,, 


in welcher freilich 6 eine noch unbestimmte Größe bezeichnet. Also: 


XV, Sei 
P,.„ = XKı da ++ Agı Iy, 


ein 2n-gliedriges Pfaffsches Problem, welches in determi- 


_ nierter Art die n-gliedrige Form 





ee 


erhalten kann, und 


Ad)=0 
diejenige lineare Gleichung, deren Lösungen 
Fi In-ı 


De nn? ie neg Zu 


n 


sind. Die Aufgabe, P,,=0 zu integrieren, läßt sich in zwei 
von einander unabhängige Probleme zerlegen: 


1) die Hauptlösungen von A(y)=0 hinsichtlich 2,,= « 


un 


- zu finden (welche Operation jedenfalls nach einer passenden 


Vertauschung der Größen &,, ..., &,, möglich ist), 
2) das (2n — 1)-gliedrige Problem 
k=2n—1 | 
Pn= 2 K,lYyır + Ian-ır Can) Ay; 
zu integrieren. 
Sind in der Tat A,, -.., A,„_ı die besprochenen Haupt- 


lösungen, und ist 


k=2n-—1 k=n 


PAR + Yan-ır Man) Ay, a 2,lyır > Yan-ı) dOlYır + Yan-ı) 


n eine Integralgleichung von P,,_ı =, so ist 


k=3n kon 


ZXKıdr, ra e => Al, Men), Man-ı) 


y eine Integralgleichung von P,„=0. Die Größe o kann erst 
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dann bestimmt werden, wenn die Hauptlösungen wirklich [331 
gefunden sind. Alsdann findet man oe durch die Formel 


k=# d 
[n} 
X, ai’; > 2, da’ 
k=1 e 


wo A eine beliebige unter den Zahlen l,...,2n bezeichnet. 


s 3. Natanis Erweiterung der Pfaffschen Integrationsmethode. 

In diesem Paragraphen beweisen wir eine von Natani herrührende 
Erweiterung der Pfaffschen Methode, welche später benutzt wird. 
5. Wir betrachten ein (2n — l)-gliedriges Pfaffsches Problem 


Pna= hd t...+ Kyn-ı du. 
welches in determinierter Art eine (r — 1)-gliedrige Form 


na F, af, An are au RT af,-ı 
erhalten kann. Die beiden linearen Gleichungen, deren Lösungen 


F, F 
fh» 3 In-1 u? 3. 


sind, nennen wir 
A4,W)=0, AB)=0. 


ist non ı,...,L , em beliebiges System Lösungen derselben, so 
F 
1 ER . es .. 
lassen, 2,7, 3; m, = — sich durch diese Größen ausdrücken; 
R—i n—l 


also ist es möglich, P,,_, auf eine (2n — 3)-gliedrige Form 
e(Ldh+...+ Lyn-3dl,,_3) 


zu bringen, so zwar, daß alle Z, Funktionen von den / sind, während 
9 eine Funktion von &,, ..., X%,_, bezeichnet. Also: 


XV Sei 
da, +...+ Ka dr, ı, R 


ein vorgelegtes (2n—1)-gliedriges Pfaffsches Problem, welches 
in determinierter Weise eine (n—1)-gliedrige Form 
Bünı cart de, 
erhalten kann; seien ferner 
A,W)=0, 43 (%) _, 


diejenigen beiden linearen Gleichungen, deren Lösungen 





ale Ei m [332 
nn 
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sind. Sind dann Z,..., ,,_s ein beliebiges System Lösungen 
von A,(v) = 0, A,(v) = 0, so gilt eine identische Gleichung der 


Form 
k=93n-3 


k=2n-1 
zZ X,dı,=0 P7 Ele Al 


Hier ist og eine Funktion von 2, .:., 2g„_ı- 
Kennt man ein beliebiges System Lösungen |, ..., lg,_,; von 
A,(v) =0, A,(y) = (0, so bringt man 


Beendet 2. du 


Zn—1 
in folgender Weise auf die besprochene (2% — 3)-gliedrige Form: 


k=2n—3 


OL n L,dl,. 


Man nimmt zwei solche Funktionen ®, und @, von %,, .. +, Lgn_1> 
daß keine Relation zwischen @,, @,, 4, ..., lo„_,z stattfindet, und führt 
sodann diese Größen als unabhängige Variabeln ein. Hierbei nimmt 
P,„_, nach dem vorangehenden Satze die Form 


k=3n—3 


PACK Be an-3) al, 


oder die äquivalente 
k=2n—3 


W 
Warn DZ yÄl,, 
Er 2n—3 


Be nach dem vorangehenden Satze nicht mehr 
2n—3 


die Größen ®,, ®, enthalten. Drückt man hier wieder W,,_, als Funk- 
tion von &%,, ..., Xe„_ı aus, so ist die verlangte Reduktion ausgeführt. 
| Es ist klar, daß die Integration von P, 
_ P,._; =) zurückgeführt ist. Ist nämlich 





wo die Verhältnisse 


— () auf diejenige von 


n—1 


k=2n—3 k=n—1i1 


P37 di, = Al, mean 2,0 


E. 
eine Integralgleichung von P,,_; = 0, so ist 


k=2n—1 k=n—1 


23 X,da,—_ z 2,do,, 


wenn man die Größen & und ® durch RE 
eine Integralgleichung von P,,_, = 0. Also: 


%,„_ı ausdrückt, [333 


4 XVI. Kennt man ein beliebiges System Lösungen |, ..., 
EL,,_, von A,y)=0, A,(W)=0 und führt man dieselben zu- 
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sammen mit zwei von ihnen unabhängigen Größen als unab- 
hängige Variabeln in 


Pair = Khan tt... + Kon_ı Adgn-ı 


ein, so nimmt dieser Ausdruck die Form 
k=2n—3 
oP,._3=0 >= Lu, 2, In_)dl- 
Ist hier 2 


k=n-1 
Pon-3 = 2 lan) Allan 2. Ian_3) 
eine ots alsleichune von, 2, D, 80 186 
k=2n-1 k=n-1 


= X,de,—0 23 2,do,, 


wenn man 2, und o, als Funktionen von &,,...,%,,_, ausdrückt, 
eine Integralgleichung des ee @n<D- sliedrigen 
Ausdrucks PR, , =. 


6. In der vorangehenden Nummer sahen wir, daß die Aufgabe, ein 
(2n — 1)-gliedriges Problem 


Rau... 22, 0.34% 


Ps 


in determinierter Weise auf eine (n — 1)-gliedrige Form zu bringen, 
sich in zwei Probleme zerlegen läßt, nämlich 1) in die Bestimmung 
der Lösungen zweier linearer partieller Differentialgleichungen A, (v)=0, 
A,(%) = 0, und 2) in die Integration eines gewissen (2n — 3)-gliedrigen 
Problems P,,_3—=0. Hierbei ist indes zu bemerken, daß die letzte 
Gleichung im allgemeinen erst dann aufgestellt werden kann, wenn die 
gemeinsamen Lösungen von A,(WY)=0 und A,(y) = 0 bestimmt sind. 
Also können die beiden Probleme, in welche wir das ursprüngliche 
zerlegten, im allgemeinen nicht unabhängig von einander formuliert 
werden. Natani hat gezeigt, daß dieser Mangel ‘sich bei Anwendung 
der Hauptlösungen beseitigen läßt. 

Sind in der Tat h,,...., %,,_s die Hauptlösungen!) von A,(v)=0, 
A,(d)=0 hinsichtlich %,,_, = %,_1, Lan = %,_g, SO ist es [834 
möglich, in der identischen Gleichung 


k=2n—1 k 


= X,da, = ’_ Hk,  Agn-s)dh, 


au 


1) Wir wissen (Satz X), daß man jedenfalls durch eine passende Vertauschung 
der Größen &,,..., &,„_, erreichen kann, daß A, (w)=0, A,(vw) =0 Hauptlösungen 
hinsichtlich &,,_, = %,-2: Xan-ı = &%n, besitzen. 
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die Größen H als Funktionen von A,, ..., A,„_; zu bestimmen, ob auch 
die gemeinsamen Lösungen von A,(y)=0, A,(y) = 0 noch nicht be- 
stimmt sind. Zu diesem Zwecke braucht man nur in der letzten Glei- 
chung die Substitution 


Lgn-ı" an-ı, Tanz — Kan 
zu machen; berücksichtigt man hier, daß nach Satz XII 
ha, 24.5 Bons, Agn-2» An) = a, 
kommt 


k=2n—-3 2n—3 


PRACH 0 Dans Mgn-29 An) AL, = < Ha Dan )AR,, 


wo o, diejenige Funktion bezeichnet, in welche oe durch unsere Sub- 
stitution übergeht. Hieraus folgt 


' X, ee Dgn-39 G9n-23 1) Tr 0.4,(& et] m 


wodurch das Verhältnis je zweier Größen H,, worauf es wesentlich an- 
kommt, bestimmt ist. In dieser Weise erhalten wir die Formel 


k=2n—1 k=2n-3 


> X „dx; 1. zx (h,, a 5 Aan-3,' 091-2» &n_ı)@h,, 


k=1 


in welcher die Größe o erst dann bestimmt werden kann, wenn h,, 


h,,„_s gefunden sind. Also: 


XVIH. Sei vorgelegt ein (2n— 1)-gliedriges Pfaffsches 
Problem 


..y 















Pu = Ad bh... EX, 400, 1 
welches in determinierter Weise eine (a— 1)-gliedrige Form 
L,dh rt... ER, ,df., 
erhalten kann; seien ferner 


4,%)=09, 4%)=0 


die beiden linearen Gleichungen, deren gemeinsame Lösungen 


f F, u 
Des ön vom 
nn Rn 


sind. Die Aufgabe, P,,_,=0 zu integrieren, läßt sich in zwei 
von einander unabhängige Probleme zerlegen: 


4 1) die Hauptlösungenvon A, (vy) =0, A,(v) = Ohinsichtlich 
2. nm Lana = %n_, Zu bestimmen;!) [335 
3 N Man muß, wenn es notwendig ist, damit anfangen, die Größen &,,..-, 
 &g„ ia solcher Weise zu vertauschen, daß A, (W)=0, A4,(y)=0 Hauptlösungen 
© hinsichtlich &,,_, = %g,_1: %an_ a = %gn_, besitzen. Siehe die Sätze X, XI. 
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2) das (2n—3)-gliedrige Problem 
k=2n—3 


P,._3 = > xX(4, ur, Yan_35 dgn_2 &,_ı)dy, 


K=1 
zu integrieren. 
Sind nämlich h,,...,h,,_, die besprochenen Hauptlösungen, 
und ist 


— %Y f 
Fan-3 _ alYyır ++ Yan-s)do (Nr -- Yan-5) 


eine Integralgleichung von P,,_,, so ist 


k=n—1 


P,._1 = e 2 ll, -- “ hen_3) do,(h,, Ran): 


wenn die Werte von h,,..., h,,_; als Funktionen von RE 
%g„_,ı eingeführt werden, eine Integralgleichung von Pr; ,=Q. 
Die Größe og wird bestimmt durch eine beliebige unter den 


S 


Gleichungen 


$ 4. Reduktion eines (2» — 1)-gliedrigen Problems auf ein (2n — 2)- 
gliedriges Problem.!) 


Wir betrachten in diesem Paragraphen gleichzeitig ein (2n — 1)- 

gliedriges Pfaffsches Problem 
I au. am, 
welches in determinierter Weise eine (n — 1)-gliedrige Form 
Ka, th. LE .,0R 
erhalten kann, und ein (2» — 2)-gliedriges Problem 
Ps Kant 4 X du. au ee 7 iKr._ı) dxen-2, [336 
dasjenige nämlich, in welches die Substitution 
Bi u, 1m, 0.) 


P,,„_, überführt. Der Kürze wegen bezeichnen wir diejenige Funktion, 
in welehe unsere Substitution zum Beispiel W überführt, mit W*. 








1) Die Integration eines (2n — 1)-gliedrigen Problems, dessen kanonische 
Form n Glieder besitzt, läßt sich bekanntlich immer auf die Integration eines 
(2n — 2)-gliedrigen Ausdrucks zurückführen. In diesem Paragraphen wird gezeigt, 
daß eine solche Reduktion auch dann möglich ist, wenn die betreffende kanonische 
Form n — ı Glieder besitzt. 
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Es wird vorausgesetzt, daB A, (v)=0, A,(v)—=0') Hauptlösungen 
hinsichtlich x,,_, = &,_1, Zan_a = @g„_, besitzen. Alsdann ist (Satz XI) 





keine Lösung dieser Gleichungen, und demzufolge kann P,,_, in de- 


'terminierter Art eine (n — 1)-gliedrige Form 


I,as, +... + 1.10%, 
erhalten. Endlich soll 
AWO 
diejenige Gleichung sein, deren Lösungen 
IT, EN 
n—19 2, Er, II, 





2 
sind. 

Wir gehen dazu über, wichtige Beziehungen zwischen P,,_, und 
P,,_s zu entwickeln. 

7. Kennt man eine Integralgleichung von P,,_;, 


k=n-1 


Be, = F,.df,, 


so findet man leicht eine Integralgleichung von P,,_,. Die Sub- 
stitution 

Ign-1ı  an-ı a 4 (Zen-2 Se &n_3) 
führt nämlich die letzte Gleichung in 


k=n—1 


Ps se SD tudr, 
k=1 


was die verlangte Integralgleichung ist. Dies gibt durch eine einfache 
Überlegung den Satz: 


XIX. Ein beliebiges System Lösungen von A, (dv) = 0, 4,(v) = 0 


’ wird durch die Substitution 


Lan = Man-ı + Aldiana — an-3) 1337 
in ein System Lösungen von A(v) = 0 übergeführt. 
Ungleich wichtiger ist es, daß man umgekehrt immer ein System 
Lösungen von A, (v)= 0, A,(d) = finden kann, wenn A(y)=0 in- 
tegriert ist. Den Weg hierzu bieten die beiden folgenden Sätze: 


1) A, (Y)=0, A, (y) = 0 sind wie gewöhnlich diejenigen linearen Gleichungen, 
F, 
n—1? et a, F 


n—1i 


: . 2 
deren gemeinsame Lösungen f,, ---, - sind. 
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XX. Die Substitution 


Gan-ı — lan + Alan _3 — %,_3) 
führt die Hauptlösungen von A, (%) = 0, 4, (dv) = 0 hinsichtlich: 


Van-1 7 gu _17 Zan_2 = ügu_: 
in die ang von A(y) = 0 hinsichtlich x,,_, — &g„_s Über. 
Sind nämlich A,,...., A,,_; die Hauptlösungen von A, (v) = 0, 


A,(d)= 0 hinsichtlich %,,_, = &,_1, Kon Agy_g, SO a nach 
XII die Relationen 


Klar 2 ans Man, an _ı) = eıhmdı 


Nun sind nach dem vorangehenden Satze die Größen Ri: > A 


hy — Alan 0 Lana Agn-ı F Aldgn_a— &,_9)) 
Lösungen von A(y) = 0. Sollen sie die Hauptlösungen hinsichtlich 
%yn_2 = @g„_, Sein, so ist nach VI dazu notwendig und hinreichend, daß 
Ma 22, Yan-zı Mpn-2, Ggn-ı) = E, 
Wir sahen aber eben, daß diese Gleichungen stattfinden, und also ist 
unser Satz erwiesen. 
XXI. Die Substitution 


Ign- ga &gn—_2 


führt die Hauptlösungen von A (vb) = 0 hinsichtlich EEE 


Dylan 2. Ban A) + Dan_glkr 0 %gn_2, A) 
in die Hauptlösungen von A,(y) = 0, A,(d) = 0 hinsichtlich 


A Leon ı =, 0, dr ne =l, 
über. 2n—1 2n—1) "2n—2 2n—? 


Nennen wir nämlich die Hauptlösungen von A, (%) = 0, A,(v) — 0 
hinsichtlich 2,,_, = &,_1, Zgn_s = Oyn-s 


Rh (Eur 24 Bgn-ı) Mar = +» Ran-as 
so sind nr, N ne nach dem vorangehenden Satze die Haupt- 
lösungen von A(d)=0 hinsichtlich 2,,_; = «,,‘',. Also gelten die 
Relationen 


Na, 24 Lana, Agn-ı FAR A) = lRr - Lan-an A) 
und zwar für alle Werte von A, insbesondere also auch, wenn wir [338 


setzen . 
r\ Fgn-ı  Mn-ı, 


$) 
Lgn—3 un -2 


das heißt, wir haben die Relationen 





Ian 17 kr-ı 
Bl: Ban nr - > Zen ne 


die unseren Satz beweisen. 
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8. Im Anfange der vorangehenden Nummer sahen wir, daß eine 
Integralgleichung von P,,_s = 0 gefunden werden kann, wenn P,,_,=0 
integriert ist. Ungleich wichtiger ist es, daß man auch umgekehrt 
eine Integralgleichung von P,,_,—=0 finden kann, wenn P,,_, = 0 
integriert ist. Dieser Satz, der nun bewiesen werden soll, bildet die 
Grundlage für meine neue Methode. 


Satz XVIII sagt, daß unser (2» — 1)-gliedriges Problem 
Prn-ı = Kuda, +... 4 X. 08,-ı 


integriert werden kann, wenn 1) die Hauptlösungen von A, (d) =, 
A,(%) = 0 hinsichtlich %,,_ı = %,„_ı, Tan_g = %,_, bestimmt sind, 
und zugleich 2) dasjenige (2n — 3)-gliedrige Problem 


En — Xda, +...+ an, 
— (0) die Sub- 


integriert ist, welches hervorgeht, wenn man in P, 
stitutionen 


n—1i 


nz — gan 33 Aan-ı — Oan-ı 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in 
eu X,da, aeg Rn, a er un De day ,_. 
die Substitution | 
Ign-g ” Rgn_9 
macht. Es soll nun gezeigt werden, daß beide jene Bestimmungen 


geleistet werden können, wenn P,,_s = 0 integriert ist. 
Kennt man nämlich eine Integralgleichung von P,,_s = 0, 


(«) P.-3 = o(dp,_ı + 9dpı +...+ D,_,dp,-2) 
so findet man durch Auflösung der 2» — 3 Gleichungen 


Dos ander, ut) (k=1,...,n-1) 
Dil. an A) Dulay, --., Ggn_g7 A) E=tun2) [839 


hinsichtlich «,, . 


a 
A (#=1,...2n—3) 


die Hauptlösungen A,,...,A,,_,; von A(y)=0 hinsichtlich ee 
Alsdann sind die Größen 
n-ı 7 Mn- 
h, (2. 0 Kgn_2 Setzen) (k=1,..,2n—3) 
nach XXI die Hauptlösungen von A, () = 0, A, (%) = 0 hinsicht- 
lich &,,_1 = %._1, Xorg = @gn_g. Hiermit ist die erste Bestimmung 
geleistet. 


144 XI. Integr. eines 2n-gliedrigen Pfaffschen Problems. Christ. Forh. 1873 


Um die zweite auszuführen, mache man in der obenstehenden 
Integralgleichung («) von P,,_; = 0 die Substitution 


Lana — gun: 
Hierbei geht P,,_, in P,,_, über, und also kommt 


k=n—i 


Pan-3 = SP, Ve) Apr nd Ian aus) 


in welcher Gleichung ®,_, gleich 1 ist, während o, diejenige Funk- 
tion bezeichnet, in welche unsere Substitution oe überführt. Hiermit 
ist die verlangte Integralgleichung von P,,_; = 0 gefunden. 

Alsdann besitzt P,,_, nach XVIII eine Integralgleichung von der 


Form 
ken—1 


Pon-ı = e SI 9, Me Nan-5) dp, (hy; ee 


o wird bestimmt durch eine beliebige unter den Gleichungen 
k=n—l1l 
Ze dp; 
X, a > ®, de; 
k=1 
9. Die äußerst wichtigen Ergebnisse dieses Paragraphen fassen wir 
in folgendem Satze zusammen. 
XXLH. Sei 
Pan-ı = Kıd2 +..- + X, 408n-ı 
ein (2n — 1)-gliedriges Pfaffsches Problem, welches in determinierter Art 
eine (n — 1)-gliedrige Form 
Haht-.-.- +#, ‚a, ,—=d 
erhalten kann. Es wird vorausgesetzt, was jedenfalls durch eine Ver- 
tauschung der Größen 2, ..., %„_ı erreicht werden kann, daß die [340 
beiden linearen partiellen Differentialgleichungen, welche 


3 
r ee Fu-3 
ae) n—17 2 LT, Be 


befriedigen, Hauptlösungen hinsichtlich x, ,_2 = %,_3, Zan_ı = &n_ı de- 
sitzen. Macht man nun in P,,„_, die Substitution 


In — Kan—ı a5 h (den_a Ber Kgn_2)» 
so kommt ein (2n — 2)-gliedriges Problem 
4 Fuz x dx, ug we cE x; sdXy „_3 + Be T AX,,_,) da,,_3 


welches in determinierter Art eine (n — 1)-gliedrige Form erhalten kann 
und dabei mit P,,_, äquivalent ist. 
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Kennt man nämlich eine we desselben 
Pa =o(do, , +Ado, +...+ R,_,do,_2), 


so kann P,,_, in folgender Weise integriert werden: Man löst die 


:2n — 3 Gleichungen: 


Br nen. sen 
RE Re RE ,_g A) &=l...n-2) 

hinsichtlich &,, ..., &g,_; auf, was immer möglich ist: 
eh, ea A) (k=1,..,2n-3). 


Setzt man der Kürze wegen: 


> 2 —%,_1 
Kehtlt,.., 2, me, (k=1,...,2n-3), 
N 3 D 


so ist die Gleichung 


> RE Weller 2. WR, m 






ah 
> 2, (h,, A, m do, (h,, er Be 


ee 
u MR 
Kl 


in welcher Q,_,— 1 und 6 durch die Gleichung bestimmt ist: 
k=n-1 


do 
Ir 
=(. 


Dieser Satz ist die Grundlage für meine neue Methode. 


eine Integralgleichung von P, 


n—1 


$ 5. Neue Integrationsmethode eines 2n-gliedrigen Pfaffschen [341 
Problems. 


10. Zur Begründung meiner neuen Methode brauche ich noch den 


folgenden bekannten Satz: 


XXI Sei 
| 2, 7 Xıdz, B tr X) da, 


9 ein vorgelegtes 2n-gliedriges Pfaffsches Problem, welches in determinierter 
Art eine n-gliedrige Form erhalten kann, und W ein bekanntes Integral 


des zugehörigen ersten Pfaffschen Systems. cc man vermöge: 


W=a, da, da, +.. a dx,, day, = 0 


die Größen x,, und dx,, aus P,,— 0 weg, so erhält man ein (?n — 1)- 
 gliedriges Problem 


k=2n-1 


Fa - IX, m Kan, 9) da, 


welches eine (n — 1)-gliedrige Form erhalten kann und dabei in dem Sinne 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bad. III 10 
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mit P,, = 0 äquwivalent ist, daß die Integration von P,,_, — 0 diejenige 
von P,, = 0 nach sich zieht. 
Ist nämlich 
k=n-—1 
a = 22,0 22 2a, 0) AR, (Mir - +, Dan, @) 


eine Integralgleichung von P,,_, = 0, 50 ist die Gleichung 


k=n—i 


P,.= 9 (2,,-- 09) AW+ IR, GM) do, (&,-- u 


in welcher ® durch 





bestimmt wird, eine Integralgleichung von P,, =. 
Wünscht man also ein vorgelegtes 2n-gliedriges Pfaffsches 
Problem 
P,,= Rdn +... + Kon, 


zu integrieren, so kann man in folgender Weise verfahren: 
Man sucht ein Integral des ersten Pfaffschen Systems und stellt 
sodann nach dem vorangehenden Satze ein (2% — 1)-gliedriges Pro- 


Pi Kıda t---r Kon AXan-ı, 


| 

| 

blem auf: 
| 


welches eine (n— 1)-gliedrige Form erhalten kann und dabei mit 
P, ‚äquivalent ist. Sodann stellt man nach Satz XXII ein (2n— 2)- [342 
gliedriges Problem auf: 

EEE Base am +t...+ Xy,_2düg,_, 


welches eine (n — 1)-gliedrige Form erhalten kann. Ist P,,„ = 0 ın- 
tegriert, findet man nach Satz XXII eine Integralgleichung von P,,_} 
und sodann nach Satz XXIII eine Integralgleichung von P,,„—0. 


XXIV. Die Integration eines 2n-gliedrigen Pfaffschen Problems 
P,,= dx, +... + Xndtan 


dessen kanonische Form n Glieder besitzt, kann, wenn ein Integral des 
ersten Pfaffschen Systems gefunden ist, durch successive Anwendung der 
Sätze XXIII und XXII auf die Integration eines (2n — 2)-gliedrigen 


Problems 
Pon-ı — Xraz, eu 8 Kr, dangn_2 


dessen kanonische Form n — 1 Glieder besitzt, zurückgeführt werden. 
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11. Meine neue Methode besteht nur in einer wiederholten Anwen- 
dung dieses Satzes. Man kann dieselbe in folgender Weise formulieren; 
im übrigen verweise ich auf die Sätze XXIV, XXIH und XXII, welche 
zeigen, wie die betreffenden Operationen ausgeführt werden: 


XXV. Se 
Bea Xdı L 2.X 


2n 


ÄX,, 


ein vorgelegtes 2n-gliedriges Pfaffsches Problem, welches in determinierter 








Art eine n-gliedrige Form erhalten kann. Man bestimmt ein Integral des 
ersten Pfaffschen Systems, was nach meiner Bezeichnungsweise eine Ope- 
ration 2n—1 verlangt, und stellt sodann ein (2n — 2)-gliedriges Pro- 


 blem auf: 


(1) 1) 
Ps KL dm +.::+ 8, sd. 


welches in determinierter Art eine (n — 1)-gliedrige Form erhalten kann 
und dabei in dem Sinne mit P,, äquivalent ist, daß die Integration von 
P,,_s = 0 diejenige von P,, = 0 nach sich zieht. In entsprechender 
Weise reduziert man die Integration von P,,„_s = 0 vermöge einer Ope- 


ration 2n — 3 auf diejenige eines (2n — 4)-gliedrigen Problems 


r(2 2 
NE N 1343 


In dieser Weise stellt man successiv eine Reihe Pfaffsche Probleme 
 P,a_s Fans} ---» Po, Pı wuf und kommt zuletzt zu einem zweigliedrigen, 
- das heißt, einer gewöhnlichen Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln: 


De Pe ED ae 


die man in der gewöhnlichen Weise integriert. Sodann geht man rück- 
i wärts und. bestimmt zuerst vermöge Differentiation und Elimination eine 
 Integralgleichung von P,—= 0, sodann in derselben Weise eine Integral- 
 gleichung von P,= 0 usw. Zuletzt findet man endlich eine Integral- 
 gleichung von P,,— 0, dessen Integration also nach meiner Methode, wie 
“nach der Olebsch-M ayerschen, nur die Operationen: 


2n—1,2n—3,...5,3,1 


verlangt. 


Es ist bemerkenswert, daß meine Methode erst dann die schwierig- 


sten Eliminationen verlangt, wenn alle Integrationen ausgeführt sind. 
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XIa. 


Selbstanzeige von XI. 
Bulletin des Sciences math@matiques et astronomiques Bd. XII (II. Serie, Bd. ]), 
Abt. 1, S. 206—207. Paris, Juli 1877. 

La theorie du probleme de Pfaff, qui remonte ä Pfaff, a [206 
et& successivement perfectionnee par Gauß, Jacobi, Cayley, Natani, 
Clebsch, Graßimann, Weiler et Mayer. 

Des 1872, Vauteur avait annonce, dans une Communication & l’Aca- 
d&mie de Christiania, que sa methode d’integration des &quations aux 
derivees partielles du premier ordre pourrait &tre etendue au probleme 
de Pfaff dans sa forme la plus generale. Depuis, il a indique dans 


differentes oecasions que l’ensemble de ses recherches sur lesdites &qua- 


tions peut &tre etendu au probleme de Pfaff. 
Dans le present M&moire, l’auteur traite d’une expression 
X,dae, +...+2%,,4%, = ZXde, 

qui peut &tre mise sous la forme 

Faf +:::-+ Fa; 
Affe Fin. F) designent des quantites independantes. Pour 
effectuer cette reduction, l’auteur cherche d’abord une integrale du pre- 
mier systeme de Pfaff. Ensuite il forme, par elimination et differen- 
tiation, une expression reduite 

Rd i Ned 2 udn 

qui est tellement lice avee &X dx que, lintegration de EX" dx stant 
effectuge, on pourra par differentiation trouver une expression integrale 
de &Xdx. Ensuite, il forme le premier systeme de Pfaff appartenant 
ä l’expression EX"dx, et cherche une integrale; puis il forme une 
troisieme expression 


X9dn+...+X,, 


I 30.0 73 
Si on a integr& cette nouvelle expression, on.'pourra integrer, par 
des operations ex&cutables, d’abord & X®”dx et ensite EX de. 

En poursuivant de cette maniere, on trouvera enfin une @quation 
differentielle ordinaire & deux variables: [207 
KeN HIN da - EX da 
Ayant integr& cette @quation, on trouve, en remontant successivement, 

des expressions integrales des quantites 
DR N EN tan 0, EN am EX. 
Il est impossible de trouver une methode d’integration qui demande 
des integrations plus simples. S. L. 


| 
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Allgemeine Theorie partieller Differentialgleichungen [198 
erster Ordnung.) 


Von Soruus LIE. 


(Zur Aufnahme in die Forhandlinger angemeldet in der Sitzung vom 
20. November 1874.) 


Christ. Forh., Aar 1874, S. 198—226. Christiania 1875. 


Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zwischen drei Variabeln wurde von Lagrange (und Monge) begründet, 
von Pfaff auf beliebig viele Variabeln ausgedehnt, und endlich von 
Cauchy und Jacobi wesentlich vervollkommnet und entwickelt. Neuere 
Forschungen, die indes bei dieser Gelegenheit nicht näher besprochen 
werden sollen, haben noch weitere Fortschritte begründet. 

Im Jahre 1872 lenkte ich?) die Aufmerksamkeit darauf, daß es 
naturgemäß war, die Fundamentalbegriffe und Probleme dieser Disziplin 


‘ zu erweitern. Hierdurch gewinnt in der Tat die ganze Theorie eine 








früher ungekannte Einfachheit und Allgemeinheit, deren Wert hoch zu 


- schätzen ist. Merkwürdigerweise steht diese Verallgemeinerung in ge- 
_ nauem Zusammenhange mit der ursprünglichen Pfaffschen Formu- 
 lierung des Integrationsproblems, die von Cauchy und Jacobi ver- 
‘ lassen wurde. Niemand scheint bemerkt zu haben, daß die Pfaffsche 
- Fragestellung, die im übrigen keineswegs von Pfaff konsequent durch- 
- geführt wurde, wesentliche Vorteile bietet. 


Ich werde versuchen, diese erweiterte Theorie, die ich früher nur [199 


skizziert habe, etwas ausführlicher darzustellen. Gleichzeitig entwickele 





1) Ich denke zur Zeit daran, eine ausgeführte Darstellung meiner Arbeiten 


“von 1872 zu versuchen. Meine jetzige Arbeit ist als ein Kapitel dieser projek- 
_ tierten Abhandlung zu betrachten. Ich habe versucht, teilweise meine ursprüng- 


liche synthetische Form beizubehalten. Es würde mich interessieren, zu erfahren, 


ob auch solche Leser, die nicht mit Mannigfaltigkeitsbetrachtungen ganz besonders 
‘ vertraut sind, mich verstehen können. 


2) Göttinger Nachrichten, 30. Oktober 1872, Nr. 25. [Hier Abh. IV, S. 16—26.] 
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ich die von mir herrührende Erweiterung der Cauchyschen Methode, 
die schon Mayer!) zum Gegenstand einer verdienstvollen Arbeit ge- 
macht hat. Hoffentlich werde ich bald eine ausgeführte Darstellung 
meiner neuen Integrationsmethode folgen lassen können. 


$ 1. Erledigung eines Hilfsproblems. 


1. Ich erledige zuerst ein Hilfsproblem, welches in genaustem Zu- 
sammenhange mit dem sogenannten Pfaffschen Probleme für eine un- 
gerade Zahl der Variabeln steht. Dasselbe ist ohne Zweifel früher von 
anderen gelöst worden. Nichtsdestoweniger halte ich es für richtig, 
dasselbe selbständig und ausführlich zu behandeln. 


Problem. Man soll alle Gleichungssysteme der Form 
RC AN OR RE (k=0,1,...,0) 
bestimmen, vermöge deren die Differentialrelation 
rd + da +... +2,da,=0 = Znde 
identisch stattfindet. 


Die gesuchten Gleichungssysteme ordnen sich naturgemäß in zwei 
Kategorien, solche nämlich, die keine Relationen zwischen den x allein 
bestimmen, und solche, die dies machen, zwischen deren Gleichungen 
sich also alle x eliminieren lassen. Ein System der ersten Art bestimmt 
offenbar auch keine Relation zwischen den Differentialen dx. Soll aber 
der Ausdruck Zxdx verschwinden, ohne daß zwischen den dx Rela- 
tionen bestehen, so müssen alle x gleich Null sein. Jedes System der 
ersten Art enthält daher die Gleichungen 


neh. e), 


und andererseits ist auch klar, daß es keine weiteren Gleichungen ent- 
halten darf; denn sonst ließen sich die x eliminieren. Im folgenden 
fassen wir nun die Größen x als Verhältnisgrößen auf; darum müssen 
wir das gefundene System als ein uneigentliches betrachten. 

Also brauchen wir uns nur mit dem Falle zu beschäftigen, daß [200 
zwischen den Gleichungen unseres Systems sich die x eliminieren lassen. 
Die in dieser Weise erhaltenen qg + 1 Relationen zwischen %,, %,, - . -, % 
können immer hinsichtlich g+ 1 unter den x, etwa 2, %, ..,,% 
aufgelöst werden; hierdurch nehmen sie die Form: 

(1) x, = fı (2,41 u) (k=0,1;.:,0% 


1) Göttinger Nachrichten 1873. 
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Durch Differentiation findet man also g + 1 Relationen zwischen den dx: 


| a=n 
: > d 
; dz, era za dx, (k=0,1,...,9) 


a=qg+1 


welche den Ausdruck Zxdx auf die Form 


a=n 
> af, df, dfı 
; (=, dx, u 7T, de, +..+ T, de, — x.) dt, 
a=qg+1 


reduzieren. Hier sind nun alle zurückgebliebenen dx von einander 
völlig unabhängig, und daher müssen folgende Relationen bestehen: 


af, d & 
(2) To Fran T, Prans vr (e=g+1,..,n). 


- Also enthält jedes Gleichungssystem, welches Zrdx — 0 identisch be- 
 friedigt, n + 1 Gleichungen der Form (1) und (2). Umgekehrt ist ein- 
leuchtend, daß diese Gleichungen an und für sich den Ausdruck Zixda 
identisch verschwinden lassen. Enthält daher unser System noch wei- 
tere Gleichungen, so sind dieselben nur noch der Beschränkung unter- 
 worfen, mit dem Systeme (1), (2) algebraisch vereinbar zu sein. 

| Das gefundene Resultat kann eine elegante Form erhalten. Setzen 
' wir nämlich: 


mt. t+ah=W 


so nehmen die Gleichungen (1) und (2) die Form: 


Sm, ..[r 
Tim’ N, dx,’ 












; wo k successiv die Werte 0,1, ...,g, und « die Werte g+1,...,n 
— annimmt. 

R. Es ist übrigens leicht, ein, freilich nur scheinbar, noch allge- 
- meineres (n+ 1)-gliedriges Gleichungssystem anzugeben, welches Irxdx 
_ identisch verschwinden läßt. [201 


Dies ist in der Tat der Fall mit jedem Systeme der Form: 
aW dw k=0,1,...9 
3. de,’ u ae dz, ee ’ 


vorausgesetzt, daß W irgend eine hinsichtlich ©), m,, . . -, ®, homogene 
- Funktion erster Ordnung von #,, .. ., 7, & . ., &, bezeichnet. Unsere 
- Gleichungen geben nämlich: 


+19 ° 
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Nun ist W homogen von erster Ordnung, also ist 


k=9 d 

W 
PH V= 0, 
0 


woraus durch totale Differentiation: 


Sr .4(5 .)+ Dir u —-dW-0. 


Mit Benutzung dieser- ae finden wir: 


Exda = Sir . da, +dW, 


a=g+1 
oder 


EZrde=—-dW+dW=0, 


womit meine Behauptung erwiesen ist. 

Zugefügt soll nur sein, daß die Gleichungen unseres Systems nach . 
dem Theoreme der homogenen Funktionen die folgende charakteristische 
Gleichung nach sich ziehen: 


DR rt... +2,70, = W. 
Wir fassen das Vorangehende folgendermaßen zusammen: 


Theorem I. Faßt man z,,x,,..., x, als Verhältnisgrößen auf, so 
enthält jedes System Gleichungen zwischen ag, ..., Ayy&yy +, 2, wel- 
ches die Differentialrelation 


AR + mA +... +n,de, = 0 


identisch befriedigt, n + 1 Gleichungen von der Form 


daW daW k=a,b,...,1 
amt eR Leer? | ); 


R=MN...t 
welche an und für sich den Ausdruck Exdx verschwinden lassen. Hier 
bezeichnen a,b, ....,I,m,n,...., t die Zahlen O,1,...,n in einer be- [202 
liebigen Ordnung genommen, und W ist irgend eine Funktion von X, -- -, 
I, my +, 2, die hinsichtlich der x homogen von erster Ordnung ist. 

Unsere n + 1 Gleichungen können im allgemeinen auf mehrere Weisen 
die aufgestellte kanonische Form erhalten. Insbesondere kann man immer 
erreichen, daß W hinsichtlich der x linear ist. 


2. Um die Sprache zu erleichtern, werden wir die Terminologie 
der Mannigfaltigkeitslehre anwenden und gleichzeitig ein neues Symbol, 
welches wir sogleich definieren, einführen. 
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Wir betrachten zwei Wertsysteme 
05:2: 8 


FOR PRER EN: 


„und, 3% 
als äquivalent, wenn 

u, ME: yk=0,1,..,n), 
und müssen daher sagen, daß es 00°”*+1 und nicht o0?”+? Wertsysteme 
(x, x) gibt. Eine Zahl q Gleichungen zwischen den x und x bestimmen 
im allgemeinen 00?”f1-2 solche Wertsysteme. Den Inbegriff der- 
selben bezeichnen wir, wenn die betreffenden Gleichungen 


Zxdx= 0 identisch befriedigen, mit dem Symbole 

M,, 
wo k die Zahl 2» -+1-—g ist. Nach dem Vorangehenden kann k 
höchstens gleich » sein. 

Wir gehen dazu über, die Betrachtungen der vorangehenden Num- 
mer zu interpretieren. Dabei wird es bequem sein, sich vorläufig 
auf den Fall n=2 zu beschränken. 

Fassen wir 2,,2,,&, als Cartesische Punktkoordinaten auf und 
X, %;, 7, als Verhältnisgrößen, welche die Lage einer durch den Punkt 
%o; %1, & hindurchgehenden Ebene: 

m) tm m) tm — 2) — 0 

bestimmen, so können wir %,, 2, X, 7, X, % als Koordinaten eines 
Flächenelements betrachten. Bei dieser Interpretation sagt die Gleichung 

nd + md + rd, =0, [203 
daß die Ebene des Flächenelementes (#,, ..., 7%) den Punkt des be- 
nachbarten Elementes (2, + d&y, -- :, 7%; + da,) enthält. Findet diese 
Relation statt, sagen wir der Kürze wegen, daß unsere beiden Elemente 
vereinigt liegen. Mit Anwendung dieses Ausdrucks können wir 
unser allgemeines Problem für den Fall n=2 folgendermaßen aus- 
sprechen: 

Man soll die Flächenelemente des Raumes in allen mög- 
lichen Weisen in zweifach unendliche Scharen zerlegen, der- 


_ art, daß jedes Element mit allen benachbarten Elementen der- 


selben Schar vereinigt liegt. 

} Um die erhaltene Lösung dieses Problems interpretieren zu können, 
_ bemerken wir folgendes: 

— Nehmen wir irgend eine Fläche, so bestimmt die Gleichung der- 


selben 
o=f (2, X) 
zusammen mit den beiden Relationen 





df 
T, + To de, = Ö, Tg — To da, == 0) 
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alle Flächenelemente, welche die Fläche bedecken. Nehmen wir an- 
dererseits eine Kurve, so ist auch nicht schwer zu erkennen, daß die 
Gleichungen derselben 


= h(&)ı 2, = f,(®) 


d SE 
4% + 10 


zusammen mit 





alle Flächenelemente bestimmen, welche die Kurve umhüllen. Endlich 
kann man die Gleichungen eines Punkts 

oe Mayr a u U 
auch als analytische Definition aller durch denselben hindurchgehenden 
Elemente auffassen. 

Vergleichen wir nun dies mit Theorem I, sehen wir, daß die Ele- 
mente, welche eine Fläche bedecken, eine Kurve umhüllen oder durch 
einen Punkt gehen, Scharen der verlangten Eigenschaft bilden, und daß 
es keine andere solche Scharen gibt. 

Um die allgemeine Theorie in entsprechender Weise interpretieren 
zu können, fassen wir 2, 21,5 :- +, 2%, als [die] Punktkoordinaten eines 
(n-+1)-fach ausgedehnten Raumes auf, ferner 7,,®%,,..., =, als [204 
Verhältnisgrößen, welche die Lage einer durch den Punkt x,, ..., ® 
hindurchgehenden ebenen Mannigfaltigkeit 


nai-)+m@-)+.. +2,02) 0 
bestimmen. Bezeichnen wir den Elementarteil dieser Mannigfaltigkeit, 
der dem Punkte x,, -.., x, benachbart ist, kurzweg als ein Element, 


so können wir die Größen 29, - - -, 2 Toy : - -, 7, als Koordinaten eines 
Elements betrachten. Die Gleichung 


ad tm dr +... +n,de, = 0 


sagt, daß die Ebene des Elements (z,,...., x,) den Punkt des benach- 
barten Elements (x, + day, ..., 7%, + dz,) enthält, oder, wie ich der 
Kürze wegen mich ausdrücke, daß diese beiden Elemente vereinigt 
liegen. Also kommt unser allgemeines Problem darauf hinaus: 

die o0?*+! Elemente a,, ..., x, auf alle mögliche Weisen in 
n-fach unendliche Scharen zu zerlegen, derart, daß jedes 
Element mit allen benachbarten Elementen derselben Schar 
vereinigt liegt. 

Um die schon gegebene Lösung interpretieren zu können, be- 
merken wir, daß die Elemente, die sich an eine (n — g)-fach ausge- 
dehnte Punktmannigfaltigkeit 


n 


T, .— fi (Bus ey %;) (k=0,1,...,9) 


Da u u m mul an a immun nun Asien m un en a a m Zum 12 
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anschließen, durch die eben geschriebenen Gleichungen zusammen mit 


den n — q folgenden 

d d 
ee 
bestimmt sind. 

Es ist also möglich, die 00°**! Elemente eines (n + 1)-fach 
ausgedehnten Raumes in n-fach unendliche Scharen zusammen- 
zufassen, derart, daß jedes Element mit allen benachbarten 
Elementen derselben Schar vereinigt liegt. Solche Scharen 
bilden alle Elemente, die sich an irgend eine g-fach ausge- 
dehnte Punktmannigfaltigkeit anschließen, und andere der- 
artige Scharen gibt es nicht. 

Die Elementmannigfaltigkeiten M, ordnen sich hiernach in n+1 
Kategorien nach der Dimension der zugehörigen Punktmannigfaltigkeit 
(d.h. nach der Zahl der Relationen zwischen den x, die aus den Glei- 
chungen unserer M, nach der Elimination der hervorgehen). Zu- 
weilen brauche ich das Symbol 

m, 


um eine Elementmannigfaltigkeit M, zu bezeichnen, deren zugehörige [205 
Punktmannigfaltigkeit von k-ter Dimension ist. Dementsprechend könnte 
ich mit 


Afı 
0-7 rn a (k=q+1,...,n) 


M®” 
den Inbegriff von 00° vereinigt liegenden Elementen bezeichnen, die 
sich an eine k-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit anschließen. 


$ 2. Formulierung eines allgemeinen Problems. 


3. Nun können wir unser allgemeines Problem formulieren. Das- 
selbe umfaßt als speziellen Fall das allgemeinste Problem, welches man 
früher in der Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 
behandelt hat. 

Problem. Vorgelegt seien qg Gleichungen der Form 

22,02 0. „00-0 (fe1,..49 
die hinsichtlich der x von nullter Ordnung sind. Man soll in 
allgemeinster Weise n+1-—g weitere Gleichungen finden, 
welche zusammen mit den gegebenen die Differentialrelation 

Aa +mdn +... +2,de, = 0 
identisch befriedigen. 


Unser Problem kommt darauf hinaus, alle M, zu finden, deren 
Elemente q gegebene Relationen zwischen den Elementkoordinaten be- 


156 XII. Allgemeine Theorie partieller Gl. 1. O. Christ. Forh. 1874 


friedigen. Nennen wir solche Mannigfaltigkeiten Integral-M, der be- 
treffenden Gleichungen, können wir unser Problem folgendermaßen aus- 
drücken: 

Man soll alle Integral-M, von qg gegebenen Gleichungen 
zwischen 2,,..., Z I, -- -, X, bestimmen. 

Früher stellte man die Forderung, daß die gesuchten Mannigfaltig- 
keiten auch als Punktgebilde n-fach ausgedehnt seien; man suchte alle 
Integral-M” von den betreffenden Beer 

Es gibt einen ausgezeichneten Fall, in dem unser allgemeines Pro- 
blem sich durch ausführbare Operationen, das heißt Differentiationen 
und Eliminationen erledigen läßt. Enthalten nämlich unsere Gleichungen 
nur die «: 

RZ RE 7 (kl... 9, 
so findet man nach den Entwickelungen der ersten Nummer die [206 
allgemeinste Integral-M, dieses Gleichungssystems, indem man m wei- 
tere Gleichungen zwischen den x zufügt, das erhaltene System hin- 
sichtlich 9 + m unter den x, etwa &,, ..., &, 4m, auflöst: 


LT, = 9, 4m un, %,) (k=0,1,...,9+m-—1), 


und endlich die bekannten Gleichungen 


d i 
+ Sm z,=0 (e=g+m,...,n) 


zufügt. Die gefundenen » + 1 Gleichungen bestimmen die gesuchte 
allgemeinste Integral-M, der q vorgelegten Gleichungen. 

4. Im allgemeinen verlangt die Erledigung unseres Problems (jeden- 
falls nach dem jetzigen Standpunkte der Wissenschaft) gewisse Inte- 
grationsoperationen. Ehe wir dasselbe angreifen, werden wir ein Hilfs- 
problem, welches nur ausführbare Operationen verlangt, erledigen. Wir 
betrachten zunächst einen einfachen Fall desselben. 


Hilfsproblem 1. Vorgelegt ist eine Gleichung F!=0 zwi- 
schen %, ..., z,. Man sucht alle Integral-M,_ı nun 


Man nehme irgend eine M,. Genügt dieselbe zufälligerweise = (0, 
so unterwerfe man die Elemente derselben irgend einer neuen Relation. 
Die in dieser Weise gefundenen 00”! Elemente bilden offenbar eine 
Integral-M ,_,. Befriedigt dagegen die gewählte M, nicht die Glei- 
chung F=(, so nehme man unter ihren Elementen alle, welche F= 0 
genügen. Dieselben bilden wiederum eine Integral-M,_;. 

Es ist selbstverständlich, daß in dieser Weise alle Integral-M,_, 
von F=() erhalten werden können. 


te 





TR nn a ae ae nn 


PR ENEEN  EEBENEHE R 











IE SRREENEEEEPERE LT 


82,3; Nr. 3—5. Hilfsprobleme. Integral-M, einer Gleichung F=0 157 


Hilfsproblem 2. Vorgelegt sind q Gleichungen zwischen 
&y 7,5 man soll alle Integral-M,_, derselben bestimmen. 

Um dieses Problem, auf welches wir später das allgemeine Problem 
zurückführen, zu erledigen, nehmen wir wiederum irgend eine M,. Unter 
den Elementen derselben gibt es jedenfalls oo""? und unter Umständen 
00”-2*%k, welche den vorgelegten Gleichungen genügen. Wählen wir 
unter denselben nach irgend einem Gesetze "2, so bilden die so er- 
haltenen Elemente immer eine Integral-M,_,, und es ist klar, dab 


alle Integral-M,_, in dieser Weise erhalten werden können. 


$'3. Zwei Fundamentalsätze. [207 


Die Theorie dieser Abhandlung beruht auf zwei fundamentalen 
Sätzen, die in diesem Paragraphen bewiesen werden sollen. 


5. Der erste bezieht sich auf alle Integral-M, einer Gleichung 
F=0. Doch ist es naturgemäß oder jedenfalls bequem, sich zunächst 
auf solche Integral-M, zu beschränken, deren Gleichungen eine bestimmte 
x, etwa x, enthalten. Setzen wir nun, um uns möglichst viel der ge- 
wöhnlichen analytischen Darstellung anzuschließen: 


HR, = %, Saale Top; (k=4,..90n) 
so nimmt die vorgelegte Gleichung die Form 
ee ah 


und die betreffenden Integral-M, drücken sich folgendermaßen aus: 


mm 
(A) n2 Pı?ı ee P, CE ’ KEN dpr’ Pa: ds 


eg hi...n) ö 
Es sind also alle Gleichungssysteme dieser Form, die mit !=0 
algebraisch vereinbar sind, welche zunächst den Gegenstand unserer 
Betrachtung bilden. Hier führen wir die Diskussion in verschiedener 
Weise, je nachdem g gleich Null oder von Null verschieden ist. 
Ist qg= 0, so heißt dies, daß wir alle Gleichungssysteme 


dW 
(B) aye Wa, .. %,)) 2 al da, en 
betrachten, die mit F=(0 algebraisch vereinbar sind. Ein solches 
Gleichungssystem bestimmt 2 und die Größen » als Funktionen von 
den x, die selbst vollständig unabhängig bleiben. Darum ist unser 
System mit den n Relationen 


dx, a k=1,..,n), 
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in denen & irgend eine infinitesimale Größe bezeichnet, zusammen mit 
der aus ihnen hervorgehenden Gleichung 
dF dF 

AR e(p, dn, er ai) 
vereinbar. Es handelt sich darum, die entsprechenden Inkremente 
dp, zu berechnen; es wird sich zeigen, daß sie nur von der [208 
Form von F und nicht von der von W abhängen. 

Durch Differentiation finden wir: 


dE  dE dF dp, dFap, _ 








| PER TEILEN ren a Fu 
Nun ist 
2 
ee Em a) ar 
dx, dx,dx, da,’ k dp,’ 
also kommt 
dF dF 
(an taz) dm = 0. 


In dieser Weise erkennen wir, daß unser Gleichungssystem (B) mit 


dem bekannten simultanen Systeme 
dF dr dF 
ae men nn 0 00000 
vereinbar ist. 


Sind also F, fi, .... fa„_ı ein zugehöriges System Integrale, so 


ist es im allgemeinen möglich, die Gleichungen z= W, all 


durch n-+ 1 Relationen der Form 
Ef in) Beynen 
zu ersetzen. 
Um die Sprache zu erleichtern, nennen wir den Inbegriff der Ele- 
mente (2,%,p), die durch die 2» Gleichungen 
ll 


3 


bestimmt werden, einen charakteristischen Streifen oder eine cha- 
rakteristische M,. Geben wir den Parametern a, successiv alle mög- 
lichen Werte, so erhalten wir 00°"-! charakteristische Streifen. Mit 
Anwendung dieser Terminologie können wir nach dem Vorangehenden 
folgenden Satz aufstellen: 


Die Integral-M, einer Gleichung 
F(z, Kyren Am Piy cn 2.) =. 


welche durch Gleichungen der Form 
daW 
ar (k=1,...,n) 


Be W(a,, ag %,)» P,= 
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definiert werden, sind im allgemeinen von charakteristischen Streifen 
erzeugt. 


Dieser Satz deckt sich dem Wesen der Sache nach mit dem 
analytischen Kern in der Cauchyschen Integrationsmethode. Ich [209 
werde denselben jetzt ausdehnen und darnach in dem folgenden Para- 
graphen die Grenzen für seine Gültigkeit feststellen. 

Es handelt sich also darum, diesen Satz auf Mannigfaltigkeiten 
der Gleichungsform 


B—- mu. Du = W- Dr 3 Part: Du) 
(A) om u 
k dp,’ @ a2 
en I 


welche der Gleichung 
Fa...) 0 
genügen, auszudehnen. 
Zu diesem Zwecke führen wir neue Variabeln ein vermöge der 
Substitution: 


A ’ ’ ’ f 
JZeE—mU—::- — Dil Y= Pe Drln Bu Tor Pa De 
oder der äquivalenten: 

: ’ ! 14 ’ ’ Be [4 BE 14 tL /L 
= —- Mm—-..- Pin Po Dr Kai DaDa 


Hierbei nehmen das System (A) und die Gleichung F=0 bezüglich 
die Form 


‚ , ’ ; daW 
2m Wis. 2) Bar, dei.) 
und 
Fe —- 9% --.-..-— Mi, ..)=F=V0 


an. Sind also F’,fl, ..., fa„_, ein System Integrale des simultanen 
Systems 
(C) dal:---:daj:de':dp):---:dp, = 


dr’ j 


ar, (3 F —) 
ee : 


da, T Pr az 
so können die Gleichungen (A) durch n + 1 Relationen der Form 
A Be ns 
ersetzt werden. 
Nun ist es aber leicht zu sehen, daß unsere Substitution auch das 
simultane System 
dF ( dF er) 


(D) a ee TR PEN LFI 


in das simultane System (C) überführt. Gleichzeitig geht jedes 
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System Integrale fj, ..., fa„„_, von (D) in ein System Integrale [210 
von (Ü) über. | 

In dieser Weise erkennen wir, daß ein Gleichungssystem 
Be? DE ee W, 4-7 Bag 
welches mit 

F&,2,.:,—2)=0 
algebraisch vereinbar ist, im allgemeinen durch » + 1 Gleichungen der 
Form 

ee ee (k=1,..,n+1) 
ersetzt werden kann. Die betreffenden Integral-M, sind also von cha- 
rakteristischen M, erzeugt. 

Unser Satz hat noch nicht seine allgemeinste Form erhalten. Um 
die noch zurückgebliebene Beschränkung zu entfernen, führen wir die 
ursprünglichen Variabeln 

Da ee 
wieder ein. Hierdurch nimmt das simultane System, welches die cha- 
rakteristischen Streifen bestimmt, die Form 

d aF h 

day dan dad gg 
Dieses System ist nun vollständig symmetrisch, sowohl hinsichtlich 
%, X, wie hinsichtlich My +. %,. Also gilt unser Satz auch 
für solche Integralmannigfaltigkeiten, deren Gleichungen die Variable 


%, nicht enthalten. Also: 


Theorem Il. Die Integralmannigfaltigkeiten einer Gleichung 
2(0,..,0,0,:2.32)-0 

sind im allgemeinen von charakteristischen Streifen erzeugt. Sind insbe- 
sondere sümtliche Elemente der Gleichung in eine irreduktible Schar In- 
tegral-M,, zusammengefaßt, so sind alle diese Mannigfaltigkeiten von cha- 
rakteristischen Streifen erzeugt. 

Ich behalte mir vor, diesen wichtigen Satz in dem folgenden Para- 
graphen zu präzisieren. 

6. Zur Erledigung unseres Hauptproblems brauchen wir noch einen 
fundamentalen Satz, den wir jetzt aufstellen: 


Theorem III. Unter den Elementen einer Gleichung F=0 wählen 
wir zwei vereinigt liegende und legen durch sie die beiden zugehö- [aıı 
rigen charakteristischen Streifen. Alsdann liegt jedes Element der einen 
Charakteristik mit einem (und also mit allen) benachbarten Elementen der 
zweiten vereinigt. 
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Beweis. Ist 2, --., 25 Toy -- -, @, ein Element der Gleichung 
F=0, so wird ein benachbartes Element x,, ..., &,, A, -.., =, des 
hindurchgehenden charakteristischen Streifens durch die Gleichungen 


dF ’ dF 
7 ea dr, , my — 8 -— (k=0,1,...,n) 


definiert, wo & eine infinitesimale Größe ist. Bezeichnen wir nun den 
Übergang von dieser Charakteristik zu einer benachbarten mit dem 
Symbole d, können wir setzen 


da, =0dn,+E. “ i 
k 
Also finden wir 


zu, 0, Im) (640.02) wann 
Nach unserer Voraussetzung ist aber 
Zn,0%, =. 


Werfen wir daher infinitesimale Größen, die hinsichtlich & von zweiter 
Ordnung sind, weg, so kommt 


Zn, da, = 2 3(m,.8 a 5 02,). 


dr, dx, 


- Nun ist F' von nullter Ordnung hinsichtlich der x, das heißt: 


dF 
eu) 


also kommt durch Variation: 


daF 
Sn,.d +27 or, = 0 


und durch Einsetzung: 


ap aF 5 
Zu 0, =--.2(,, 2, + dm)--:. OF, 
woraus, da F' gleich Null ist: 
Zn,0ı, (0. 


Hiermit ist bewiesen, daß, wenn zwei Elemente einer Gleichung 
vereinigt liegen, daß dann dasselbe mit [den] zwei benachbarten Ele- 
menten der beiden hindurchgehenden charakteristischen Streifen [212 
der Fall ist. Also ist unser Satz richtig.') 


1) Der hier gegebene Beweis ist, wenn ich nicht irre, dem Wesen der Sache 
nach korrekt. Übrigens könnte man auch ohne große analytische Schwierigkeit 
die Reihenentwickelung des Ausdrucks Z,'dx, nach den Potenzen von & auf- 
stellen. 


Sophüs Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 11 
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Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist folgende: 


Korollar. Wählt man irgend eine Integral-M,_,, die nicht von 
charakteristischen Streifen erzeugt ist, und konstruiert alle durch die Ele- 
mente derselben hindurchgehenden Charakteristiken, so erzeugen dieselben 
immer eine Integral-M,,. 


Früher haben wir aber gelehrt, beliebig viele Integral-M,_, auf- 
zufinden. Ferner kann man immer entscheiden, ob eine solche von 
Charakteristiken erzeugt ist. Also können wir beliebig viele Integral- 
M,, konstruieren; und andererseits gibt diese Konstruktion alle Inte- 
gral-M,,, die von charakteristischen Streifen erzeugt sind. 

Wünscht man insbesondere Integral-M, zu erhalten, welche auch 
als Punktgebilde »-fach ausgedehnt sind, das heißt Integral-M}, so ist 
zunächst klar, daß die charakteristischen M, einfach ausgedehnte Punkt- 
mannigfaltigkeiten sein müssen. Diese Forderung ist immer erfüllt, 
ausgenommen, wenn die vorgelegte Gleichung F= 0 nur die Größen x 
enthält. Wir setzen daher voraus, daß F= 0 jedenfalls eine (und dem- 
zufolge zwei) Größen x enthält. Wählt man nun irgend eine Mannig- 


faltigkeit M,, so ist dieselbe entweder eine Integralmannigfaltigkeit, 
oder auch bilden solche Elemente derselben, welche F= 0 befriedigen, 


eine Integral-M, -I von F=0. Im letzten F alle, den wir allein zu be- 
rücksichtigen haben, sind noch zwei Möglichkeiten vorhanden, je nach- 


dem die erhaltene M}_, von charakteristischen Streifen erzeugt ist, oder 
nicht. Im ersten Falle gibt es unbegrenzt viele. Integralmannigfaltig- 
keiten, welche dieselbe enthalten; auf ihre Konstruktion gehen wir in- 
des nicht ein. Im letzten Falle erzeugen die durch die Elemente der 


gefundenen M 0: hindurchgehenden charakteristischen Streifen eine 


Integral-M,, die offenbar eine M,, sein muß. 


f 


$ 4. Theorie der vollständigen Lösungen. [213 


In dem vorangehenden Paragraphen hoben wir wiederholt hervor, 
daß wir keineswegs bewiesen hätten, daß sämtliche Integral-M, einer 
Gleichung F= 0 von charakteristischen Streifen erzeugt sind, sondern 
nur, daß dies im allgemeinen der Fall ist. Unsere Betrachtungen ge- 
statten in der Tat noch die Möglichkeit, daß es unbegrenzt viele Inte- 
gral-M, gibt, die allerdings außer der vorgelegten Gleichung F=0 
noch [mindestens] eine zweite Gleichung zwischen den x und x be- 
friedigen müssen, welche keine solche Erzeugung gestatten. Es hat, 
scheint es mir, ein bedeutendes Interesse, die wahre Begrenzung unseres 


Re nn 107 ER PR Er 
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Satzes!) aus einem eingehenden Studium des simultanen Systems 


da): --:dp BKL BEE 


” dz, dx, 





zu ziehen; ich habe mich indes darauf beschränken müssen, wie bei 
meinen ursprünglichen Untersuchungen über diesen Gegenstand, einen 
indirekten Weg zu gehen, dies um so mehr, als ich gleichzeitig die Theorie 
der vollständigen Lösungen erweitere. 


%. Ich nenne den Inbegriff von &” Integral-M,: 
Rt. tu Wi :  Kpligriı + Im Ur) @,) 


einer vorgelegten Gleichung f=0 eine vollständige Lösung 
von F= (0, wenn jedes Element dieser Gleichung in einer M, 
der betreffenden Schar enthalten ist. 

Hiermit ist die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, daß 
jedes Element in mehreren M, der Schar enthalten ist. 

Es handelt sich zunächst darum, die allgemeine Existenz der voll- 
ständigen Lösungen nachzuweisen. Hierzu brauchen wir nur den letzten 
Satz des vorangehenden Paragraphen (Theorem II]). 

Wählen wir irgend eine Relation zwischen den x: 


f(zo, ZI, 2) BF 0, 


so läßt sich immer entscheiden, ob die durch diese Gleichung zusammen 
mit der vorgelegten 


Rn n, 


#2, ..,2,20,..,30)=0 [214 


bestimmten Elemente sich zu charakteristischen Streifen zusammen- 
fassen lassen, oder nicht. Da es nun nur 00°?”-! charakteristische 
Streifen gibt, so ist es selbstverständlich, daB es solche Funktionen f 
gibt, daß die betreffenden Elemente sich nicht in Streifen gruppieren 
lassen. Wir betrachten eine solche Funktion f, indem wir es unent- 
schieden lassen, wie man in einem gegebenen Falle derartige Funktionen 
bestimmt. Nehmen wir nun alle Elemente unserer Gleichung F'= 0, 
die durch einen Punkt der Mannigfaltigkeit f= 0 hindurchgehen, so 
bildet der Inbegriff derselben eine Integral-M,_,, dabei vorausgesetzt, 
daß die Lage des betreffenden Punktes als arbiträr betrachtet wird. 
Also erzeugen die durch einen solchen Punkt hindurchgehenden cha- 
rakteristischen Streifen eine Integral-M,. Und es ist klar, daß jeder 
charakteristische Streifen einer solchen M, angehört; denn jede Charak- 


1) In diesem Paragraphen geben wir eine vollständig neue und schärfere Be- 
gründung des Theorems II. 
117 
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teristik geht jedenfalls durch einen Punkt der Mannigfaltigskeit f = 0. 
Es wird sogar im allgemeinen eintreffen, daß jede Charakteristik mehreren 
M, angehört. Jedenfalls zeigen die obenstehenden Entwicke- 
lungen, daß jede Gleichung F=0 vollständige Lösungen be- 
sitzt. 

Sei demnach 


Rt: tm Wlan -: Kg Zazır rn in a 0) 


die allgemeine Gleichung einer vollständigen Lösung mit den n Para- 
metern q@,, ..., d,. Unter den Mannigfaltigkeiten N dieser vollstän- 
digen Lösung wählen wir irgend eine Schar, die durch eine oder meh- 
rere Gleichungen zwischen den a definiert wird. Wir zeigen, daß eine 
solche Sehar zur Konstruktion einer neuen Integralmannigfaltigkeit An- 
laß geben kann. 


Wir betrachten zuerst den Fall einer Gleichung: 
©l(a,...,0a)=0. 
Der Bequemlichkeit wegen bezeichnen wir alle Mannigfaltigkeiten der 
hiermit definierten Schar mit dem Symbole N,, eine bestimmte solche 
mit N und endlich eine beliebige zu N, benachbarte mit N.. 


Wir suchen die auf N) gelegenen Elemente, die mit den benach- 
barten Elementen von N, vereinigt liegen. Eine einfache Überlegung 
gibt die Bedingungsgleichung 


dW 
Pe 





aw 
Aue da, =, [215 


in welcher da,, ..., da, Inkremente der Parameter sind, welche dem 


Übergang von N, zu N, entsprechen. Schreiben wir nun die » Glei- 


chungen Be “ 

Bass Fre @=1,..,n), 
so bestimmen die durch Elimination von A hervorgehenden n — 1 Glei- 
chungen alle auf N) gelegenen Elemente, die mit den benach- 
barten Elementen aller N, vereinigt liegen. Den Inbegriff 
dieser Elemente bezeichnen wir mit dem Symbole P°; durch 
entsprechende Konstruktion bestimmen wir auf jeder N, eine Mannig- 
faltigkeit P. Ich behaupte nun, daß der Inbegriff aller P eine Inte- 
gralmannigfaltigkeit bildet. 

Sind in der Tat P’° und P’ die beiden P, welche bezüglich N, 
und N, entsprechen, so muß jedes Element von P’, welches ja mit den 
benachbarten Elementen von N, vereinigt liegt, insbesondere auch zu 
den benachbarten Elementen von P’ in dieser Beziehung stehen. Da 
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nun alle P nur vereinigt liegende Elemente enthalten, welche F= 0 
befriedigen, so ist hiermit nachgewiesen, daß alle P eine Integral- 
mannigfaltigkeit bilden; freilich ist die Dimension dieser Mannigfaltig- 
keit wie auch die der P noch unbestimmt. 

Zu bemerken ist, daß die Gleichungen, welche P bestimmen, nur 
1) von der Form der Funktion W, das heißt, der gegebenen vollständigen 
Lösung, 2) von den Differentialquotienten von ® hinsichtlich der a, 
3) von den Werten der Parameter « abhängen. Gibt man also, 
nachdem man eine bestimmte vollständige Lösung genommen hat, den 


Größen 
dd d® 
N 


n) da, ’ Br da, 

bestimmte Werte, so erhält man eine ganz bestimmte Mannigfaltigkeit P. 

Nun sind die Differentialquotienten >= Verhältnisgrößen, also gibt es 
R 


nicht mehr als 00?”-! Mannigfaltigkeiten P. Freilich ist es denkbar, 
daß unter denselben sich identische finden. 

Wir betrachten jetzt eine Schar Mannigfaltigkeiten N, die durch 
zwei Gleichungen zwischen den a 


o,=0, D=0 [216 


definiert wird. Dabei brauchen wir die Symbole N,, No, N, in der- 
selben Bedeutung wie eben. Nun sind die auf N . gelegenen Elemente, 
die mit den benachbarten auf allen N, vereinigt liegen, durch die n 


Gleichungen 
ag, 


aW d® 
FR +4 de +% Bar 0) U lbel,...®) 
oder eigentlich durch die nach der Elimination von A, und A, zurück- 
gebliebenen n — 2 Gleichungen bestimmt. Wir bezeichnen den Inbe- 
griff dieser Elemente mit © und bemerken dabei, daß jede Q, wie eine 
einfache Überlegung zeigt, von Mannigfaltigkeiten P erzeugt ist. Es 
läßt sich nun ganz wie im vorigen Falle einsehen, daß alle Q@ eine In- 
tegralmannigfaltigkeit bestimmen, und zwar eine, die von Mannigfaltig- 
keiten P erzeugt ist. 

In entsprechender Weise könnte man den Fall dreier oder mehrerer 
Gleichungen zwischen den a erledigen. Man erhält immer Integral-M, 
die von Mannigfaltigkeiten P erzeugt sind. 


8. Wir beweisen jetzt, daß alle Integral-M, unserer Gleichung, 
ausgenommen möglicherweise eine einzige, durch die besprochene Kon- 
struktion aus der vorgelegten vollständigen Lösung hergeleitet werden 
können. 

Man nehme in der Tat eine beliebige Integralmannigfaltigkeit M,. 
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Jedes Element derselben gehört einer oder mehreren Mannigfaltigkeiten 
N an. Setzen wir nun vorläufig voraus, daß M, nicht mit sämtlichen 
N [je] ein Element gemein hat, so müssen diejenigen N, die zu M, in 
dieser Beziehung stehen, eine Schar bilden, die durch q Gleichungen 
zwischen den a bestimmt wird: 


B,(a,,...,a,)=0 (k=1,...,9)- 


Man wähle nun zwei benachbarte N dieser Schar und bezeichne die- 
selben mit N’ und N’; es seien ferner &° und & zwei benachbarte Ele- 
mente, welche bezüglich N’ und N’ mit M, gemein haben; diese bei- 
den Elemente liegen offenbar, als angehörig M,, vereinigt; das heißt, 
sie befriedigen die Gleichungen 


dw d®, 


Also ist M, entweder mit der von unserer Schar bestimmten Inte- [217 
gralmannigfaltigkeit identisch oder in derselben als reduktibler Teil ent- 
halten. Jedenfalls ist M, von Manmnigfaltigkeiten P (oder reduktiblen 
Teilen solcher) erzeugt. 

Es liegt hier im höchsten Maße nah, zu vermuten, daß die P eben 
die charakteristischen Streifen sind. Ich werde angeben, wie man syn- 
thetisch sehen könnte, daß dies der Fall ist. Dabei haben wir zwei 
Möglichkeiten zu berücksichtigen, daß nämlich die P, welche von «-ter 
Dimension sein mögen, von Charakteristiken erzeugt sind, und daß sie 
es nicht sind. 

Im ersten Falle ist klar, daß Integral-M,, welche »& passend ge- 
wählte, einander benachbarte Charakteristiken enthalten, eine gewisse 
P in ihrer ganzen Ausdehnung enthalten müssen. Der Umstand also, 
daß eine Integral-M, gewisse benachbarte Charakteristiken enthielte, 
würde bewirken, daß Charakteristiken, welche zu diesen nicht benach- 
bart wären, ebenso derselben angehörten. Dieses steht aber im Wider- 
spruche mit den Ergebnissen des vorangehenden Paragraphen (Schluß); 
also muß « gleich 1 sein. In ganz ähnlicher Weise würde man be- 
weisen, daß die Voraussetzung, daß die P nicht von Charakteristiken 
erzeugt sind, absurd ist. Hiermit ist also bewiesen, daß die P Charak- 
teristiken sind (oder aus diskreten Charakteristiken bestehen). Später 
beweise ich dies analytisch. 

Wir sehen also, daß sämtliche Integral-M, von Charakteristiken 
erzeugt sind. Eine Ausnahme bildet höchstens die einzige Integral-M,,, 
welche mit allen N [je] ein Element gemein hat, welche also durch 
die Gleichungen 


ds, 
d q, 


d®, 
ee (k=1,..„.n). 


5 





a 
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definiert wird. Die hiermit bestimmte ausgezeichnete Integral-M,, nenne 


ich, wenn sie überhaupt existiert, die singuläre Integral-M,. Es ist zu 


vermuten, daß eine Gleichung F= 0 im allgemeinen keine singuläre 
Integral-M, besitzt. Auf diese Frage gehe ich indes nicht ein.') 


Theorem IIa. Alle Integral-M, einer Gleichung F=0, ausge- [218 
nommen höchstens eine einzige, sind von Charakteristiken erzeugt. 


Hiermit haben die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen 
ihre wahre Begrenzung erhalten.”) 


Ehe ich diesen Paragraphen schließe, werde ich einen anderen Be- 
weis des Satzes, daß jede Gleichung F, = a, eine vollständige Lösung 
besitzt, andeuten. Hierüber ausführlicher später. 

Seien n +1 Gleichungen zwischen %,, -. +, %y, Hop ++, U VOr- 
gelegt: 

F=a0 :- 


welche den Ausdruck Y’rdx identisch verschwinden lassen. Sind nun 
alle a, arbiträre Konstanten, so gilt eine Gleichung der Form 

(A) Zxdae=2Z4dF,; 

dann aber bestehen zwischen den F' die charakteristischen Relationen 
(B) (F,F) = 0 ER RN 
Ist nun F, irgend eine vorgelegte Funktion, so existieren immer 


weitere von einander unabhängige Funktionen F',, welche (F,F,) = 0 
geben. Dann aber definieren die Gleichungen 


Fe= a, any Died, 


n 


eine vollständige Lösung von F,=«a,. Wünscht man endlich dieselbe 
auf die kanonische Form 


Ent. +00, = W li, + gr Dar rn Im U ce a) 


zu bringen, so muß man wie im ersten Paragraphen verfahren. 
Diese Beweismethode ist vielleicht als einfacher als die oben ge- 








1) Es ließe sich nun nachweisen, daß Integralmannigfaltigkeiten, die durch 
die in der vorangehenden Nummer angegebene Konstruktion erhalten werden, M, 
sind. Das werde ich bei einer ausführlicheren Redaktion zeigen. 

2) Die Entwickelungen dieses Paragraphen zeigen, daß die charakteristischen 
Streifen einer Gleichung F = 0 sich gewissermaßen als die Elemente eines n-fach 
ausgedehnten Raumes abbilden lassen. Diese Bemerkung, die sich auf Involu- 
tionssysteme ausdehnt, hat bei meinen synthetischen Untersuchungen eine wichtige 
Rolle gespielt. 
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gebene zu betrachten. Freilich muß man dann den Satz, daß (B) eine 


Konsequenz von (A) ist, nicht wie ich, sondern wie Mayer es gemacht 
hat, beweisen.!) 


$ 5. Involutionssysteme. Ihre Integration. [219 


In diesem Paragraphen betrachten wir Gleichungssysteme der Form 
>09 (k=1,...,9) 
La = px (0) («=g9+1,...,0), 


wo die Größen z,,...., 7, %417 9, , nicht in den Funktionen f 
und p vorkommen. Bestehen hier die Relationen 


(af; mf)=0, (;— nr p)=0, (9, —Y)=- 0, 
so nennen wir das Gleichungssystem ein Involutionssystem. Wir 


sagen auch häufig, daß die betreffenden Funktionen in Involutionsbe- 
ziehung stehen. 


9. Zuerst erledigen wir den Fall g=2, o= 0, das heißt, wir be- 
trachten Involutionssysteme der Form 


a, nh=9I ,; - mh; 
wir zeigen, daß zwei solche Gleichungen gemeinsame Integral-M,, be- 


sitzen und geben eine allgemeine Methode zu ihrer Bestimmung. 


Satz 1 Stehen die beiden Funktionen 2, — af, und nz — af in 
Involutionsbeziehung, so bilden die linearen Gleichungen: 


daV 
(m — Afr, Pr) 0, (,— u, N), PT. dx =0, 
welche V als Funktion von &,, ..., Ay Ay +, I, bestimmen, ein voll- 


ständiges System. 


Setzen wir nämlich: 
m, N-AN, (B-nN=AN, IT -AN, 
so finden wir durch Ausführung: r 
4, (4; N) = 4A, (4, (N) Be 0, 
4, (4, (N)) — A, (A, (M) = Zaf, 
4, (4; (9)) 2 4; (4; (N)) RT Zzß4. 


1) Laß mich bei dieser Gelegenheit hervorheben, daß eine Transformation 
zwischen den Variabelnsystemen x,, ..., &n, Ki 2 DNA, 2 er 
..5 7%, bei welcher die Gleichung 


Erde = Ende 


stattfindet, die Eigenschaft besitzt, Elementmannigfaltigkeiten M, [wieder] in 
solche überzuführen, 
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Nun steht nur zurück, nachzuweisen, daß zwischen A, (V), A, (V) 
und A, (V) keine lineare Relation stattfindet. Dies folgt aber daraus, 
daß 97 sich nur in A, (V), und Fi nur in A, (7) findet. Hiermit ist 


1 
unser Satz bewiesen. 


Sind nun %,, ..., %g,„_; ein System Lösungen unseres vollstän- 
digen Systems, so bestimmen die Gleichungen 


Ya, ::. Vans Agn_s [220 


mit den Parametern a o0?*-° Mannigfaltigkeiten M,, deren jede oo! 
charakteristische M, der Gleichung x, — z,f; = 0 und ebenso oo! cha- 
rakteristische M, der Gleichung x, — z,f, = 0 enthält. Also: 


Satz 2. Die Elemente eines Involutionssystems 
a0, m mf=0 


ordnen sich in M, zusammen, die sämtlich von charakteristischen Streifen 
jeder Gleichung des Involutionssystems erzeugt sind. Diese M, sollen cha- 
rakteristische M, des Involutionssystems heißen. 


Die Theorie unseres Involutionssystems beruht auf zwei wichtigen 
Sätzen, die wir jetzt beweisen: 


Theorem IV. Integral-M,, eines zweigliedrigen Involutionssystems 
a, -ahı=I m -uh=d, 


die durch ein gegebenes Element e gehen, enthalten die diesem Elemente zu- 
- gehörige charakteristische M;. 


Legen wir nämlich durch e die zugehörige Charakteristik der Glei- 
chung x, — auf, = 0, so muß jedes Element & derselben der bespro- 
 chenen Integral-M, angehören. Legen wir in entsprechender Weise eine 
Charakteristik der zweiten Gleichung durch &, so muß auch jedes Ele- 
ment FE derselben unserer Integral-M, angehören. Aber der Inbegriff 
aller Elemente E bildet eben die dem Elemente e zugehörige charak- 
teristische M,. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


Satz 3. Durch zwei vereinigt liegende Elemente e und e' des Invo- 
lutionssystems 
,-Hhı=0, m md 


legen wir die beiden zugehörigen charakteristischen M,. Alsdann liegt 
4 jedes Element E der einen M, mit jedem benachbarten Elemente E’ der 
zweiten M, vereinigt. 


er Rue Se za Zu 


Zum DBeweis legen wir eine (Charakteristik der Gleichung 
a, — fi = 0 durch e und eine Üharakteristik der zweiten Gleichung 


VER DECHEBELLERTERTE 


iR u Be RE 
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durch E. Diese beiden Streifen sind in der einen M, enthalten und 
haben also ein Element & gemein. Durch eine entsprechende Kon- 
struktion finden wir ein Element € in der zweiten M,. Wenden wir 
nun Theorem III auf die beiden durch die vereinigt liegenden Ele- [221 
mente e und e’ gehenden Streifen an, so erkennen wir, daß auch e und 
& vereinigt liegen: Also können wir denselben Satz auf die durch & 
und &’ gehenden Streifen der zweiten Gleichung anwenden; hiermit ist 
bewiesen, daß E und E’ vereinigt liegen. 


Satz 4. Die charakteristischen M, des Involutionssystems 
u ah =I, mund, 


die durch die Elemente einer Integral-M,_s hindurchgehen, erzeugen 
eine Integralmannigfaltigkeit, die im allgemeinen eine M, ist. In dieser 
Weise können alle Integral-M,, erhalten werden. 


Daß man durch die besprochene Konstruktion immer eine Integral- 
mannigfaltigkeit erhält, ist eine Konsequenz des vorangehenden Satzes. 
Ist nun die betreffende Integral-M,_, ganz arbiträr genommen, so geht 
im allgemeinen durch jedes Element derselben eine distinkte M,; nur 
ausnahmsweise kann es eintreten, daß diese M, oo! Elemente mit der, 
M,„_, gemein hat oder sogar in ihr enthalten ist. Gibt es aber 
oo*-? distinkte M,, so müssen dieselben eine M, erzeugen; denn durch 
jedes Element geht im allgemeinen nur eine M,, und also können 
unsere M, nicht etwa unendlich mal eine M„_, erzeugen. In der- 
selben Weise erkennen wir, daß unsere M, eine Integral-M,_, er- 
zeugen, wenn sie jedesmal oo! Elemente mit der gewählten M,_, gemein 
haben. 

Daß endlich alle Integral-M, durch die gegebene Konstruktion er- 
halten werden können, folgt aus der evidenten Bemerkung, daß jede 
M,„ eine M,„_, enthält. 

Die eben entwickelte Theorie des Involutionssystems 


ya m-Hh—0 


ist nicht absolut befriedigend. Dies liegt teilweise darin, daß es a priori 
denkbar ist, daß einige unter den charakteristischen M, in einfach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten ausarten. Es ist eigentlich nur bewiesen, daß 
die vorangehenden Sätze im allgemeinen richtig sind. Darum ist es 
zweckmäßig, die Theorie der vollständigen Lösungen auf Involutions- 
systeme auszudehnen. 

Das Vorangehende zeigt in der Tat, daß die o0°”-' Elemente des 
Involutionssystems sich in 00”! M, zerlegen lassen, derart, daß jedes 
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Element einer oder einigen M, angehört. Eine solche Schar M,, [222 
die durch eine Gleichung der Form 
nt. +00 Wlan > = 5 Hgp Bggis # rn Em dr > bnn1) 

definiert wird, nenne ich eine vollständige Lösung des Involutionssystems. 
Ich beweise nun ganz wie im $4, daß man bei Variation der Kon. 
stanten neue Integral-M, erhalten kann, daß ferner alle Integral-M, 
durch eine solche Konstruktion aus unserer vollständigen Lösung er- 
halten werden können. Hieraus geht in voller Stringenz hervor, daß 
alle Integral-M, des Involutionssystems, ausgenommen höchstens eine 
einzige, die singuläre Integral- M, des Involutionssystems, von cha- 
rakteristischen M, erzeugt sind. 


10. Diese Theorie dehnt sich nun mit größter Leichtigkeit auf 
Involutionssysteme der Form 


a, u), 2, — nf = 0, ... 2,— nf,=0 


aus: wir können uns darauf beschränken, die betreffenden Sätze aufzu- 
stellen, und dies sogar nur für den Fall g=3. 


Satz 5. Stehen die Funktionen 2 — Hof, Ta Role, Rufe in In- 
volutionsbeziehung, so bilden die linearen Gleichungen 


aV 
2 —-% N)=I --, (3; — u, /)=0, Sa, =), 


welche V als Funktion von &yy - + +5 Any Tyy +: +, 7, bestimmen, ein voll- 
ständiges System. 


| Satz 6. Die Elemente unseres dreigliedrigen Involutionssystems lassen 
\ sich in M, ordnen, deren jede 00! charakteristische M, je zweier Glei- 


chungen 
| on =I ,—-Üy;=0 


| enthält. Diese M, sollen charakteristische M, des Involutions- 
systems heißen. 


Satz 7. Unter den Elementen unseres Involutionssystems wählen wir 
zwei vereinigt liegende und legen durch sie die zugehörigen charakteri- 
 stischen M,. Alsdann liegt jedes Element der einen M, mit allen benach- 
_ barten Elementen der zweiten M, vereinigt. 


i Satz 8. Alle charakteristischen M,, die durch die Elemente irgend einer 
 Integral-M,_, hindurchgehen, erzeugen immer eine Integralmannig- [223 
- faltigkeit, die im allgemeinen eine M,, ausnahmsweise aber eine M,_, 
E oder eine M,_, oder sogar eine M„_, ist. In dieser Weise können alle 
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Integral-M,,, ausgenommen die singuläre, wenn überhaupt eine solche 
existiert, konstruiert werden. 


Auch hier ist es eigentlich, um eine absolut befriedigende Begrün- 
dung der Theorie zu erreichen, notwendig oder jedenfalls zweckmäßig, 
die Theorie der vollständigen Lösungen auf dreigliedrige Involutions- 
systeme auszudehnen. Wie dies geschieht, ist nach dem Vorangehenden 
leicht zu sehen. 


Für die allgemeinen Involutionssysteme 
2, — nf, 0, 2.9, = 0 


gilt eine entsprechende Theorie. Wir gehen indes bei dieser vorläufigen 
und auch in anderen Richtungen unvollständigen Redaktion nicht auf 
den einfachen Beweis näher ein. Derselbe gründet sich darauf, daß In- 
volutionssysteme dieser allgemeinen Form durch eine Eulersche Trans- 
formation auf die in der vorangehenden Nummer erledigte Form ge- 
bracht werden können. 

Hier möge nur noch folgender Satz seinen Platz finden: 


Theorem V. Sind die charakteristischen M, eines q-gliedrigen In- 
volutionssystems auch als Punktgebilde q-fach ausgedehnt, dann und auch 
nur dann haben unsere Gleichungen gemeinsame Integral-M,. Um alle 
solche zu finden, nehme man irgend eine Integral-M},_-, und lege durch 
die Elemente derselben die zugehörigen charakteristischen M,. Integral-M,, 
die in dieser Weise erhalten werden, sind immer Integral-M',. 


86. Reduktion des allgemeinen Problems auf das eben erledigte.') 


11. Jetzt soll gezeigt werden, daß unser allgemeines Problem sich 
auf die Integration eines Involutionssystems zurückführen läßt. Hierzu 
brauchen wir zwei Sätze: .' 


Satz 9. Die?) gemeinsamen Integral-M, zweier Gleichungen [224 
F,=0, F,—= 0 genügen auch der Gleichung (F,F,) = d. 


Denn die Integral-M, von F, = 0 genügen dem simultanen Systeme 


day: dan, = ot: ro 


1) Herr Mayer hat zuerst stringent nachgewiesen, daß die Bestimmung der 
gemeinsamen Integral-M” mehrerer gegebenen Gleichungen sich auf die Integra- 
tion eines Jacobischen Systems zurückführen läßt. 

2) Auch dieser Satz muß modifiziert werden, wenn man auf singuläre Inte- 
gral-M, Rücksicht nehmen will. 
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und die Integral-M, von F,=0 befriedigen die Gleichung 
dF, EI SR 
El BE Fa 


Also genügen die gemeinsamen Integral-M, von F\=0, F,=(0 der- 
jenigen Relation, die hervorgeht, wenn man in der letzten Gleichung 


statt da, und dm, bezüglich 9”! und — 71 setzt, d. h. der Relation: 
k 


day 
Bo 


Satz 10. Haben q Gleichungen zwischen den x und x gemeinsame 
Integral-M,,, so ist es immer möglich, q solche unter den Zahlen 0,1, ..., n, 
etwa a, ...,1,m,...,s, zu finden, daß unsere Gleichungen sich hinsicht- 
lich der Größen 

NE 


m’ 7% 


auflösen lassen. 


Sind in der Tat FA =0,..., F,=0 die vorgelegten Gleichungen, 
und 


ee 


n—-qg+1 


= 


die analytische Definition einer gemeinsamen Integral-M,, so ist es be- 
kanntlich immer möglich, eine solche Permutation der Zahlen 0,1,...,n 
zu wählen, etwa 

2.2, hy 22, 0, 


daß unsere n + 1 Gleichungen sich hinsichtlich 
Hay rer, My Kup ++ Io 
auflösen lassen. Hieraus folgt unser Satz als Korollar. 


Theorem VI. Die Bestimmung der gemeinsamen Integral-M,, von 
q gegebenen Gleichungen läßt sich immer auf die Integration eines In- 
volutionssystems zurückführen. 


Wir bringen die vorgelegten Gleichungen auf die Form [225 
(A) ,-mh=0, BO, 7, %.=0, Da+ı Par =(, ee 9, =), 


wo die Funktionen f und nicht die Größen 2. 
enthalten. Wir bilden die Gleichungen 


 (®&) uf ,-%)=9, (MH, ,—9,)=0, (4-9, —p)=0, 


- welche offenbar auch nicht Try rr Kay Iayıy +, %, enthalten. Hier 
sind nun zwei Fälle denkbar: Entweder sind diese neuen Gleichungen 
algebraische Konsequenzen der vorgelegten g; und dies kommt nach 
dem Obenstehenden darauf hinaus, daß die Gleichungen (A) schon ein 


U 
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Involutionssystem bilden. Oder auch sind die Gleichungen (B) keine 
algebraischen Konsequenzen der Gleichungen (A); dann ist unser Pro- 
blem darauf zurückgeführt, die gemeinsamen Integral-M, von g +4 
Gleichungen zu bestimmen. Dieses Gleichungssystem behandeln wir 
wie das vorgelegte. Entweder kann es sogleich auf die Form eines 
Involutionssystems gebracht werden, oder auch findet man wieder neue 
Gleichungen, welche hinzuzufügen sind. 

Indem man nun weiter geht, darf man nach der Natur des Pro- 
blems nie mehr als » + 1 Gleichungen finden; also erhält man, wenn 
überhaupt die vorgelegten Gleichungen gemeinsame Integral- 7, be- 
sitzen, zuletzt ein Involutionssystem, dessen Integral-M, eben die Inte- 


gral-M, der gegebenen g Gleichungen sind. 


12. Indem ich schließe, muß ich einige Mängel der vorangehenden 
Abhandlung andeuten. 

Was einerseits die Form betrifft, so bin ich, um möglichst viel 
meine ursprüngliche, wesentlich synthetische Form zu bewahren, zu 
wenig auf analytische Entwickelungen eingegangen. 

Noch wichtiger ist die folgende Bemerkung, die ich übrigens nur 
für den Fall n—= 3 formuliere. Die alte Theorie partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung berücksichtigt nicht den Fall, daß die Inte- 
gralflächen in Kurven und Punkte ausarten. Darum konnte man sich 
früher bei der analytischen Begründung mit den drei Cartesischen Ko- 
ordinaten begnügen; es schadete ja nichts, daß die unendlich ent- [226 
fernten Gebilde sich der Betrachtung entzogen. Nachdem ich aber die 
Ausnahmsgebilde, Kurven und Punkte, mitgenommen habe, ist der alte 
analytische Apparat (Göttinger Nachrichten, 30. Oktober 1872 [hier 
Abh. IV, S. 21]) nicht mehr befriedigend. 

Hieraus resultieren insbesondere einige Ungenauigkeiten in der 
vorangehenden Abhandlung, die sich freilich leicht bei Anwendung der 
Eulerschen Transformationen entfernen ließen. Seine endgültige Er- 
ledigung findet dieser Mangel, wie Klein hervorgehoben hat, in der 
Einführung der Clebscheschen homogenen Konnexkoordinaten. 
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XlDa. 


Selbstanzeige von XII. 
F. d.M. Bd. VI, Jahrg. 1874, S. 220. Berlin 1876. 


Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
war bis zur letzten Zeit von den Fortschritten der modernen Geometrie 
unberührt geblieben. Der Verfasser hat in einer Reihe Abhandlungen 
gezeigt, daB es für diese Disziplin sehr wichtig ist, sich mehrere all- 
gemeine Begriffe anzueignen, die von Plücker herrühren und die von 
ihm zunächst in geometrischer Gestalt und für drei Dimensionen ent- 
wickelt sind. Indem nun die betreffenden Fundamentalbegriffe und 
Probleme in diesem Sinne verallgemeinert werden, gewinnt die ganze 
Theorie eine früher ungekannte Einfachheit und Allgemeinheit. Dabei 
ist es sehr merkwürdig, daß die hiermit begründete Verallgemeinerung 
mit der ursprünglichen Pfaffschen Formulierung des Integrationspro- 
blems, die von Cauchy und Jacobi verlassen wurde, im genauesten 
Zusammenhange steht. Allerdings hatte Pfaff keineswegs seine Frage- 
‚stellung zanseqpank durchgeführt. Rn 


XII. 
Zur Theorie des Integrabilitätsfaktors. [242 


Von SopnHus Lie. 
Christ. Forh., Aar 1874, S. 242—254. Christiania 1875. 


Mein Freund Klein und ich haben, allgemein ausgesprochen, die 
Aufgabe gestellt, Eigenschaften eines vorgelegten Systems Differential- 
gleichungen, die a priori bekannt sind, möglichst viel für die Inte- 
gration desselben zu verwerten.') Schon längst hat man in besonderen 
Fällen derartige Fragen erledigt. So weiß man z.B. diejenige Eigen- 
schaft einer gewöhnlichen Differentialgleichung, die darin besteht, daß 
sie homogen oder linear ist, auszunützen; man kann ferner die Krüm- 
mungslinien oder geodätischen Kurven einer Zylinderfläche, Rotations- 
fläche oder Schraubenfläche bestimmen, während für andere Flächen die 
betreffenden Differentialgleichungen sich im allgemeinen nicht behandeln 
lassen, usw. Es fehlte aber in allen diesen partikulären Theorien ein 
allgemeines Prinzip. Klein und ich haben viele solche Betrachtungen 
unter einem Gesichtspunkte vereinigt, indem wir zeigten, daß die be- 
kannten Eigenschaften, die man verwertet hatte, sich sehr häufig darauf 
zurückführen ließen, daß man gewisse infinitesimale Transformationen 
kannte, welche sämtliche Integrale der vorgelegten Differentialglei- 
chungen in ebensolche überführten.?) 

Hier stellt sich mit Notwendigkeit folgendes‘ Problem: 


Vorgelegt seien irgend eine Zahl Differentialgleichungen, 
gewöhnliche, totale oder partielle (oder Pfaffsche Probleme), 
und man kenne mehrere infinitesimale Transformationen, 
welche sämtliche Integrale in ebensolche überführen; wie [243 


1) [In der Abh.: „Über diejenigen ebenen Kurven usw.“, Math. Ann. Ba. IV, 
S. 5084 (1871). D. Ausg. Bd.I, Abh. XIV. Vgl. besonders die Einleitung und $ 7.] 

2) Schon früher habe ich angeführt, daß die Aufstellung der ersten Schwer- 
punktsintegrale und der Flächensätze in der Mechanik auf einem solchen Umstand 
beruht. Darum dehnt sich diese Theorie auf einen nichteuklidischen Raum mit 
konstantem Krümmungsmaße aus. 
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zieht man hieraus den größtmöglichen Vorteil für die Inte- 
gration? 

In der früher zitierten Abhandlung betrachteten wir eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung erster Ordnung 


Fa, y,y) = 
mit einer bekannten infinitesimalen Punkttransformation und zeigten, 
daß es möglich war, eine äquivalente Gleichung 


f(®, % y)—0 
aufzustellen, die nur von der Transformation abhing; konnte man f= 0 
integrieren, und das war sehr häufig der Fall, so verlangte die Inte- 
gration von F=( nur Quadratur. 

Ich werde jetzt zeigen, daß die Integration der Hilfsgleichung un- 
nötig ist, indem man unter den gemachten Voraussetzungen immer 
einen Integrabilitätsfaktor von F=(0 angeben kann. Umgekehrt kann 
man, wenn man einen Integrabilitätsfaktor von F= 0 kennt, eine in- 
 finitesimale Transformation finden, welche diese Differentialgleichung 
in sich selbst transformiert. 
| Hiermit findet das von Klein und mir gestellte Problem, be- 
_ schränkt auf gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, seine 
Erledigung. Gleichzeitig wird das Wesen des Integrabilitäts- 
 faktors aufgedeckt. 
| Mit dem allgemeinen Probleme habe ich mich schon wiederholt 
' beschäftigt. Ich bereite eben zwei eingehende Arbeiten vor, unter denen 
die eine vollständige Systeme linearer partieller Differentialgleichungen, 


' die andere beliebige partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
- behandeln wird. 


$1. Infinitesimale Transformationen einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung. 


1. Faßt man wie gewöhnlich &, y als Punktkoordinaten einer Ebene, 
2,4, y als Bestimmungsstücke eines Linienelements auf, so definiert 
‘eine Gleichung der Form 


y aE f(, y) in 

zweifach unendlich viele Linienelemente, die sich bekanntlich zu 
einfach unendlich vielen Kurven, den sogenannten Integralkurven [244 
_ zusammenfassen lassen. 

| Unterwerfen wir die Ebene der infinitesimalen Punkttransformation 
(1) ox=8Ödt, dy=ndt, 
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d. h. einer Transformation, vermöge deren jeder Punkt x, y in den un- 
endlich benachbarten Punkt x + &dt, y-+n6dt übergeht, so verwandeln 
sich die Integralkurven in neue Kurven. Sind die transformierten Kur- 
ven selbst Integralkurven, so sagen wir, daß die Differentialglei- 
chung y +f=0 die infinitesimale Transformation (1) gestattet. 

Wir suchen die Relation, die zwischen f, & und n bestehen muß, 
wenn y +f=0 unsere infinitesimale Transformation gestatten soll. Zu 
diesem Zwecke setzen wir in y + f= 0, nachdem wir dy’ berechnet 
haben, statt z,y, y' bezüglich + dx, y+öy, y +6 y und verlangen, 
daß die so erhaltene Gleichung dieselben Linienelemente und also auch 
dieselben Integralkurven wie y +f=0 bestimmen soll. 


Es ist 
_ IE. ddy— dy.ödı 
dx? ’ 


sy 0% 





oder, da die Symbole d und ö vertauschbar sind: 





: dx.döy—dy.dod 
dy FE I 2 = ’ 
woraus vermöge (1) 
dy- a 
Hier setzt man 
dn dn ds di, 
und findet so 
da, a 
öy - lt N =) 


Führt man jetzt in 
y+oy+far+de, ytöy)—0 
die Werte von öx, öy, öy’ ein und wirft dabei eine infinitesimale 
Größe zweiter Ordnung weg, so kommt die Gleichung 
3 dn ‚an ‚d$ y? = 
ya yE-Pertgetng)— td Bi 


die nach dem Vorangehenden dieselben Linienelemente wie y+f=0 
bestimmen soll. Setzt man daher in (2) statt y’ die Größe —f, so 
findet man die a Bedingungsgleichung 


d. 
BL Be Er El) 


die bei der Substitution 
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folgende symmetrische Form 


as 
dat IT 


4 ur Y 


daX 
ru 





oder die noch elegantere 


d EX. d y 
0) en) tl) 
annimmt. Hiermit ist nachstehender Satz bewiesen: 


Satz 1. Soll die Differentialgleichung Ydz — Xdy=0 die infini- 
tesimale Transformation 6x = &Öt, öy=nöt gestatten, so ist dazu not- 
wendig und hinreichend, daß die Bedingungsgleichung (3) besteht. 


2. Wir werden die gefundene Bedingungsgleichung in neuer Weise 
entwickeln. Zuerst doch ein Hilfssatz. 

Das Problem, die Gleichung Ydz— Xdy=0 zu integrieren, 
kommt darauf hinaus, eine solche Funktion p von x und y zu finden, 
daß der Ausdruck 


dp dp 
verschwindet; ist p eine Lösung von A(p) = 0, so bestimmt 
p —= Const. 


die Integralkurven von Ydz — Xdy=0. 
; Die infinitesimale Transformation dx = &öt, öy= n6t führt diese 
\ Kurven in die neuen Kurven 


- /d d 
+ (Et Ten) dt=g +09 — Const, 


\ über. Sollen .diese beiden Kurvenscharen identisch sein, so muß [246 
 ög eine Funktion von sein, das heißt, es besteht eine Gleichung der 
_ Form 
E d d 
| A: F ern n=&9), 
was wieder heißt, daß =. — Ten eine Lösung von A(f)=0 ist. Also: 
Satz 2. Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung 
x Mn 
an X % se 
die infinitesimale Transformation dx = &öt, döy= ndt, so ist der Aus- 
p dp 


d : F “ & 
druck er + Na jedesmal eine Lösung von A(f)=0, wenn p eine 


solche ist. 
12* 
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Setzt man jetzt in der identischen Gleichung 
d af af d af d 
xl +7) Ar er NZ - 
BL gl a L  l N 
rt Ta) tn 


fd dt „ax 
-(XE+ Ya: 7 


y. 1a) = 


tr 
da, ydn_gdY_ „ara 

ern Kay d& na,) a 

statt f irgend eine Lösung p von A(f)— 0, so verschwindet nach dem 
Vorangehenden die linke Seite. Es genügen somit die Lösungen von 


X d Y d 
| An)- = 2 = e> 
zugleich der Relation 


(XE+ Yn- dX. en) af dn dY = 


an 
Serra er ererren 


dy 0, 


was wieder heißt, daß diese beiden Gleichungen äquivalent sind. Es 
bestehen daher zwei Relationen der Form 


de& de daX dX 
an _g4Y _,„IY _ 


dn 
Rot wo... 


dy dx 7a Ar, 


deren Inbegriff mit der Bedingungsgleichung (3) äquivalent ist. 


$2. Eine bekannte infinitesimale Transformation [247 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
ist einem Integrabilitätsfaktor äquivalent. 


3, Soll die infinitesimale Transformation dx = &dt, öy = ndt die 
Gleichung Ydxz — Xdy — 0 in sich überführen, so ist nach dem Voran- 
gehenden dazu notwendig und hinreichend, daß die Gleichung 


d X d 2 
2 tal‘ 
besteht. Andererseits wissen wir, daß ein Integrabilitätsfaktor M der- 
selben Gleichung durch 
d(MX) 22 da(MY) 


de a z 





bestimmt ist. Dies gibt unmittelbar folgendes Theorem: 
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Satz 3. Führt die infinitesimale Transformation dx = &dt, öy=nöt 
die Gleichung Xdy — Ydx = 0 in sich über, so ist 1:(Xn — YE) ein 
Integrabilitätsfaktor. 

Umgekehrt: Kennt man einen Integrabilitätsfaktor M und bestimmt 
man zwei solche Funktionen & und n, daß 


X Yi=y 
so gestattet unsere Differentialgleichung die Transformation dx = 8Öt, 
öy = nÖt. 


Den ersten Teil dieses Satzes beweist man auch folgendermaßen: 
Man multipliziere die beiden Determinanten 








dp dy 
24H A, Fr dy @ dp 
Bin I 
nach der bekannten Regel mit einander 
dp dp dp dp 
er uer nur, 
dx 
4 n 





Lassen wir hier p eine Lösung von 
d d 
aNn-xX+Y:- 


bezeichnen, so ist . n— Fr nach dem Satze 2 eine Funktion [248 


von 9, etwa 2(p), und also kommt 


oder 
’ ir 
dz _ __ 2) 
7-7 


Hier ist die linke Seite der allgemeine Ausdruck eines Integrabilitäte- 
faktors von Ydx — Xdy=0, und 2(p) ist ein Integral dieser Glei- 
ehung; also ist auch 1: 4 ein Integrabilitätsfaktor, was zu beweisen war. 

Im vorangehenden ist vorausgesetzt, daß 4 von Null verschieden 


ist. Verschwindet dagegen 4: 


A4A=-0-Xı- X, 


so läßt sich kein Vorteil aus der bekannten infinitesimalen Transfor- 


_ mation, welche alsdann die Form 


özx=uXdt, öy=ufYöt 


182 XII. Zur Theorie des Integrabilitätsfaktors. Christ. Forh. 1874 


besitzt, ziehen. Dies kann übrigens nicht überraschen, insofern 
Ydx— Xdy=0 eine jede infinitesimale Transformation dieser Form 
zugibt. Es sagt daher gar nichts, eine solche zu kennen. 

Dieser Ausnahmefall tritt ein, wenn jede Integralkurve in sich 
selbst transformiert wird. 


4. Ich finde es zweckmäßig, diesen bemerkenswerten Satz durch 
mehrere möglichst einfache Beispiele zu illustrieren. 
Ich betrachte zuerst die allgemeine a Differentialgleichung 


erster Ordnung, die ich vorläufig hinsichtlich 3 aufgelöst denke: 


Ziehe ich jetzt eine Gerade durch Origo und konstruiere zu jeder 
Integralkurve die Tangente in ihrem Schnittpunkte mit dieser Geraden, 
so sind alle diese Tangenten parallel. Hieraus ließe sich mit voller [249 
Stringenz schließen, daß jede Integralkurve durch eine Ahnlichkeits- 
transformation, deren Mittelpunkt Origo ist: 


[4 


“=uar, Y=ay, 
insbesondere also durch eine infinitesimale solche: 
dz=xdt, öy=ybt 


in eine neue Integralkurve übergeführt wird. Man verifiziert die Richtig- 
keit dieser Behauptung, indem man in (3) die Werte 


X=1, Y-f(2), en, n=Y 


einsetzt und sich überzeugt, daß die betreffende Relation identisch statt- 
findet. 
Hiermit ist folgendes bewiesen: Ist die Gleichung 


Yadax— Xdy=0 2 


homogen, so ist 1:(Xy— Yx) ein Integrabilitätsfaktor. 
Als zweites Beispiel betrachte ich die lineare Differentialgleichung 


(4) IL X-0. 


Auch jetzt ist es leicht, eine Punkttransformation, und zwar zunächst 
eine endliche anzugeben, welche jede Integralkurve in eine solche trans- 
formiert. Es sei nämlich z diejenige Funktion von x, welche die re- 
duzierte Gleichung 

ay 

72 +Xy=0 


Ansitin  a a a ala = LE una En dl dd a län 2 de held, 





a Le ae a I Br a un ae Ba let 8) DaB 5 da de Merten 63 0 ir Di eh ES: 
© 3 ’ 
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befriedigt, d.h. es sei 
oc JE 


Ist dann y=y, irgend ein Integral von (4), so ist bekanntlich [stets] auch 
y=y, + cz, wo c irgend eine Konstante bezeichnet, ein neues Integral. 
Dies läßt sich aber so aussprechen, daß die Punkttransformation 


[x dx 


'd 


v=2, Y-=y+tez2=y+ce 


jede Integralkurve in eine solche transformiert. ‚Wählen wir insbeson- 
dere c infinitesimal, so erhalten wir eine infinitesimale Transformation 


dor=0, dya Fer ge, [250 


welche Gleichung (4) in sich transformiert. Nun reduziert die Deter- 
minante 
u 1 —-Xy—X, | 
| 0 gfXa2 | 
sich auf Fe iei also wird die lineare Gleichung U LXy+ X, =0 
dureh Multiplikation mit 
est dr 


ein vollständiges Differential. 

Sei endlich die bekannte Transformation eine infinitesimale Rota- 
tion um Origo: 

öz=yöt, dy=— aöt. 

Alsdann ist die Determinante gleich Xx + Yy, woraus folgt, daß eine 
jede Differentialgleichung Yde— Xdy=0, welche eine in- 
finitesimale Rotation um Origo gestattet, durch Division mit 
Xz+ Yy ein vollständiges Differential wird. 

Dieser Satz erlaubt beispielsweise, die Krümmungslinien einer 
Schraubenfläche zu bestimmen. Wählen wir nämlich die Schrauben- 
achse als z-Achse und schreiben die Gleichung der Fläche in der Form 


en f; (2, y), 
so definiert die bekannte Differentialgleichung der Krümmungslinien: 
dy\? . d 
pi-a+N](E +U+MI-A+NN at 
+ A + Near) 0 
die Projektionen dieser Kurven auf einer zur Schraubenachse senk- 
rechten Ebene. Nun führen wir eine infinitesimale Schraubenbewegung 


aus, welche die Fläche in sich verschiebt. Hierbei werden die Krüm- 
mungslinien und also auch die Projektionen derselben unter sich ver- 
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tauscht, und zwar werden die Projektionen durch eine infinitesimale 
Rotation transfoımiert. Bringen wir daher die obenstehende Differen- 
tialgleichung auf die Form Yar— Xdy=0, so ist 1: (Xz + Yy) ein 
Integrabilitätsfaktor. 

Ganz in entsprechender Weise ließen sich die Krümmungs- [251 
linien oder Haupttangentenkurven einer jeden Fläche bestimmen, die 
eine beliebige lineare Transformation, welche den Kugelkreis ungeändert 
läßt, gestattet. 


5. Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, daß unsere 
Theorie sich auf beliebige Berührungstransformationen ausdehnen läßt. 
Gestattet nämlich die Gleichung 


d 
= nz f(z, y) 
die infinitesimale Berthrungstransformation 
dx er 5 (2, Y, y‘) ot, öy= 7 (2, %, Yy) dt, dy Be (9%) dt, 


so ist es selbstverständlich, daß sie auch die infinitesimale Punkttrans- 


formation 


: 62 — E(a,y,f)öt, dy=nla,y,f)öt 
zugibt. 


Vermöge dieser Bemerkung findet man z.B. leicht, daß eine Dif- 
ferentialgleichung Ydx — Xdy = 0, deren Integralkurven Parallelkurven 


sind, durch Division mit YX?+ Y? ein vollständiges Differential wird. 


53. Geometrische Interpretation des Integrabilitätsfaktors. 


6. Sei wie gewöhnlich ö2=&6t, öy=n6t eine infinitesimale 
Transformation, welche Ydax — Xdy=0 in sich überführt. 

Ich wähle einen beliebigen Punkt a, y, ziehe die Tangente an die 
hindurchgehende Integralkurve und setze auf derselben die Länge 
VX?+ Y°, gerechnet vom Punkte %,y, ab. Die Projektionen dieser 
Linie längs der x- und y-Achse werden bezüglich X und Y. Ich ziehe 
ferner die Gerade, nach welcher unser Punkt sich vermöge der infini- 
tesimalen Transformation bewegt, und setze auf derselben die Länge 
V&®-+n? mit den Projektionen & und n ab. Die beiden besprochenen 
Geraden bestimmen ein Parallelogramm, dessen Flächenraum bekannt- [252 
lich gleich X — Y&, das heißt gleich dem inversen Integrabilitätsfaktor 
ist. Zuweilen ist es noch bequemer, anstatt des Parallelogramms das äqui- 
valente Rektangel zu betrachten, dessen Seiten bezüglich YX?+ Y? und 
die Normalverschiebung AN sind. Also: 
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Satz 4. Der Integrabilitätsfaktor einer Gleichung Xdy — Ydz = 0 
ist gleich der Einheit, dividiert mit einem Rektangel, dessen eine Seite 
V X? + Y? ist, während die andere mit der Normaldistang im Punkte x, y 
zwischen der hindurchgehenden Integralkurve und einer benachbarten pro- 
portional ist. 

Sind z.B. die Integralkurven Parallelkurven, so ist die Normal- 
distanz konstant, und der Integrabilitätsfaktor gleich 1:YX?+ Y?. 


*. Um eine Anwendung der gefundenen Interpretation zu geben, 
setze ich voraus, daß eine Differentialgleichung 
Ydx - Xday=0 
vorgelegt ist, deren Integralkurven zusammen mit den orthogonalen 
Trajektorien die x,y-Ebene in infinitesimale Quadrate zerlegen. 
Es ist also möglich, die Ebene in der Weise mit konsekutiven 
_ Integralkurven und Trajektorien zu bedecken, daß für einen beliebig 
_ gewählten Punkt die Normaldistanz zweier benachbarter Integralkurven 
_ ebenso groß wie die Normaldistanz zwischen den beiden benachbarten 
Trajektorien ist. Setzt man daher die Differentialgleichung der Tra- 
_ jektorien in die Form | 
Xda+Yay=0, 
- so haben unsere beiden Differentialgleichungen einen gemeinsamen In- 
tegrabilitätsfaktor M, der sich leicht finden läßt. M genügt nämlich 
_ den beiden Gleichungen 














dM% dunNn. dMY) duxN_ 
de. dy os de .: .Qy un 
oder 
dM dM dX dY 
Ir trat) 
dM dM dr 9X 
or leere | 
woraus 253 
ax dY day 4X 
.d tr - ) 
De BERN. Be) FRRERE 1 RELE 
dz xy , 
dX dY Br 23% 
2 raleriserie Gera) 
dy 08 Er xi4 y: 


und durch Integration 


(= aY dX 
de 35) dz dy 
log M = Fe Tai y: dı — 


dX dYy ar ax 
nd +) > (ray): 
X? E= Y? Y e 
Hiermit ist ein Integrabilitätsfaktor gefunden. 
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Weiß man also a priori, daß die Integralkurven der Glei- 
chung Ydaxr— Xdy=0 isotherme Kurven in der x,y-Ebene sind, 
so findet man einen Integrabilitätsfaktor vermöge einer Qua- 
dratur; eine zweite Quadratur gibt die isotherme Kurven- 
schar selbst. 


8. Sind zwei Differentialgleichungen 
Xdy— Yadar=0, Xdy—- Ydı=0O 
vorgelegt, die zwei Integrabilitätsfaktoren besitzen, deren Verhältnis 
eine bekannte Funktion von x und y: 
4 mr (2, y) 
ist, so verlangt die Bestimmung von M oder M’ nur eine Quadratur. 


Es gelten nämlich die beiden Relationen. 


d(MX) , d(mY) _ d(My.X)  dMy.Y)_ 
Br a og 





welche die Differentialguotienten von log M hinsichtlich x und y be- 
stimmen. Eine jede der vorgelegten Gleichungen läßt sich daher durch 
zwei Quadraturen erledigen. 

Diese Bemerkung erlaubt, wie ich nicht näher auszuführen brau- 
‚che, eine Schar isotherme Kurven, die auf irgend einer Fläche [254 
liegen und durch eine Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 definiert 
sind, vermöge zweier konsekutiver Quadraturen zu bestimmen. Schneidet 
man z. B. eine Minimalfläche mit parallelen Ebenen, so bilden die 
Sehnittkurven und also auch die Orthogonalkurven derselben isotherme 
Scharen; die letzten Kurven lassen sich daher immer vermöge zweier 
konsekutiver Quadraturen finden. 


XIlIla. 


Selbstanzeige von XIH. 
F. d. M., Bd. VI, Jahrg. 1874, S. 193—194. Berlin 1876. 


Der Verfasser und F. Klein haben sich in einer gemeinsamen Ar- 
beit (Clebsch Annalen IV, 8. 50; siehe F. d. M. III, 3. 348) die Aufgabe 
gestellt, gewisse Eigenschaften eines vorgelegten Systemes Differential- 
gleichungen, die a priori bekannt sind, für die Integration dieser Glei- 
chungen so viel wie möglich zu verwerten. 

Schon längst hat man in besonderen Fällen derartige Fragen be- 
handelt. So weiß man z.B. die Eigenschaft einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung, daß sie homogen oder linear ist, zu verwerten; man 


A Bi a ld 
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kann ferner Krümmungslinien oder Haupttangentenkurven oder [194 
geodätische Kurven einer Zylinderfläche, Rotationsfläche oder Schrauben- 
fläche bestimmen, während für andere Flächen die betreffenden Diffe- 
rentialgleichungen sich im allgemeinen nicht behandeln lassen, usw. Es 
fehlte aber in allen diesen partikulären Theorien ein allgemeines Prinzip. 

Klein und der Verfasser haben viele solehe Betrachtungen unter 
einem Gesichtspunkte vereinigt, indem sie zeigten, daß die bekannten 
Eigenschaften, die man verwertet hatte, sich sehr häufig darauf zurück- 
führen ließen, daß man gewisse infinitesimale Transformationen kannte, 


welche sämtliche Integrale der vorgelegten Differentialgleichungen in 


ebensolche überführten. 

Hier ergibt sich folgendes allgemeine Problem, das der Verfasser 
in einer Reihe von Abhandlungen zu behandeln denkt: Vorgelegt seien 
irgend eine Zahl Differentialgleichungen, gewöhnliche, totale oder par- 
tielle (oder Pfaffsche Probleme), und man kenne mehrere infinitesimale 
Transformationen, welche sämtliche Integrale in ebensolche überführen; 
wie zieht man hieraus den größtmöglichen Vorteil für die Integration? 

In der zitierten Arbeit von Klein und Lie wurde nun insbesondere 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 


F(a,y,y)—o 


mit einer bekannten infinitesimalen Transformation betrachtet. Es wurde 
gezeigt, daß es möglich war, eine äquivalente Gleichung 


Tau yN)=d, 


die nur. von der bekannten Transformation abhing, aufzustellen. War 
% = 0 integriert, so verlangte die Integration von F'= 0 nur eine Qua- 
dratur. 

In der vorliegenden Arbeit zeigt der Verfasser, daß die Integration 
der Hilfsgleichung unnötig ist, insofern man unter den gemachten Vor- 
aussetzungen nach einer allgemeinen Regel einen Integrabilitätsfaktor 
von F=( aufstellen kann. L. 


XIV. 
Verallgemeinerung und neue Verwertung [255 
der Jacobischen Multiplikatortheorie. 


Von SopHus Lie. 
(November 1874.) 
Christ. Forh., Aar 1874, S. 255274. Christiania 1875. 


In der nachstehenden Abhandlung betrachte ich vollständige Sy- 
steme linearer partieller Differentialgleichungen. Ich setze voraus, daß 
man eine Anzahl infinitesimale Transformationen kennt, welche sämt- 
liche gemeinsame Lösungen eines solchen Systems in ebensolche über- 
führen, und stelle mir die Aufgabe, diesen Umstand soviel wie mög- 
lich zur Vereinfachung des Integrationsgeschäfts zu verwerten. Es ge- 
lingt mir, eine rationelle Theorie zu entwickeln, die nach aller Wahr- 
scheinlichkeit das Größtmögliche leistet. Bei einer späteren Gelegen- 
heit werde ich die Frage, ob es möglich ist, einen noch größeren Vor- 
teil aus den bekannten Transformationen zu ziehen, näher präzisieren, 
und, wenn nicht erledigen, jedenfalls ihrer Lösung näher bringen. 

In dieser neuen Theorie kommt die Jacobische Multiplikator- 
theorie, die ich auf vollständige Systeme erweitere, zur Anwendung. 
Eigentlich spielt auch diejenige Theorie der Transformationsgruppen, 
die ich in neuester Zeit andeutungsweise entwickelt habe"), eine funda- 
mentale Rolle; freilich tritt dies nicht klar hervor in dieser vorläufigen 
Arbeit, die keineswegs die eben zitierte als bekannt voraussetzt. 


8 1. Infinitesimale Transformationen eines vollständigen Systems. 


1. Ich bezeichne eine infinitesimale Transformation, vermöge deren 


das Wertsystem &,, ...., &, in das unendlich benachbarte x, + r,Öt, [256 
.., 2, + r,6t übergeführt wird, mit dem Symbole 
dx, = Öl (k=1,..n). 


1) Göttinger Nachrichten 1874. [D. Ausg. Bd. V, Abh. I] 
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Sie transformiert eine Funktion der x: 
TEa5".:3,°0,) 
in 
Ta, +udt,.., + r,öt), 
das heißt, nach Wegwerfung einer infinitesimalen Größe zweiter Ord- 
nung, in: 


all all 
mr Er. ng) ET 


Ist II eine Lösung eines vollständigen Systems: 
Af=I9, 4, 4f=d 
so ist IT + dt Su Tr, im allgemeinen keine solche Lösung. Ist je- 
doch dies der Fall, so ist auch Be Er eine Lösung. 
ie jede Lösung in eine solche transformiert, d.h. ist 


u we immer eine Lösung, wenn II selbst eine solche ist, 
so sage ich, daß unser ee System die infinitesimale 
Transformation dx, = r,dt gestattet. 

2. Wir setzen voraus, daß ein r-gliedriges vollständiges System 


i d i d 
Affe X 2 u. ge nr Gel.un) 


die infinitesimale Transformation 6x, = 1,91 gestattet, und suchen die 
als Folge dessen zwischen den X und r stattfindenden Relationen. 
Hierzu ist es bequem, das Hr 


Bi= ng +. WE T 


einzuführen. Man bilde den bekannten Ausdruck A,(BiN) — BAM); 
dies gibt eine Gleichung der Form 


(a) ABN)-BAN-ELr. Aug, en 


wo die k Funktionen der & sind: 


1} ax, 
——, > =1l,..„n;i=l.„rT). 
u (Xu - — In dx au) (u 1, ® r) 


Läßt man jetzt f irgend eine gemeinsame Lösung II des vollständigen [257 


Systems sein, so ist nach dem Vorangehenden auch Bm)=Zt, rn 


190 XIV. Verallgem. der Jacobischen Multiplikatortheorie. Christ. Forh. 1874 


eine Lösung, und also verschwindet die linke Seite in Gleichung (1); 
jede Lösung des vollständigen Systems genügt daher der Gleichung 


y Fr = () Ga1;.-5,n) 


af 
kı da, Fer: 
was wieder heißt, daß eine Relation der Form 


Si Butt... +04, AlBN) — BAM) 


(=1,..,r) 


besteht, wo alle « Funktionen der « sind. 

Umgekehrt: Findet für alle Werte von i eine solche Relation statt, 
so führt unsere infinitesimale Transformation sämtliche Lösungen in 
ebensolche über. Denn die obenstehende Gleichung gibt, wenn statt 
f eine beliebige Lösung II gesetzt wird: 


A,(BID) =0 
und also ist B(II) selbst eine Lösung, wie behauptet wurde. 
Dies gibt 
Theorem I. Soll die infinitesimale Transformation dx, = r,dt sämt- 
liche Lösungen des vollständigen Systems 
Af=-X Je Fe X _ = (0) @=1,...,r) 
in ebensolche überführen, so ist, wenn wir der Kürze wegen setzen: 
ee 
dazu notwendig und hinreichend, daß r Relationen der Form 
ABM) —- B(AN)=w/Af+...+aiA,f G=h.on 
bestehen. Hier sind alle « gewisse Funktionen der w., 


Eine jede der r gefundenen Gleichungen löst sich in » solche auf, 


indem die Koeffizienten der Größen = links und rechts identisch sein 
k 


müssen. Eigentlich gibt es daher r.» Bedingungsgleichungen der Form 


MEN 


| id ax; i iyr f[isl..ur 

> (X, = 132 =) = uX,. hr... +0'X} (2) „ [258 
m=1 

wo die « Funktionen der x sind. Es ist indes im allgemeinen be- 

quemer, diese r.n Gleichungen in die früher aufgestellten Relationen 


zusammenfassen. 
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3. Der Kürze wegen spreche ich im folgenden von der infinitesi- 
malen Transformation Bf: 





af a 
(2) Hrn ee 
um die infinitesimale Transformation 
(3) öx, Erg r,6t (k=1,...,n) 
zu bezeichnen. Dabei ist folgendes zu bemerken: Führt man statt 
%y .., &, neue Variabeln x,, ..., x, ein, so kommt 
‚ dx, d 
6, - (ut + gr) öt (k=1,...n) 
Andererseits ist 
k=n 
! de; da; _\ df 
B(f) Der T, + AG 4) de/' 
k=1 


Die beiden Gleichungen (2) und (3) transformieren sich also in iden- 
tisch derselben Weise. 


Hiermit ist die analytische Berechtigung der eben eingeführten 
Terminologie nachgewiesen. 


$ 2. Reduktion des Problems. 


4. Ich setze voraus, daß ein vollständiges System 


Af- X - En a ‚+ Ge u 0 (=1,...,r) 


n de, 


q bekannte infinitesimale Transformationen B,f, .. -, Bf: 
B [= u En +. .+ r* er: (k=1,..., P)) 
gestattet, das heißt, daß Relationen der Form 
9 [ABN) BAD) = daft + AP AB) Bi 
(=l,..„r;kzl,..., 9) 
bestehen. Ich zeige in diesem Paragraphen, daß die Aufgabe, den größt- 
möglichen Nutzen aus diesen bekannten Transformationen zu ziehen, 


sich auf den Fall reduzieren läßt, daß zwischen den B,f Relationen 
der Form 


(B,B,) = ZbB+ ZaA 


bestehen, wo die b Konstanten sind. Dem Studium dieses speziellen 
Falles, der genau mit der Theorie der Transformationsgruppen zu- 
sammenhängt, sind die folgenden Paragraphen gewidmet. 
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Setzt man in der berühmten Jacobischen Identität 
(A,(B,B) Tr (B,(B,A,) + (B,(4,B}) ze 0, 


die in allen Untersuchungen, deren Gegenstand infinitesimale Trans- 
formationen sind, eine Hauptrolle spielt, die obenstehenden Werte der 
Größen (A,B,) und (A,B,) ein, so erkennt man, daß auch (4A,(B,B,)) 
sich linear durch die A ausdrückt. Unser vollständiges System gestattet 
daher die infinitesimale Transformation, deren Symbol 


af af 
(B;B;) = Mara ler 
ist, wo 
mn 
2 en : 
Y: an m dx, Inde,, (i=1,. ‚n) 


Diese Bemerkung, die nur hinsichtlich der Form neu ist, erlaubt, aus 
gegebenen infinitesimalen Transformationen eines vollstän- 
digen Systems neue solche herzuleiten. 

Dagegen ist der folgende wichtige Satz neu: 


Theorem II. Gestattet das vollständige System 
Ar 4 0 


die infinitesimalen Transformationen Bf, ..., B „f und bestehen zwischen 
den Funktionen A und B m lineare ER 


ZSaA+zbB=0, 


in denen die a und b Funktionen der x sind, so findet man folgender- 
maßen eine Anzahl Lösungen des vollständigen Systems: 

Man löst hinsichtlich m Größen BD, etwa B,, ..., B,, auf (dies 
ist immer möglich, da keine lineare Relation zwischen den A, die |260 
ein vollständiges System bilden, stattfinden darf): 


B,— Bart: + BB, + ZaA @=1...m) 
Alsdann sind sämtliche Größen ß Lösungen. 
Denn die Gleichung | 
(AB) = (A, BurıBmsı tt BB, + %aA) 
gibt wegen (4) eine Relation der Por. 
Dar - AB) + --- +2: AM + ZiA- 0; 


nun haben wir aber vorausgesetzt, daß nur m Relationen zwischen den 
B und A bestehen, und zwar solche, die sich hinsichtlich B,, ..., D, 
auflösen lassen; also darf keine Relation zwischen B„,1, .--, 2, und 
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den A stattfinden; folglich sind die A,(ß) gleich Null, d.h. die ß sind 
gemeinsame Lösungen des vollständigen Systems, wie behauptet wurde. 


5. Ich setze voraus, daß man durch successive Anwendung der in 
diesem Paragraphen angegebenen Operationen v Lösungen II,,..., II, 
bestimmt hat und keine weiteren finden kann; daß man ferner in dieser 
Weise nicht mehr als g’ wesentlich verschiedene infinitesimale Trans- 
formationen B,, ..., D, erhält. Ich verstehe dies so, daß alle übrigen 
Transformationen B,;; wie auch alle (5,B,) sich als Summe von 
B,..-, Dy [und A,, ...., A,, dabei die DB] multipliziert mit gewissen 
Funktionen der II, ausdrücken, daß dagegen zwischen B,,..., D, [und 
A,,..., A,] selbst keine solche Relation besteht. 

Ist nun die Zahl v der gefundenen Lösungen gleich n—r, so ist 
das Integrationsgeschäft eo ipso erledigt, insofern ein r-gliedriges voll- 
ständiges System zwischen n Variabeln eben n— r Lösungen besitzt. 
Wir brauchen daher nur den Fall 


I WW % 
zu berücksichtigen. 

Wir führen neue Variabeln ein, nämlich II, ...., II, zusammen 
mit n — v Größen, die x’, ..., &,„_, heißen mögen. Unser vollstän- 
diges System nimmt hierdurch die Form 

Af=-X al, a ER a [261 


da, "da,_, 





da die unabhängigen Variabeln IZ,,..., II, selbst Lösungen sind. Und 
in den neuen Ausdrücken der infinitesimalen Transformationen 
i er}, a df 
B,f=t de} ats d_, + n-r+1 a, ee R=1,..,9) 
hängen die Koeffizienten 7„_.+1, ..., „ nur von Ih, ..., Ih ab; 
af 
all 


sonst nämlich enthielte (A;B,) einige der Größen und ließe sich 


also nicht linear durch die A’ ausdrücken. 
Wir bilden Ausdrücke der Form 


B;f= „Bft... ty Bf, 


- wo die x Funktionen von IZ,, ..., II, sind. Die hiermit definierten 
infinitesimalen Transformationen B/f besitzen, wie man leicht verifi- 
ziert, die Eigenschaft, unser vollständiges System in sich überzuführen. 

Wir wählen die Multiplikatoren x in solcher Weise, daß die Größen 
af 


31 in B”f nicht vorkommen. Hierdurch finden wir 9 —v und unter 
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Umständen noch mehr, etwa g” Transformationen 


„mp „ af „ af 
B; f=ı Pas RR ET rFERS k=1...,9”) 


deren analytische Ausdrücke nur dieselben Differentialquotienten wie 
die Gleichungen des vollständigen Systems enthalten. 

Es ließe sich nun zeigen!), daß man denselben Vorteil aus den 
Transformationen B/’f wie aus den Transformationen B,f oder B,f 
ziehen kann, wohlbemerkt, nachdem man vermöge der B,f die Lösungen 
II bestimmt hat. Wir nehmen darum im folgenden nur auf die Trans- 
formationen B/' Rücksicht. 

Hiermit ist das ursprüngliche Integrationsproblem darauf zurück- 
geführt, das r-gliedrige vollständige System A;f=0 zwischen n-v=n 
Variabeln x), ...., &,, mit q” bekannten infinitesimalen Transformationen 
Bf, ..., Bf zu integrieren. 

Die Zahl» + g’ kann höchstens gleich n’ sein, da nach dem Voran- 
gehenden keine lineare Relation zwischen den A’f und B’’f be- [262 
stehen darf. Es gibt also zwei Fälle, je nachdem r + q” gleich oder 
kleiner als » ist. Den Fall, daß »r +g” gleich m’ ist, behandeln wir 
in den folgenden Paragraphen. Den zweiten Fall, r +g”<w, redu- 
zieren wir durch Integration auf den ersten. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir nach den von Herrn Mayer 
und mir gegebenen Regeln die n’ — r — q” gemeinsamen Lösungen des 
vollständigen Systems 


Af=d, ne 4,f=9, B’f=...=B.f=9, 
IT;, ..., führen sodann neue unabhängige Variabeln 
IT, D;,.: 2, 2, .> 


ein und erhalten schließlich ein r-gliedriges vollständiges 
System [4/f=0] zwischen r +g” Variabeln [x,,%,, ...] mit g" 
bekannten infinitesimalen Transformationen O,f, ..., Of, zwi- 
schen denen [und den A”f] keine lineare Relation besteht; 
jedes (0,C,) drückt sich als Summe der C [und der A”, dabei 
die C] multipliziert mit Konstanten, aus. 

Zugefügt soll noch sein, daß die eben verlangten Integrationsope- 
rationen sich nicht vermeiden lassen. Auch auf diese Behauptung werde 
ich bei einer anderen Gelegenheit zurückkommen. 


1) Ich behalte mir vor, bei einer anderen Gelegenheit den Beweis für die 
Richtigkeit dieser Behauptung zu führen. 
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$3. Multiplikator eines vollständigen Systems. 


6. In diesem Paragraphen erweitere ich den Jacobischen Multipli- 
katorbegriff auf vollständige Systeme. 
Es sei 


wi df Mer. = 
Af= X, de, BR u a: de, = 0) @=1,..,r) 
ein vollständiges System und II, ...., II,_, ein System Lösungen des- 
selben. Ich bilde das Determinantenverhältnis 


I 2 
u-(," OB: ee 7 
5) , 


es 9 


wo4,...,9,k,..., v eine Permutation der Zahlen 1, ...., » ist, und 
beweise eine Reihe Eigenschaften desselben. 

Ich zeige zuerst, daß MM [vom Vorzeichen abgesehen] denselben 
Wert behält, wenn man die Zahlen a,...., 9, k,...., v beliebig [263 
permutiert. 

Eliminiert man nämlich zwischen den Gleichungen 
aM 
1 da, 


X 





+. X. 2320 





i alle, i all,_, 
x u 


da n da, 
etwa die Größen X,, ..., X,_,_,, so kommt 
IL, a) Ei 2. II, EL ERBEN I. x: zo 
RER m ren ’ 
Up Yn-r Ur ro In-r_19 In-r+1 
=, 537), 


und eliminiert man wieder hier etwa die r — 1 ersten Determinanten 
so findet man 


| 1 1 1 
So II Der we 2 a 


n-r—1D n—r 


| 
| 
| 
ee ee ae 
| 1 1 1 
X Di 2. 
2 Ei . 4, | n—r n—2 n \ 0 
i a . =(, 
Zn I |... X 


woraus die Gleichheit zweier Formen von M hervorgeht [, wenn vom 
Vorzeichen abgesehen wird]. 
Ganz in derselben Weise erkennt man, daß zwei beliebige Formen 
von M [vom Vorzeichen abgesehen] einander gleich sind. 
13* 
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Bildet man das Verhältnis M mit einem anderen Systeme Lösungen 
2, 2,_,, so geht der neue Ausdruck aus dem alten durch Mul- 


tiplikation mit einer Funktion von Il,,..., II,_, hervor. Es ist 
nämlich 
- a = . (> 2 a Bi u a 
N ER FB Bar ö 


und hier ist die erste Determinante rechts eine Funktion der II und 
zwar, solange das System 2,,..., &,_, nicht fixiert ist, eine arbi- 
träre Funktion jener Größen. Hiermit ist eine zweite wichtige Eigen- 
schaft von M nachgewiesen. 

Endlich zeige ich, daß M sich bei der Einführung neuer Variabeln 


Y 5 ---, Y, als Invariante verhält, das heißt, nur mit einer Potenz der 
Transformationsdeterminante D multipliziert wird. [264 
Es ist nämlich, wenn a, ..., 9 beliebige n— r unter den Zahlen 
1, ..., % bezeichnen, 
e ae nn nn a ., n = ee ) 
Yı> el, Yn—r en Ion ee} T, Yı» Erd Yn—r 


ferner ist, wie ich sogleich beweise, 


(5) ee | = — D-! Kreis, ers =} 


a PEN ES 
woraus folgt 


IL, ? a, 


(6) ( “. )-2-3(" en = Be E ") 
U. 25 Un Bee. Up 2 ul, Ä 


9 
w04,..,9,Kk,..., dv die Zahlen 1,..:, n, in einer gewissen Ord- 
nung genommen, sind. 
Nun nehmen die Gleichungen A,f= 0 durch die Transformation 
die Form 


rn i df ; df nn 
La 
wo 
ri i dy. f dy 
haar tg, 
Also kommt 
2 Mg 
Ren Ne Y,)= 
z Ya, wie Yn 
= Du... (X, a 2) ( +1? ’ ). 
Lr „e:19 T, 


welche Gleichung man nur mit (6) zu vergleichen braucht, um die 
Richtigkeit unserer Behauptung einzusehen. 
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Formel (5) beweist man folgendermaßen: 


Man bezeichne mit D die Unterdeterminante hinsichtlich { —-E von 


ne be . a, 
X 6% °.7 LK, 
Alsdann ist nach einem bekannten Satze 


mo m 2 
Ly+1? ey 8 
Es geben ferner die Gleichungen 


day, 3 "da, +... +7 ee de, 
durch Auflösung [265 


k=n 
1 i+k [Yı3 + h-1, 4% ER 
da, = 220 1) - | 1 ‚ 1, Yır19 , )an, 


Ge Be Maris 0 
woraus 


= Pk und DI=-D SH; 

k 

durch Einführung des gefundenen Wertes von 2 in die obenstehende 
Formel für (D/, ..., D$) finden wir, wie behauptet, 


“ a '“) ei en 2) 
Yı, SER Y% D Vo+19 00, I, 
%. Das Verhältnis 


" en Be : SER ) >: 
RE NE 
dessen wesentliche Bedeutung wir nachgewiesen haben, nennen wir den 
Multiplikator des vollständigen Systems. 

Ist r = 1, so deckt dieser Begriff sich mit dem Jacobischen Multi- 
plikator. It r=n—1, so gibt es nur eine Lösung II, welche be- 
- kanntlich auch als Integral des totalen Ausdrucks 


a 
definiert werden kann. Offenbar ist der Integrabilitätsfaktor dieser 


Gleichung: 


= k—1 k -1 
(X, a ER. ee) 


; eben der nal des betreffenden vollständigen Systems. 


198 XIV. Verallgem. der Jacobischen Multiplikatortheorie. Christ. Forh. 1874 


Kennt man eine Lösung IT eines r-gliedrigen vollständigen Systems 
zwischen n Variabeln 


k=n 
S i af 
_ X, (2; eg %,) de, = (0) @=1,...,r), 


so erhält man bekanntlich ein äquivalentes r-gliedriges System zwischen 
n — 1 Variabeln 
k=n-1 


er ee) . =(0 Gehen) 
k=1 2 


wenn man &,, ..., 2,_1, JI als neue Variabeln einführt. Kennt [266 
man nun zugleich einen Multiplikator M des ursprünglichen Systems, 
so ist es möglich, einen Multiplikator des neuen Systems zu finden, 
Nach dem Vorangehenden ist nämlich 


(5 a 4,00, 2 . Br r. Ei, Y')=M: e ee, In—1) 2 


%.+19 nt) In—19 I Dr In-ı1: In 
woraus 
II, 2 I, R 3’ 2 BR M 
a A Ve 
%,.+17 RE | 1 Ar: 
n 


womit ein Multiplikator des neuen Systems gefunden ist. 

Zugefügt soll noch sein, daß der Multiplikator eines vollständigen 
Systems sich durch eine Reihe linearer partieller Differentialgleichungen, 
die ich indes nicht aufzustellen brauche, definieren läßt. 


$ 4. Bestimmung eines Multiplikators vermöge n — r infinitesimaler 
Transformationen. 


8. Ich beweise jetzt einen bemerkenswerten Satz, der das Haupt- 
theorem der vorangehenden Arbeit [hier Abh. XIII, S. 181, Satz 3] als 
speziellen Fall umfaßt. 


Theorem III. Gestatiet ein r-gliedriges vollständiges System zwi- | 
schen n unabhängigen Varvabeln 


AN-N det... + X 0 1-1. 


n da, 
n — r bekannte infinitesimale Bu 


(k=15..,2-r), 
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und ist die Determinante 


1 1 
Du aD 
r r 
„8% 
r! r! 
an ei 

_-r n—-r 
rt Eh x 








von Null verschieden, so ist 1: 4 ein Multiplikator des vollständigen [267 
Systems. 

Zum Beweis multiplizieren wir nach der bekannten Regel mit ein- 
ander die beiden Determinanten 1 und 














aH, ah a | 

da, . . . üx,_, . . . de, | 
a dIL,_, du. 

Deirgm 002: ed 5 
| 

BD 00: 0 PU 0 | 

0020 00 





wo II,,..., II,_, ein System Lösungen des vollständigen Systems sind, 
und finden so 








AH, = AT. DE... cD.ı 
> ERBE I RE AH AB, Bu, D.NnN. 
d. or E R 28 1 n-r 
27 et, In_r n—r+1 °'* n—r+1 7, —_r+1 eh RR, 
IX. . %, u 
oder, da alle A,IT, gleich Null sind: 
| 1 r; | 
#:,.21., Bi ED „I | A En Kaorra| 
4 )- +| . on: |. | . Er . . 
yenltar)  |BIL,,.-. ae re 


Nun sind alle B,IT Funktionen der IT; also kommt 


L r | 
( eg 2, rt Se > BE ERTT RIL,...; 4 
) | 1 rr = 
er 
wo die linke Seite der allgemeine Ausdruck eines Multiplikators und 
der Zähler rechts eine Lösung des vollständigen Systems ist. Daher 
ist auch 1:7 ein Multiplikator, wie behauptet wurde. 


REN; 
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$ 5. Durchführung der Theorie für drei Variabeln. 


Ich beschränke mich in diesem Paragraphen auf vollständige Sy- 
steme zwischen drei unabhängigen Variabeln und zeige, wie man ver- 
fahren muß, um den größtmöglichen Vorteil aus bekannten infini- [268 
tesimalen Be zu ziehen. Hierbei mache ich mich freilich 


einiger Wiederholungen schuldig. 


I. 


9. Ist unser vollständiges System zweigliedrig: 
AN)- a „+ 2-0 
Ren ye +Z 1-0, 
so bildet man, wenn eine en Transformation desselben 
BN-Eg. +7: ar 


gegeben ist, die Determinante 


X Y, Z| 
4-4 5 2; 
De 


alsdann ist 1:.4 ein Multiplikator des vollständigen Systems und gleich- 
zeitig (S 3, Schluß) ein Integrabilitätsfaktor der totalen Gleichung 


(HZ — Y,Z,)dx + Z— Z,X,)dy+ (X, Y—-XY)d=0, 


deren Integral 
nf} II, 2 - Z,)dax + (2%, — Z,X,)dy + (XıY2 — X, Y,)de] 


eben die gesuchte Lösung des vollständigen Systems ist. 

Sind zwei infinitesimale Transformationen B,(f), B,(f) gegeben, so 
existiert notwendigerweise eine lineare Relation zwischen den A und B, 
die man immer aufstellen kann: 


,At+kA+tmB+wB—0, 


wo die A und u nur von z, y,2 abhängen; alsdann ist (Theorem II) das 
Verhältnis u, :u,, wofern es keine Konstante ist, die gesuchte Lösung, 
die sich somit in diesem Falle ohne Integration finden läßt. 

Im übrigen könnte man auch vermöge jeder infinitesimalen Trans- 
formation einen Integrabilitätsfaktor bilden; dann wäre das Verhältnis 
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der beiden Integrabilitätsfaktoren eine Lösung; es hat aber keine [269 
Schwierigkeit, einzusehen, daß wir in dieser Weise eben die Lösung 
u, : 4, wiederfinden. 

Ist u, : u, eine Konstante, so ist es unmöglich, größeren Vorteil aus 
beiden Transformationen als aus der einen zu ziehen. 


II. 


10. Sei jetzt unser vollständiges System eingliedrig: 
AN XI + var za. 
Kennt man nur eine infinitesimale Transformation von A(f)=0: 


so verlangt die Integration von A(f)=0, wie jetzt gezeigt werden 
soll, die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen zwei Variabeln und eine Quadratur. 

Die beiden Gleichungen 


AN)=0, BN)=0 


bilden nämlich ein vollständiges System, dessen Lösung // bekanntlich 
durch die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
funden wird. Sodann führt man x,y und II als neue Variabeln ein 


und bringt dadurch A(f) = 0 auf die Form 


aNn-Xa+rz-0 
und B(f) auf 


‚ ‚d ‚d 
a, a: 


day 


wo die Gleichung 4’(f) = 0 die infinitesimale Transformation B’(f) ge- 
stattet; daher ist [hier Abh. XII, S. 181, Satz 3]: 


1) -[r —r (Y’da — X’dy) 


eine Lösung von A’(f)—= 0 und also auch von A(f)—=(0, deren Inte- 
gration hiermit geleistet ist. 


III. 


11. Jetzt behandeln wir den wichtigen Fall, daß A(f) = 0 zwei 
infinitesimale Transformationen B,(f) und B,(f) gestattet, und dab 
keine lineare Relation zwischen A und den B besteht. Man bildet [270 
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den Ausdruck (B, B,), der sich notwendigerweise linear durch A, B,, B, 


ausdrückt: 
(B, B,) =14A+ w„B + u B, Rp b; . 


Hier sind u, und u, (Theorem II), wenn sie keine Konstanten sind, 
Lösungen von A(f) =. 

Findet man hierdurch oder durch Bildung der Ausdrücke (B,B,), 
(B,B,) zwei verschiedene Lösungen, so ist das Integrationsgeschäft ab- 
geschlossen. 

Findet man nur eine Lösung, so bildet man vermöge B,(f) und 
B,(f) den Multiplikator 1:7; alsdann verlangt die Bestimmung einer 
weiteren Lösung, wie Jacobi gezeigt hat, nur eine Quadratur. 

Sind endlich u, und u, Konstanten, so gibt es keine Lösung, die 
sich ohne Integration aufstellen läßt. Dann verfährt man verschieden, 
je nachdem u, und u, beide gleich Null sind, oder jedenfalls die eine 
von Null verschieden ist. 

a) Sind u, und u, beide gleich Null, so ist 


AN—-0, BAM)-0 


ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,(f); die gemeinsame Lösung ist 


A; - [42m - Ya)dc+.... 


Af)=0, Bf) 


ein vollständiges System mit der infinitesimalen Transformation B,(f); 
die gemeinsame Lösung ist 


1 = [Ars Zu)dr+..] 


Hiermit sind zwei Lösungen von A(f) = 0 gefunden, und zwar vermöge 
zweier distinkter Quadraturen. 
b) Sei jetzt jedenfalls die eine u, etwa u,, von Null verschieden; 


alsdann setze ich 
wB(f)+ WB; (f) = B(f) 


und ersetze die beiden infinitesimalen Transformationen B, und B, 
durch B und BD,. Man findet 


(BB) (BN+ AAN). 
Folglich ist [271 
AN)=0, Bi)=0 


Ebenso ist 


ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transfor- 
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mation B,(f); also findet man die gemeinsame Lösung II, vermöge einer 
Quadratur. Führt man darnach x, y, IT, als neue Variabeln ein, so er- 
hält man statt A(f) = 0 eine äquivalente Gleichung 


ed 


dx rg: 


mit einer bekannten infinitesimalen Transformation B’(f), und also 
findet man eine neue Lösung IT vermöge einer zweiten Quadratur. 

Zu bemerken ist, daß es in diesem Falle nur eine Lösung gibt, 
die sich durch eine Quadratur bestimmen läßt. 


IV. 


12. Kennt man zwei infinitesimale Transformationen B,(f) und 


B,(f) von A(f)—=0, und besteht dabei eine lineare Relation 
eA+ß,B+BB=-0, 


so ist ß,:ß, eine Lösung.') Ich bilde den Ausdruck (B, B,), der sich 
immer linear durch A(f) und B,(f) ausdrücken läßt: 


(B, B,) = öB,(f) r eA(f). 


Ist hier d keine Konstante oder Funktion von ß,:ß,, so hat man hier- 
mit eine zweite Lösung, womit alles fertig ist. Im entgegengesetzten 
Falle muß man 2, y, ß,:ß, = w als neue Variabeln einführen. Hierdurch 
nimmt A(f) = 0 die Form: 


en, 


14 va d r 
AN-XEE+T 


’ 
und die infinitesimalen Transformationen, unter denen wir nur die [272 
eine zu berücksichtigen brauchen, nehmen die Form 

‚ df 


‚ ‚d d 
ET 


Ist hier g von Null verschieden, so läßt sich kein Vorteil aus der in- 


1) Ich berücksichtige nicht den Fall, daß ß,: ß, eine Konstante ist; alsdann 
machen unsere beiden Transformationen zusammen keinen größeren Nutzen als 
die eine; in der Tat, ist C’(f) eine infinitesimale Transformation von A(f)=0, so 
führt jede Transformation der Form 


veNn+wAN), 


wo y irgend eine Konstante und w irgend eine Funktion von x, y, z bezeichnet, 
die Gleichung A(f)= 0 in sich über. 


204 XIV. Verallgem. der Jacobischen Multiplikatortheorie, Christ. Forh. 1874 


finitesimalen Transformation ziehen. Ist dagegen p gleich Null, so 
findet man vermöge einer Quadratur eine Lösung von A/(f)= 0, wo- 
mit die Integration von A(f)=0 erledigt ist. 


S 6. Behandlung einiger speziellen Fälle. 


13. Eine vollständige Durchführung der in dem Vorangehenden be- 
gründeten Theorie werde ich erst später, wenn ich meine neue Theorie 
der Transformationsgruppen entwickelt haben werde, geben können. 
Für den Augenblick muß ich mich damit begnügen, die Grundprinzipien 
darzulegen und einige Fälle durchzuführen. 

Es gibt einen Fall, in dem die Integration eines r-gliedrigen voll- 
ständigen Systems zwischen n Variabeln 


AQ-0. amd 


mit a—r bekannten infinitesimalen Transformationen De .B: 
die in keiner linearen Beziehung zu den A(f) stehen, sich vermöge 
n—r Quadraturen leisten läßt. Meine Theorie der Transformations- 
gruppen erlaubt, wie ich beiläufig bemerke, zu entscheiden, ob ein vor- 
gelegtes Problem sich auf diesen Fall reduzieren läßt, 

Zuerst erledige ich einen Unterfall. 


18 


14. Es bestehen zwischen den infinitesimalen Transformationen 


Relationen der Form 
(B,B)=ZaA. 


Alsdann bilden die n— 1 Gleichungen 


ANM=0, ..n AN=, 
BN=0, 3 B.,N=0, Buf)=0, ... B,_; = 0 


ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,(f). Also ist 1:4 ein Multiplikator, und die gemeinsame 
Lösung IZ, findet sich durch Quadratur. Läßt man k successiv die [273 
Werte 1,..,n—r annehmen, so findet man n — r Lösungen 


rd 


des vollständigen Systems, die offenbar von einander unabhängig sind. 
Hiermit ist das Integrationsgeschäft vermöge n— r distinkter Quadra- 
turen erledigt.!) 


1) Eine Zahl distinkter Quadraturen läßt sich immer durch eine einzige Qua- 
dratur ersetzen. 
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11. 
15. Es bestehen jetzt Relationen der Form 


o=k—1 


(B,B,) = 20,8 FE Zu4, 


wo i und k der Beschränkung 
| i<k 
unterworfen sind. Auch in diesem Falle, der den vorangehenden um- 
faßt, ist es möglich, das Integrationsgeschäft zu erledigen und zwar 
vermöge n — r successiver Quadraturen. 
Man stellt zunächst das vollständige System auf 


ANM=I, ... A,(f) =0, BN=9, ..., N 
mit einer bekannten infinitesimalen Transformation B,_,(f) und bestimmt 
die gemeinsame Lösung II, vermöge einer Quadratur. Sodann führt 


man %, :-., &,_1, II, als neue Variabeln ein und bringt hierdurch 
die A(f) und B,(f), -.., B,_,-ı(f) auf die Form 


4,N)=X it. +X ee 


BfN)=-% z he, FE, 


wo zwischen den A/(f) und B/(f) dieselben Relationen wie zwischen 
den entsprechenden A,(f) und B,(f) bestehen. Also ist 


AN-9, .., AN=-% BN-9 .., Br) = 9 
ein vollständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Trans- 
formation B/_,_,(f); daher finden wir die gemeinsame Lösung II, [274 
durch eine Quadratur. In dieser Weise fährt man nun fort, bis man 
alle n— r Lösungen des vorgelegten r-gliedrigen Systems gefunden hat. 


16. Es gibt andere Fälle, wo die Integration des r-gliedrigen Systems 
mit n— r bekannten infinitesimalen Transformationen sich nicht ver- 
möge Quadraturen erledigen läßt. Immer kann doch eine Erniedrigung 
der Integrationsoperationen vermöge einfacherer Hilfsprobleme erreicht 
werden. 

Ein besonderes Interesse bietet die Rd dieser Theorien 
auf Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zwischen zwei Variabeln, 
welche gewisse infinitesimale Berührungstransformationen gestatten.') 


1) Ich benutze die Gelegenheit zur folgenden Bemerkung: Kann eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen zwei unabhängigen Variabeln ver- 
möge successiver simultaner Systeme erledigt werden, so genügt es, zwei solche 
zu integrieren. Vgl. die betreffenden Arbeiten von Darboux und M. Levy. 


| 
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Selbstanzeige von XIV. 
F. d. M., Bad. VI, Jahrg. 1874, S. 195. Berlin 1876. 


Das in der vorangehenden Arbeit [hier Abh. XIII] gestellte all- 
gemeine Problem wird für den Fall, daß die vorgelegten Differential- 
gleichungen lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung sind, 
behandelt und erledigt. Hierzu ist es notwendig, den Jacobischen Mul- 
tiplikatorbegriff auf vollständige Systeme zu erweitern. L. 

Vgl. auch die Selbstanzeige der Abh. III in Bd. IV dieser Ausgabe. 


XV. 


Allgemeine Theorie partieller Differentialgleichungen (1 
erster Ordnung. II. 


Von SopHus Lie. 
(Angemeldet in der Sitzung vom 19. Februar 1875.) 


Christ. Forh., Aar 1875, S. 1—15. Christiania 1876. 


Im ersten Teile dieser Abhandlung!) formulierte und erledigte ich 
ein allgemeines Problem, welches die Theorie partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung, wie sie aus den Händen [von] Lagrange, 
Pfaff, Cauchy, Jacobi hervorgegangen war, als speziellen Fall um- 
faßte. Heute werde ich eine einfachere Behandlungsweise dieses Pro- 
blems entwickeln, und zwar ist es diejenige neue Integrationsmethode, 
die ich im Frühlinge 1872 in einigen kurzen Mitteilungen an die Ge- 
sellschaften der Wissenschaften in Christiania und Göttingen skizzierte?), 
und welche hinterher mein Freund Mayer zum Gegenstand mehrerer 
eleganten und präzisen analytischen Abhandlungen gemacht hat, die 
ich jetzt endlich ausführlicher darstellen werde. Nach langem Bedenken 
habe ich mich dazu bestimmt, teilweise meine ursprüngliche synthe- 
tische Behandlungsweise beizubehalten, indem ich doch die Haupt- 
resultate gleichzeitig analytisch und synthetisch ausspreche. Freilich 
weiß ich, daß eine rein analytische Behandlung den meisten Lesern 
viel bequemer gewesen wäre; aber einerseits hat ja Herr Mayer schon 
eine solche entwickelt; andererseits haben meine synthetischen, das 
heißt, begrifflichen Entwickelungen ihre unzweifelhafte Berechtigung, 
und ich möchte versuchen, die betreffenden Begriffe wie überhaupt die 
synthetische Denkweise als eine mit der analytischen gleichberechtigte 
auch in diese Disziplin hineinzuführen. 


1) [Hier Abh. XII, 8. 149—175.] 
2) [Hier Abh. II, S. 5—10; III, 8. 12—15.] 
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S 1. Vorbereitende Entwickelungen. [2 


1. Die Sätze dieses Paragraphen beziehen sich auf ein Involutions- 
system der Form 


ah 2.—-h=d, 
wo fi; --., f, Funktionen von 2,, ..., 2, Drsıs 5 2, Sind. 


Satz 1. Es ist immer möglich, q solche Konstanten a,, ..., a, zu 
wählen, daß eine charakteristische M, allgemeiner Lage nur eine diskrete 
Anzahl Elemente enthält, welche die Gleichungen 

=. ,=Q, 


befriedigen. 
Der Kürze wegen bezeichnen wir beiläufig ein Element, für welches 
1, =, 3 An Pı =fh, er 2,=fy 


das heißt, ein beliebiges Element des Involutionssystems, dessen Punkt 
auf der (n—g)-fachen Punktmannigfaltigkeit ,=aq,,...., 2,= a, liegt, 
mit dem Symbole e,. 

Wir setzen voraus, daß jede ebkrakterıetihdhs M, unendlich viele 
Elemente e, enthält. Hierbei sind zwei Fälle denkbar: entweder bilden 
alle diese Elemente eine kontinuierliche Schar, so daß jedes Element 
ein benachbartes derselben Schar hat; oder auch, sie zerfallen in zwei 
Scharen, von denen die eine nur vereinzelte Elemente enthält, während 
die andere eine kontinuierliche Schar ist. 

1) Wir erledigen zuerst den Fall, daß jede charakteristische M, 
unendlich viele Elemente e, enthält, die sämtlich kontinuierlich an 
einander liegen. Legen wir in diesem Falle durch ein beliebiges Ele- 
ment e, die hindurchgehende charakteristische M,, so gibt es unter 
den benachbarten Elementen a, + da,,..., a,+dx,, ... dieser M, 
jedenfalls eines, das selbst ein Element e, ist, für ‘welches also 


da, =0, .., do,=0 


ist. Wir werden zeigen, daß man immer die Konstanten a,, ...., a, 
derart wählen kann, daß solche Gleichungen nicht für alle Wertsysteme 
%og1r > 9 nr Pgrir =, 2) bestehen können. 

Wir kennen q von einander unabhängige Fortschreitungsrich- [3 
tungen: dx,, ..., dp,, die von einem Elemente einer charakteristischen 
M, zu einem benachbarten Elemente derselben M, führen, diejenigen 
nämlich, welche den g charakteristischen Streifen der Gleichungen 


2, f, = 0 (k=1,...,9) 
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entsprechen: 
In ar da, erde de, dei: dx,:dpı:*:dp, = 
ea Le Le Lee 
AP, +1 dp, da, dx, 
Läßt man daher r,, ..., r, Parameter bezeichnen, so bestimmen die 
Gleichungen 
day: :da,:dX, 41 :da,:dp,: dp, = 
k=q af k=q df k=q af k=q af 
ee Di an eat Tr: u Ein. Tr 
en Denen Yndb Dagle Inge 
k=1 k=1 k=1 k=1 


die allgemeinste Fortschreitungsrichtung binnen der M,. Sollen also 
dx,,...., dx, verschwinden, so müssen 7,, ..., 7, gleich Null sein. 
Dann verschwänden alle übrigen Differentiale de und dp, voraus- 
gesetzt, daß alle Differentialquotienten der Funktionen f, hinsichtlich 
der x oder p bestimmte endliche Werte haben. Der Fall 1) kann somit 
nur eintreten, wenn eine Größe der Form 


en dl 
da,’ dp, 
für alle Werte der Größen #2, 11, +++» Zn» Pa+iv ** > Pr unendlich oder 


unbestimmt ist. Es ist aber einleuchtend, daß dies nur für Ausnahms- 
werte der Konstanten @,, ..., @,, die man immer vermeiden kann, 
möglich ist. 

2) Wir müssen nun die Möglichkeit berücksichtigen, daß die Ele- 
mente e, einer jeden charakteristischen M, sich in zwei Scharen ord- 
nen, so zwar, daß die Elemente e, der einen Schar vereinzelt, während 
die Elemente e, der zweiten Schar kontinuierlich an einander liegen. 

Wäre nun dies der Fall, nicht allein für einige partikuläre Wert- 
systeme @,, ..., @,, die man immer vermeiden könnte, sondern über- 
haupt für alle Wertsysteme A, -+:, @,, so zerfiele das Involutions- [4 
system in zwei solche: J, und ds, en die Elemente e, dem ersten 
und die Elemente e, dem zweiten Involutionssysteme angehörten. Dann 
aber würde jede charakteristische M, des Systems J, für jedes Wert- 
system a,, ..., a, unendlich viele Hlements e, enthalten, die eine kon- 
tinuierliche Schar bildeten, und ein solches Involutionssystem existiert 
nicht, wie wir bei der Behandlung des Falles 1) nachgewiesen haben. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


2. Wir wählen eine Mannigfaltigkeit 


U = %; .. %, = Ay; 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III ; 14 
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die nur eine diskrete Anzahl Elemente mit einer allgemeinen charak- 
teristischen M, gemein hat, und bezeichnen diese M""” mit A. Durch 
A gehen 2”! (n— q + 1)-fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeiten, 
die durch Gleichungen der Form 


une BER ER Ara, Xg—— (Ag 





T, T, Tg 


definiert werden, wobei z,, ..., r, Parameter sind. Als Punktkoordi- 
naten in einer solchen Mannigfaltigkeit, die ich einigemal mit E*"?*' 
bezeichne, kann man %,,,, --., %, zusammen mit einer der Größen 
%, ..., &, wählen. Doch ist es mehr symmetrisch und außerdem für 
meine gleichzeitig synthetische und analytische Behandlung mehr natur- 
gemäß, eine neue Variable x einzuführen, indem man die obenstehenden 


Gleichungen durch die äquivalenten: 
4 — U, =Tt, I — Ag = Tot, ... 7, = T% 


ersetzt, und sodann die Größen x, x ..., &, als Punktkoordinaten 


g+17 
[in] jeder E""?*" aufzufassen. 
Ist insbesondere n= 3 und q=2, so ist A eine gerade Linie; die 


Mannigfaltigkeiten E""?*" sind Ebenen, die durch diese Gerade gehen, 
welche also nach gewöhnlicher Sprachweise einen Büschel bilden. 
Dementsprechend sage ich immer, das heißt, welche auch die Zahlen » 


und g sind, daß die E""'*': 
ne üyl 4, SU [5 
einen Büschel bilden, dessen Achse A ist. 


Satz 2. Die charakteristischen M, des Involutionssystems, die durch 
einen auf der Achse A gelegenen Punkt allgemeiner Lage: 


ed, nn rn ln 


gehen, erzeugen eine Integral-M,_, des Involutionssystems. Fapßt man 
die c als Parameter auf, so bilden die betreffenden Integral-M,,_, eine 
vollständige Lösung. 


Denn die Elemente des Involutionssystems, welche 
a, =4,, wen m, 


befriedigen, lassen sich nicht in kontinuierliche Scharen ordnen, die 
jedesmal einer charakteristischen M, angehören. 
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$ 2. Reduktion eines Involutionssystems auf eine einzige Gleichung. 
3. In diesem Paragraphen behalten wir die Bezeichnungsweise 


des vorangehenden Paragraphen bei. 
Satz 3. Die Integral-M""' des Involutionssystems 
Bert, 2,=h, 
schneiden jede Mannigfaltigkeit des Büschels 
Hy add, 3: u, UE 


nach (n — g)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, die einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen %, %, 41, > 2%, genügen. 


Ehe wir diesen wichtigen Satz beweisen, sprechen wir ihn ana- 
lytisch aus und formulieren ihn gleichzeitig schärfer. Dabei bemerken 
wir, daß wir überhaupt im folgenden diejenige Funktion, in welche 
Plays 5 Em Pr +, 2,) vermöge der Substitution 


u =utUL, :.., = t 7% 
übergeht, mit dem Symbol 9” bezeichnen. 


Analytische Form des vorangehenden Satzes: Ist 
dW 
Wa, ..., &,) > Contt, p, = a (k=1,..,n) [6 


irgend eine Integral-M ”=1 des Involutionssystems 
n=h» on, 2,=f; 


so bestimmen die Gleichungen 


aw” 
dx. 


W’=Const, p,= 


(k=0, 9+1, ..40) 


eine Integral-M""* der Gleichung 


zwischen den unabhängigen Variabeln &, &, 11, +, % 


Da W= Const. eine Integral-M""? des Involutionssystems be- 
' stimmt, so bestehen für k=1,..., q die Gleichungen 


oo... u au = 
da; to m der? ee) nn kelesg) 
Auf sie führen wir die Substitution 


= tGuL, .., =, +7,% ; 
14 
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aus und finden so, da 








daW ) d T 
Br en W (i=1,..30n—-g) 
(an; IRg4i j 
ist, die q Gleichungen 
awıe aw' aw' 
I) il: (a, Fa HUT, Boyıy 2, En dx, 2 de % 


die durch Multiplikation respektive mit r, und Addition 


9 q 
dW\r dw" 
la) Zutaten a) 
1 1 


geben. Nun ist aber 





also kommt 
aw x dw’ 
TE - Duf, (a + TI, 20, Fe) B 
1 


welche Gleichung eben sagt, daß die Gleichung [7 
W" = Const. 


q 
eine Integral-M""? von p — Dr,f/ =0 bestimmt. 
1 


Es ist zu bemerken, daß die Gleichung p— &r,f, =0 je nach 
den Werten der Parameter r ©?-! verschiedene Gleichungen reprä- 
sentiert. 


4. Satz 4. Die charakteristischen M, schneiden jede Mannigfaltig- 
keit des Büschels 


HU ., HTW =uE 
nach den Charakteristiken der entsprechenden Gleichung p — & uf =0. 
Oder analytisch ausgesprochen: 
Bilden 2n — 2q — 1 Funktionen II,,.. ., Ign-29-ı IM U, +. ., Im 


Paris +, 2, ein System Lösungen der Gleichungen 


Mn-M-0, .., 9-,M-0, Da, 
1 


so sind die durch die Substitution 


sun tur .:, ,=+ 7,8% 
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hervorgehenden Funktionen II” ein System Lösungen von 


0 dan Qan 
p- Sur ) n) a Don +2 Pa = 
q 
Denn die Gleichungen 
(P; a I) = 


i=n 

all -> df, dII 22) = 0 

dx, an dx, dp; 
i=g+1 


oder entwickelt 





gehen durch Ausführung der Substitution 


neu tTUR, oo G=M,+T%, 
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indem man die, für i gleich g+1,...,n stattfindenden Relationen 








(*)_ df, dt" 


dx de, ’ \dz, da,’ 
( ze d fi eu u dm“ 
dp; dp,’ \dp, dp; 


berücksichtigt, in 


in 


ale es 


i=g+1 





[8 


über. Multipliziert man hier mit r, und addiert die k=1,...,g ent- 


sprechenden Gleichungen, findet man 
k=gq 


Dulze)- wit... + 71), 


k=1 


woraus wegen 


folgt 
dm" 7 T 7 
I af et =) 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, 


P- Erf, 7)-0. 


 Bemerkt man endlich, daß die /7” wie die IZ von nullter Ordnung hin- 


Systems 


q 
P- Zur, ‚n)=0, Pr + Ins 9, — 


sind. 


sichtlich der p» sind, so folgt, daß die 17° Lösungen des vollständigen 
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Es steht zurück, nachzuweisen, daß sie von einander unabhängig 
sind, das heißt, daß keine Relation der Form 


Fisttendet (I, ut 9) 0 Te T,) = 
Bestände in der Tat eine solche, so käme durch die Substitution 
T, Ei a (k=1,..,9) 
die Identität 
x — a Io — 
AM, 2) II,._2,-1 a FE) 9) are D, 


woraus bei der Substitution z—= 1 eine Relation zwischen IT,, ..., 
II, „_23-1> 2 -- -, %, resultieren würde. Demzufolge würden die Glei- 
chungen 


I,=h, .., In-a-ı "An--v Hmm, u=a, D 


für alle Wertsysteme %k und a von unendlich vielen Wertsystemen 
Bagır ** 7 Dar Paris -- > 2) befriedigt werden. Dies steht aber im 
Widerspruche mit Satz 1; also ist unsere Annahme verkehrt. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


5. Die Gleichung 
p—-Zrf, =0 


enthält die Verhältnisgrößen z,, ...., 7, und repräsentiert daher, wie 
schon bemerkt, je nach den Werten dieser Parameter 0?! verschie- 
dene partielle Differentialgleichungen, deren Charakteristiken beiläufig 
mit dem gemeinsamen Symbole K bezeichnet werden sollen. 

Früher (Satz 4) sahen wir, daß eine allgemeine charakteristische 
M, 61! Charakteristiken X enthält, eine nämlich für jede Gleichung 
p— Zrf, = 0; und alle diese K gehen, als Durchschnitte der charak- 
teristischen M, mit den E""?*" des Büschels durch einen gemeinsamen 


Punkt p: den Schnittpunkt der M, mit der Achse aller a 

Durch p gehen nun im allgemeinen 00*"2=1 charakteristische M,, 
deren jede 007”! Charakteristiken X enthält, und alle diese X erzeugen 
eo ipso dasselbe Punktgebilde wie die 00””2”! charakteristischen M,, 
die durch » gehen. Da aber diese X auch als der Inbegriff aller durch 
p gehenden K definiert werden können, so ist hiermit folgender Satz 
bewiesen: 


Satz 5. Die durch einen Punkt der Achse gehenden Charakteristiken 
K aller Gleichungen p — Zr,f, = 0 erzeugen dasselbe Punktgebilde wie | 
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die durch denselben Punkt gehenden charakteristischen M, des Involutions- 
systems. 


Nun wissen wir aber schon (Satz 2), daß die durch einen Punkt 
der Achse gehenden charakteristischen M, ein Punktgebilde erzeugen, 
das als Elementgebilde aufgefaßt eine Integral-M, „_ı Ist, daß ferner der 
Inbegriff aller in dieser Weise M,„_, eine vollständige Lö- 
sung ist. Also: 


Satz 6. Die durch einen Punkt [10 


== ( ze 


=(0, & Hu on ml 


g+1 
allgemeiner Lage auf der Achse gehenden Charakteristiken aller Gleichungen 
p— Erf, =0 erzeugen ein Punktgebilde, das als Elementgebilde auf- 
gefaßt eine Integral-M,_, des Involutionssystems ist, und zwar erhält 


N 


man hierdurch eine vollständige Lösung mit den Parametern €, 11, ---, ©, 
Endlich werden wir dieses Theorem analytisch aussprechen: 


Satz 6. Soll das Involutionssystem 
r,-h=I ..- 2,-h=0 


integriert werden, so bestimmt man q Konstanten a,, ..-, a, nach der 
Kegel des vorangehenden Paragraphen, führt sodann die Funktionen f, 


durch die Substitution 


Hy r%R (k=1,....,9) 


in die Funktionen f, über und bildet die Gleichung 


 (@) p— Zuf, —0 


zwischen den Variabeln &, &,41, +: &ns Pr Pgrır * ++, Pn- Man inte- 
griert diese Gleichung, das heißt, man sucht Funktionen 2 von x, x 


ey ls Po41:Pr - +) 2,:D, welche 

P- Fr, Q)-0 
geben, und bildet sodann eine vollständige Lösung der reduzierten @Glei- 
chung («), indem man zwischen den Gleichungen 


Aa, Bgr19 4 Um Dr Par PT U lO, Orr en a PO > DR) 
die Größen PD, P,417 * > Pu» 2°, Po ym :+ +, Pa eliminiert. Macht man 


94+1 


endlich in den hierdurch gefundenen Gleichungen der vollständigen Lösung: 


We, Dr Im gr 9 m Teen T,) , 


die Substitution 
%. A 
T, == I BEE (k=1,...,9) 
x 
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so bestimmen die hervorgehenden Gleichungen, aus denen nicht allein 
%y . +, Ty, sondern auch x verschwunden ist, eine vollständige Lösung des 
ursprünglichen Involutionssystems. 


$ 3. Meine neue Integrationsmethode. 11 


6. Zur Begründung meiner neuen Methode brauche ich nun 
nur noch zwei Hilfssätze, die Jacobi in allgemeinerer Form ausge- 
sprochen hat. 


Satz 7. Es sei p, — f=0 irgend eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die hinsichtlich p, aufgelöst ist, und N eine Funktion von 
Kursen Ems Pa :Das = Pn-1:Pm, die zu p, — f in Involutionsbeziehung 
steht: 

(9-h5N)-0. 


Lassen die beiden Gleichungen p, — f= 0, N =a sich hinsichtlich p, und 
pP, auflösen, so stehen auch die hervorgehenden Gleichungen 


ee a. 
in Involutionsbeziehung, das heißt, es ist (pr, - f, m —h)=. 


Da die beiden Gleichungen N = a und p, — f, = 0 äquivalent sind, 
so ist dies auch mit den entsprechenden Differentialgleichungen: 


dN 

ee + dx, + dp +.-. +3 =(, 
d 

ed, +... — 4 da,+ dp, a, 


der Fall; folglich sind die entsprechenden Koeffizienten proportional. 
Daher ist die Gleichung 


_dN X/(dfdN dfqN 
(2, = N) dr = 5 de; de; en s 
2 
mit der folgenden 


LE LET Dura rn 


ar: :d2 ap, is, dz,dp, dp,d« 








äquivalent. Nun ist aber 
af af dh _ __ Ah 


da, dp, dx, da,’ 


DI 6 Een), 
3 
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also kommt 


de 
n- Ya)=9=-m-Rm-f) 112 


was zu beweisen war. 


Satz 8. Ist p, — f=0 eine vorgelegte Gleichung und X eine be- 
kannte Funktion der x, die zu p, — f in Imvolutionsbeziehung steht, so 
ist es möglich, die Zahl der unabhängigen Variabeln in p, -f=0 um 
eine Einheit zu erniedrigen. 


Sei 
aW 


ar 


W = Const., p, = 


irgend eine Integral-M"-! von p, — f= 0. Ich führe (2,,..., 2,_1, X) 
als neue unabhängige Variable ein und bezeichne die Differentialquo- 
tienten von W hinsichtlich dieser Größen mit 


De. 
Audsnn et fürrk=l,..,n-1: 


’ dX daX 
P,= Pr ee rR u 2 


Also geht p, — f=0 durch die Einführung der neuen Variabeln in 


IX ; dX dX 


dx, 


über. Bilde ich nun den Differentialquotienten der linken Seite hinsicht- 
lich P, finde ich 


N Urn 20a 
az dns °° And?’ 
das heißt 
(Pı Be h A, 


E welche Größe nach unserer Annahme gleich Null ist. Also kommt P 
in der transformierten Gleichung gar nicht vor. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 


%. Satz 9. Soll eine Gleichung der Form 
9, — fa, ed, Pay - - 32,)= 0 


integriert werden, und kennt man irgend eine Funktion N von &,,..-, %,, 
Pa : Pas ==> Pr-1: PD, die zu p, — f in Involutionsbeziehung steht, so ist 
es immer möglich, eine Gleichung zwischen n — 1 Variabeln aufzustellen, 
deren Integration diejenige von p, — f= 0 nach sich zieht. 
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Ist nämlich N eine Funktion der x allein, so führt man N [ı3 
zusammen mit n — 1 der Größen x als neue Variabeln ein und erhält 
dadurch nach dem vorangehenden Satze eine Gleichung, die nur noch 
n — 1 Differentialquotienten enthält. 

Enthält dagegen N einige der Größen p,, ... ., 2,, etwa »,, so löst 
man die Gleichungen p, —f=0, N=.a hinsichtlich p, und p, auf. 
Die hervorgehenden Gleichungen 

ae Dead 
bilden (Satz 7) ein Involutionssystem, dessen Integration sich nach 
Satz 6 auf diejenige einer Gleichung zwischen n — 1 Variabeln re- 
duzieren läßt. Ist diese neue Gleichung integriert, so bestimmt man 
nach der in dem zitierten Satze entwickelten Regel eine vollständige 
Lösung des Involutionssystems, und diese Lösung, die überdies die 


Konstante a enthält, ist eine vollständige Lösung von , —f=V. 
Hierauf begründe ich nun die folgende Integrationsmethode: 


Satz 10. Um eine partielle Differentialgleichung zwischen n Va- 
riabeln. 2, :,2.: 
Di 0 


r 
zu integrieren, verfährt man folgendermaßen: Man ‘sucht eine Funktion 
VON Kup eo cp Das Di : Pas = +) Pa-1:2, die die Gleichung 


M-hN)=0 
befriedigt, und reduziert p, — f= 0 nach dem vorangehenden Satze auf 
eine äquivalente Gleichung zwischen n — 1 Variabeln x, .. -, &,_1: 


0-0, 


Sodann sucht man eine Lösung der Gleichung 

D-,m)=0 
und reduziert darnach in entsprechender Weise p® —_ f» =( auf eine 
äqwivalente Gleichung p” —_ fr — 0) zwischen n — 2 Variabeln, usw. Zu- 
letzt kommt man zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen zwei Variabeln, die man integriert. Sodann geht man rück- 
wärts und bestimmt successiv vermöge ausführbarer Operationen vollständige 
Lösungen aller Gleichungen p® — f® = 0 und findet zuletzt eine voll- [14 
ständige Lösung der ursprünglich vorgelegten Gleichung. 

Da nach Satz 6 ein beliebiges Involutionssystem auf eine äquivalente 
partielle Differentialgleichung sich reduzieren läßt, so ist hiermit zugleich 
eine allgemeine Integrationsmethode eines beliebigen Involutionssystems 
begründet. 
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8. Ich betrachte jetzt allgemeine Involutionssysteme, das heißt ein 
System Funktionen N,,..., N,, die paarweise in Involution liegen. 
Ich beschränke mich auf die folgenden Andeutungen: 

' Liegen » Funktionen nullter Ordnung N,, ..., N, paarweise in In- 
volution, so besteht eine Identität der Form ZPdN= Zpdx; also 
bestimmen die Gleichungen N, =@,,..., N,=a, 00” Mannigfaltig- 
keiten M,_ı- 

Sind paarweise involutorische Funktionen N,, ..., N, vorgelegt, 
so gibt es immer weitere Funktionen N,,,,---, N,, welche alle Glei- 
chungen (N,,N,) =0 erfüllen. Infolgedessen können die Elemente eines 
beliebigen Involutionssystems: N, =@,,..., N,=a, zu gemeinsamen 
Integral-M,_, zusammengefaßt werden, und daher lassen jene Glei- 
chungen sich immer durch Auflösung auf die Form eines speziellen 
Involutionssystems: 


9» -h=-9 ... Be, Lo+1 ” Po+1r Re, 4,=9 


bringen, wo die Größen 9, ..., Por Zorır ++ % nicht in den Funk- 
tionen f und p vorkommen. Hiermit ist die Theorie eines allgemeinen 
Involutionssystems auf diejenige eines speziellen zurückgeführt. 

In dieser Weise erkennt man, daß jedes g-gliedrige Involutions- 
system 


> ae 
N, =a, ee Na 


zwischen n Variabeln sich auf eine äquivalente Gleichung zwischen 
n—q-+ 1 Variabeln zurückführen läßt.') 

Zugefügt soll nur noch sein, daß die Theorie des Involutions- [15 
systems: N, =@,,..., N,=a, sich direkt darauf begründen läßt, daß 
die Gleichungen 


dN 
(N,N)=0, ..., (N ,N)=0, en.) 


ein vollständiges System bilden (Math. Ann. Bd. VII, S. 289f.)?). Dem- 
zufolge ordnen die Elemente des Involutionssystems sich in M,, deren 


jede q-fach von charakteristischen Streifen je einer Gleichung N, = a, 
erzeugt ist. Diese M_ , die ich charakteristische M_ nenne, besitzen 
ganz dieselben Eigenschaften wie bei einem speziellen Involutions- 
systeme usw. 


1) Vgl. Math. Ann. Bd. VIII, S. 281, Theor. XVI [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 19, 
Nr. 41]. Es ist einleuchtend, daß das zitierte Theorem sich durch die Bemerkung 
supplieren läßt, daß die Gruppe f, 9, -.:, 99 ebensoviele ausgezeichnete Funk- 
tionen wie die Gruppe der F' und ® enthält. 

2) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 22, Nr. 45, Satz 59.] 


220 XV. Allgemeine Theorie partieller Gleich. 1. ©. II. Christ. Forh. 1875 


9. Es wird dem Leser leicht sein, die wesentliche Identität zwischen 
der vorangehenden Abhandlung und meiner ersten Note?) über diesen 
Gegenstand in den Abhandlungen dieser Gesellschaft zu erkennen. Fast 
alle hier aufgestellten Sätze finden sich da, allerdings in knapper Form, 
angegeben. Dabei muß ich doch bemerken, daß Satz 1 zuerst explizite 
von Mayer aufgestellt und bewiesen worden ist. An einem anderen 
Orte gehe ich näher auf die Beziehungen zwischen Mayers und meinen 
Arbeiten ein. | 


1) [Hier Abh. II, $. 5—10.] 


XVl 


Diskussion aller Integrationsmethoden der partiellen [16 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Von SoPpHus Lie. 


(Angemeldet in der Sitzung vom 19. Februar 1875.) 
Christ. Forh., Aar 1875, S. 16—48. Christiania 1876. 


Pfaff zeigte bekanntlich zuerst, daB man eine jede partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung 


F&,, I Piy > P,) =0)) 


vermöge successiver simultaner Systeme gewöhnlicher Differential- 
gleichungen, deren sämtliche Integrale bestimmt werden, integrieren 
kann. Cauchy fand, daß nur das erste Pfaffsche System integriert 
zu werden braucht. Jacobi gelang es, die schöne Lagrangesche 
Theorie der Gleichung 

F(2,2,y,2,q)=0 


auf beliebig viele Variabeln auszudehnen. 

Diese Jacobische Methode braucht eine größere Anzahl Integra- 
tionsoperationen, jedoch vom niedrigeren Grade als die Cauchysche, 
die hinsichtlich der Einfachheit der zu Grunde liegenden Prinzipien alle 
anderen Methoden überragt; außerdem verlangt die Jacobische Me- 
thode, im Gegensatze zu der Cauchyschen, eine große Anzahl Elimi- 
nationsoperationen. Wenn nichtsdestoweniger alle Mathematiker darin 
übereinzustimmen scheinen, die Jacobische Methode als einen wesent- 
lichen Fortschritt zu betrachten, so liegt das daran, daß man einen 


- bestimmten, teilweise allerdings willkürlichen Maßstab festgestellt hat. 


1) Ich brauche die Buchstaben &,, ..., &4, Pr - +, 2„ In derselben Bedeu- 


tung wie &%,, ..., 2 Toy ++, 7, in meiner Abhandlung: Allgemeine Theorie 


: partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 1874. [Hier Abh. XII, S. 149—174.] 


N 
N 


Die p sind daher im allgemeinen Verhältnisgrößen. Eine Funktion von &,, ..., 


\ Xu Pır =, 2„, die hinsichtlich der 9 homogen von s-ter Ordnung ist, nenne ich 
e E kurzweg eine Funktion s-ter Ordnung. 
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Man pflegt nämlich bei der Beurteilung einer Integrationstheorie [17 
von den sogenannten ausführbaren Operationen, das heißt Eliminationen, 
Differentiationen, Quadraturen wegzusehen und nur auf die erforderlichen 
Integrationen Rücksicht zu nehmen. Man betrachtet die Bestimmung 
eines Integrals eines simultanen Systems von m gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen als eine Elementaroperation, die eine Operation 
m heißen mag. Und zwar pflegt man eine Operation m für schwieriger 
als beliebig viele Operationen m — 1 anzusehen. Doch genügt es im 
folgenden, eine Operation 2q für schwieriger als die Operationen 


20 — 1,20 u 3, a 


zu rechnen (und sogar diese Forderung ließe sich wesentlich redu- 
zieren). | 

Schon 1864 zeigte Weiler, daß mehrere Integrationsoperationen, die 
bei der Jacobischen Methode verlangt werden, unnötig sind. Im 
Frühlinge 1872 veröffentlichte Mayer ein merkwürdiges Theorem — 
das sogenannte Mayersche Theorem —, welches ihm erlaubte, eine 
noch größere Reduktion zu erreichen. Gleichzeitig entwickelte ich eine 
neue Methode, die hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der notwen- 
digen Operationen mit der Mayerschen stimmt. Und endlich lehrte 
ich 1873, verschiedene Umstände, die bei der Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung sehr häufig eintreten, 
zur Erniedrigung des zurückstehenden Integrationsgeschäfts zu ver- 
werten. 

Der Übersicht wegen stelle ich die Anzahl und die Ordnungen 
aller Integrationsoperationen, die nach den verschiedenen Methoden ver- 
langt werden, in einigen Schemata zusammen. 


Die Pfaffsche Methode 





2»n—5 2n—5 
2n—6 2n—6 
Sn—-T 2n—-T Zn—I 





IS) 
D 
N . 
mW 0 
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Die Cauchysche Die Jacobische [18 
2n—3 2n — 3 
2n —4 2n—5 2n—5 
2n —5 2n—T 2n—T 2n—1 
i | 
2 | 3 3 Be 
1 et 1 Dec 
Die Weilersche Die Mayersche | Die meinige 
2n —3 2n—3 | 2n —3 
2n—5 2n—5 2n —5 | 2n —Ö5 
2n—T 2n—T 2n—T “ 2n — 1 
3 3 3 | 3 
1 1 1 | 1 


Was die Leistungen meiner Theorie von 1873 betrifft, so muß ich 
den Leser auf meine Abhandlung in den Math. Ann. Bd. en [d. Ausg. 
Ba. IV, Abh. I] verweisen. 


Nun stellt sich naturgemäß die Frage, ob noch weitere Verein- 
‚fachungen möglich sind, oder ob Mayers und meine Theorien das 
Größtmögliche leisten. Diese Frage behandle ich in der nachstehenden 
| nsdkung. 
| Es gelingt mir nachzuweisen, daß noch einfachere Integrations. 
methoden nur unter der Voraussetzung überhaupt denkbar sind, daß 
‚man einen für alle bisherigen Integrationsmethoden gemeinsamen Cha- 
'rakter, der dem Wesen der Sache zu entsprechen scheint, für zufällig 
‚hält. Unter allen überhaupt möglichen Methoden, die diesen Charakter 
besitzen, gibt es keine einfachere als die Mayersche und die meinige. 
Allerdings beruht das Räsonnement, das mich zu diesem Resul- [19 
‚tat geführt hat, nicht allein auf dem früher explizite festgestellten 
Maßstab, sondern auch auf folgendem 


Axiom. Die Integration der allgemeinen Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen zwei Variabeln: 


(wu) -0 


läßt sich nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten. 
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Aus diesem Axiom folgt als Korollar, daß die Integration der all- 
gemeinen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
n Variabeln sich nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten läßt. 


$ 1. Vollständige Systeme. Infinitesimale Transformationen. 


1. Seit Mayers und meinen Arbeiten weiß man, daß die Bestimmung 
der gemeinsamen Lösungen eines (g + 1)-gliedrigen vollständigen 
Systems zwischen den Variabeln &,, ..., &,: 


Ar=0 .., A,Hıf = N 
auf die Integration einer einzigen Gleichung zwischen n — q Variabeln: 
A=0 u) 
zurückgeführt werden kann. Mayer hat außerdem die höchst merk- 
würdige Entdeckung gemacht, und hierin besteht eben das sogenannte 
Mayersche Theorem, daß die Bestimmung einer Lösung der Glei- 
chung Af=0 zur Bestimmung einer Lösung des vollständigen Systems 


genügt. Darum betrachte ich im folgenden diese letzte Operation als 
eine Elementaroperation. 


2. Ich sage, daß die Transformation 


j . 2, =f.(&), DR) a, (k=1,...,n) 
eine Funktion der «: 
IIa,, a %,) 
in sich überführt oder invariant läßt, wenn 
| are 
entweder gleich. [20 


12, ,.2, 
ist oder eine Funktion dieser Größe ist. 
Dementsprechend sage ich, daß ein vollständiges System 
A,f=90, Be 4,f=V0 (2, De %,) 
jene Transformation gestattet, wenn eine jede Lösung Il(&,, ..:, %,) 
in eine solche Funktion von &1,...., &ı: 
If. = Dal, ..., ©) 
übergeht, daß die entsprechende Funktion von %,, ..., & 


P(a,, u, %,) 
selbst eine Lösung ist.!) 


1) Unsere Definition kommt darauf hinaus, daß dasjenige vollständige System 
Bi=-u .. Brfebn 2, 
in welches das vorgelegte bei der Einführung der neuen Variabeln übergeht, sich 
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3. Für uns ist insbesondere der Fall wichtig, daß die betreffende 
Transformation infinitesimal ist und also die Form 


62%, = %,(&, » 36%,)01 (k=1,...,n) 


besitzt, wo die dx die Inkremente der Größen x sind. Sieht man von 
infinitesimalen Größen zweiter Ordnung weg, so geht die Funktion 
Ila,yl.u,:8;)’in 

IT + 837,9. 


über. Soll also IT die Transformation gestatten, so muß IT+ dt vw er 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Größe Ir, 2, selbst eine 


Funktion von IT sein. 
Soll andererseits ein vollständiges System unsere infinitesimale 
Transformation gestatten, so ist nach dem re ea dazu not- 


wendig und hinreichend, daß der Ausdruck DR, I ‚ jedesmal eine Lösung 


ist, wenn ® selbst eine solche ist. 
Bezeichnen wir wie bei einer früheren Gelegenheit (1874, S. 256 
[hier Abh. XIV, 8.189, 191]) die infinitesimale Transformation 62, — r,6t 


mit dem Symbole 
d d 
Bf-n., ee, [21 


so läßt das eben Gesagte sich folgendermaßen aussprechen: 


Satz 1. Eine Funktion II von x, ..., x, gestattet eine infinitesi- 
male Transformation Bf, wenn BIT eine Funktion von IT ist. Ein voll- 
ständiges System gestattet unsere Transformation, wenn der Ausdruck B® 
jedesmal eine Lösung ist, sobald ® selbst eine solche ist.') 


4. Im folgenden haben wir ausschließlich infinitesimale Berüh- 
rungstransformationen zwischen den Variabeln x,, ..., 24, Pıs =: Da 


durch Vertauschung jeder Größe x; mit der entsprechenden x; in ein vollständiges 

System | 
Bf=0;.%..: Biel... 2,) 

verwandelt, welches dieselben Lösungen wie das ursprüngliche besitzt. 

1) In einer früheren Abhandlung (1874, S. 257 [hier Abh. XIV, S. 190, 
Theorem I]) zeigte ich, daß die infinitesimale Transformation Bf das vollstän- 
dige System 

Af=0, ..,„ Lf=0 (1: 8) 
in sich überführt, wenn r Gleichungen der Form 
k=r 
ABA) — BAM) = Ia,Aıf 
k=1 
bestehen. Die Größen a sind Funktionen von &,..., &,: 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 15 
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zu betrachten. Eine solche Transformation besitzt bekanntlich (Math. 
Ann. Bd. VIII, 8.239 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 86, Nr. 16]) die Form 


daH 


Ga, 06 7 er N (k=1,..40) 
wo H irgend eine hinsichtlich 9,, ..., ?, homogene Funktion erster 
Ordnung von &,, ..., 2, ist. In Analogie mit dem Vorangehenden 


bezeichne ich diese Transformation mit dem Symbole 


on 


daHdf dHdf 
2 a 
Im übrigen finde ich es häufig bequemer, kurzweg von der infinitesi- 


malen Berührungstransformation H zu sprechen. 
Dies vorausgesetzt, gelten offenbar die beiden folgenden Sätze: 


Satz 2. Eine Funktion N von %, :.., Aus Pıs =: P, gestattet 
die infinitesimale Transformation (Hf), wenn (HN) sich als Funktion 
von N ausdrücken läßt. 


Satz 3. Ein vollständiges System zwischen x, .. ., Ay Pr» P, [22 
Af=0, 2. Af=O (Br 4 Um Bir Di) 


gestattet die infinitesimale Berührungstransformation (Hf), wenn der 
Ausdruck (H®) jedesmal eine Lösung ist, sobald ® selbst eine solche ist. 


Wie in früheren Abhandlungen lasse ich X und N homogene 
Funktionen nullter Ordnung, P und H homogene Funktionen erster 
Ordnung bezeichnen. | 


$ 2. Infinitesimale Transformationen, die gewisse gegebene Funktionen 
oder Gruppen invariant lassen. 


5. Im folgenden ist es wiederholt notwendig, die allgemeinste in- 
finitesimale Berührungstransformation zu kennen, die eine jede unter 
gewissen Funktionen der x und p invariant läßt, oder welche sämtliche 
Funktionen einer vorgelegten Gruppe in Funktionen derselben Gruppe 
überführt. Wir erledigen jetzt alle Probleme dieser Art, die sich im 
folgenden darbieten. 


Problem I. Bestimme die allgemeinste infinitesimale Be- 
rührungstransformation, welche g gegebene Funktionen 
nullter Ordnung X,, ..., X,, die paarweise in Involution 
liegen, invariant läßt. | 
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| Unser Problem kommt darauf hinaus, die allgemeinste Funktion 
zu finden, welche q Gleichungen der Form 

(HX,)= p,(X,) (k=1,...,9) 
genügt. Führen wir neue, kanonische Variabeln 
une aXh up, 339 10Po 


ein, so nehmen unsere Bedingungsgleichungen die Form 


dH 

ap, u p,(X,) (k=1,...9) 
woraus 
H= p,(X,)P, Fe. M p,(X)P, th H,(X,, A, 2, .. E, 


Eine jede infinitesimale Berührungstransformation dieser Form genügt 
den gestellten Forderungen. 


6. Zur Erledigung des nächsten Problems brauchen wir folgenden 
Satz: 


Satz 4. Führt die infinitesimale Transformation H jede Funktion [23 
der kanonischen Gruppe 


WRITER 


d+1) »* 


a se: 
in eine Funktion derselben Gruppe über, so ist jede der Größen (X, H), .:., 


(X, H) eine Funktion von X,,..., X, 


q 
Denn nach unserer Voraussetzung bestehen Gleichungen der Form 
(HX,) =: F(X,, eig X, 7. on P..) (=1,..,9) 
P,M)=-9(X,.:.-3 XP. „P,) @srthesg) 


q+1 .. 


die nach Einführung der kanonischen Variabeln X,,.., X,, Ps --» P, 
die Form annehmen 


dH 
ap, FılXı, Bl Lo; Payı> .. PR.) {6 >=102..0,.0) 
dH 
PETE DK, = un X Pa , P..) kath...) 


woraus 

a, eu 

aP, ap’ IKT Up 
' Lasse ich hier i eine beliebige der Zahlen 1, ..., g, und k eine be- 
liebige der Zahlen g+1,..., q’ bezeichnen, so verschwinden die 
Differentialquotienten von F, und ®, hinsichtlich P;, also auch die 
Differentialquotienten von 7, hinsichtlich P, und X,, das heißt, F, ist 


ı 
eine Funktion der Größen X,,...., X, allein. 
15* 
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Problem. Vorgelegt sei eine kanonische Gruppe 
De RN AA, » An » Far eu 

Bestimme die allgemeinste infinitesimale Berührungstrans- 

formation, die jede Funktion der Gruppe in eine Funktion 


der Gruppe transformiert und gleichzeitig eine jede der 
Größen X, ..., X, invariant läßt. 


n? 


Die gesuchte Transformation H genügt unkehet q Relationen 
der Form 


Wir führen neue, kanonische Variabeln X,,...., X,, P,..., P, ein. 


(X) =-55 - PX) -1,. 


woraus 
k=gq 
H=SF,X)P, +K(X,.., X, 0 Zu). 
Nach dem vorangehenden Satze befriedigt 4 und also auch K [24 
q’— q Gleichungen der Form 


woraus 


dEK 
(&.%) Berner dP, = (X; ...y X,.) (k=q9-+1, a) 2) 


P 


ar 
RK 20... XP, + Kuss X Pads 6 E05 .5) P,) 
=q 


n? 


und 
k=q k=q' 
H= SF(X)P, +20, er) X,)P, 75 
+K(X,, Et 3 X P, Er1I 2 779 P,); 


und endlich befriedigt 7 und also zugleich X, 2(q9” — g’) Gleichungen 
der Form 


- E53 = 
(K,X,) Eu FTD: (X, N, X 


2%? 


P.+te Us Pr): 


BESTER, Kl Biyani- Da) 
(k=g’+1,..,2”) 
woraus 


ee DD 
HR z\ RD 


gr 192 27 


P,): 


wo H, eine beliebige homogene Funktion erster Ordnung der vorge- 
legten Gruppe und H, eine beliebige homogene Funktion erster Ord- 
nung der Polargruppe bezeichnet. Also: 





5 
i 
4 
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Satz 5.. Die allgemeinste infinitesimale Berührungstransformation, 
welche die Gruppe 


Be DE Free 


q 


in sich überführt und gleichzeitig eine jede der Funktionen X, ...., X, 
invariant läßt, besitzt die Form 


q g' 
2= 9, 37 ZU, 4 X,)P; % 
q 
ce H,(X,, a, Zn Bd Be, P,") ng 
Kr KK A Pr Pi); 


nI 


wo H, und H, beliebige homogene Funktionen erster Ordnung sind, welche 


respektive der Gruppe und der Polargruppe angehören. 


%. Die nachstehenden Entwickelungen dieses Paragraphen [25 
kommen in dieser Abhandlung nicht zur Anwendung. 


Problem. Jetzt suche ich die allgemeinste infinitesimale 
Transformation H, welche die Gruppe 


7 
X, ... KR, Kyn ... X, Klyı ..og Xn Bi, 0“... Pın PN 


in sich überführt und gleichzeitig eine jede der Größen 
X,,..., X, invariant läßt. 


Indem man wie soeben verfährt, findet man 


q q’ 
i H=-Z9,(X)P+ 21,0, ey X )Pı+Kı(X,, . A Fin .., 1.898 


wo K, 29” — 2qg’ +1 Gleichungen der Form 


dK, 
(KR) AK, Zu BP pP 


RE SU 9” +1) 


dK. 
N BE WR, X P 


g’+1? | 2. 
k=g'+1,..,9”7; i=g’+1l,..,9’+1) 


befriedigt. Hieraus folgt, wenn ich i=g”-+ 1 setze und mit j eine 
beliebige der Zahlen g’+1,..., q” bezeichne: 





EM a 
ax, I .yı dp, dX,,,, 


das heißt, es besteht eine Gleichung der Form 
(Przı Kı) = W(X,, eu 2. Paz) 
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wo die rechte wie die linke Seite von erster Ordnung sein muß; also 
wird 
dK, 
Pa) 
g’+1 


2’ +4 


— Bl, L, X, ,) 
und 
OS X.) Zurgı Eonzs .— 
FRA... KR I PR 


94"+29 . q’+1 a) ar 


Berücksichtigt man die übrigen Gleichungen (a), findet man 
B=H(X,,..., An, P+n De Pr +1) “ 
Te ee ae, 

Also 
Satz 6. Die allgemeinste infinitesimale Berührungstransformation 
H, welche die Gruppe 


7? r 
wen un, 


q 


in sich transformiert und dabei eine jede der Größen X,, ..., X, in- 
variant läßt, besitzt die Form 


q q' 
H= 9X) P+ ZH X) P,+O(Xy..,X,)Xypyı Port [26 
BR... NP ve pP po 
EB EN. ee, 


+1 ° 

Hier sind H, und H, beliebige Funktionen erster, Ordnung, welche be- 

züglich der vorgelegten Gruppe und ihrer Polargruppe angehören. 
Endlich findet man ganz in entsprechender Weise folgenden Satz: 


Satz 7. Die allgemeinste infinitesimale Berührungstransformation 
H, welche die Gruppe 


NK 


q+1? .. 


ee ee 


d’+1 


in sich überführt und gleichzeitig jede der Größen X,,..., X, Pyzı 
invariant läßt, besitzt die Form 


q g’ 
Br ZI0,(X)P, + ZI, EI? X,)P; re. Xryı Porz a 
9 
EEE EL RTL. 
NORD 


wo « irgend eine Konstante bezeichnet. 


| 
| 
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$ 3. Hilfssätze. 


8. In diesem Paragraphen beweisen wir eine Reihe Hilfssätze, die 
bei den wichtigen Entwickelungen des nächsten Paragraphen zur An- 
wendung kommen. 


Satz 8. Gestattet ein vollständiges System 
el, en AT iD.) 
alle infinitesimalen Berührungstransformationen der Form 
HR». Au I: Ze): 
und ist dabei eine gewöhnliche (das heißt nicht ausgezeichnete) Funktion 


nullter Ordnung der Gruppe X, Xu Pır +, Pa, etwa X,, eine 
Lösung, so sind alle Funktionen nullter Ordnung der Gruppe Lösungen. 


Denn unser vollständiges System gestattet alle infinitesimalen 
Transformationen der beiden Formen 


RP _ (k=1,..„0ji=3,..,P) 
also sind (Satz 1) die Ausdrücke 
p° 
(X,P,, X,) und (>; >: [27 


das heißt die Funktionen X,, P,: P, Lösungen; folglich ist die allge- 
meinste Funktion nullter Ordnung der Gruppe, die sich ja als Funk- 


tion von 
P P 
2. PB, a p, 


ausdrücken läßt, eine Lösung. 


Satz 9. Gestattet ein vollständiges System zwischen x, ..., p, alle 
infinitesimalen Transformationen der Form H(X,, .., Xu Pu» P3), 
und ist dabei eine gewöhnliche (das heißt nicht ausgezeichnete) Funktion erster 
Ordnung der Gruppe X, ..., Xu Pur, Pa, etwa P,, eine Lösung, so 
sind alle Funktionen der Gruppe Lösungen. 


Denn unser vollständiges System gestattet alle infinitesimalen 
Transformationen der beiden Formen 


AD: und. Audsdhr (k=1,..n Bil, ..., 0) 
also sind die Ausdrücke 
(X, P,, P) und, (X,X%,P,, %); 


das heißt die Funktionen P, und X,P, Lösungen, folglich auch alle 
Funktionen X, und P, der Gruppe; was zu beweisen war. 
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9. Satz 10. Besitzt ein vollständiges System eine Lösung der Form 
up(v), wo p eine arbiträre Funktion bezeichnet, so sind u und v selbst 
Lösungen. 


Denn zwei Lösungen der Form ug,(v) und ugp,(v) geben durch 
Division eine Lösung der Form &(v). 


Satz 11. Besitzt ein vollständiges System, das alle infinitesimalen 
Transformationen der Form p(X,)P,; @=1...n) gestattet, eine Lösung 
der Form F(X,, ::-, X,), so sind alle in F enthaltenen X Lösungen. 

Denn nach Satz 1 ist die Größe (p(X,)P,, F), das heißt 

dF 
ax, p(X,) 1 


eine Lösung; also ist nach dem vorangehenden Satze X, eine Lösung. 
In derselben Weise erkennt man, daß alle Größen X,,..., X, Lö- 
sungen sind. 


Satz 12. Besitzt ein vollständiges System, das alle infinitesimalen 
Transformationen der Form p(X,)P, t=1,...n) gestattet, eine Lösung der 
Form F(X,, ..., X P,+1) 30 ist eine jede der Größen X,, ... X„P,4ı 
eine Lösung. 


Man erkennt ganz wie soeben, daß X,, ...., X, Lösungen sind. 
Da es nun Lösungen der Form F(X,,..., X,, P,;1) gibt, so muß auch 
P,,, eine Lösung sein. 


g+ 
Satz 13. Gestattet das vollständige System 
Af= 0, FI, Ar 0 (2, So) P,) 
alle infinitesimalen Transformationen der Form 
p(X,)P, @=1,..,n), 

so bestimmen die Gleichungen 
(b) | Affe), >. A,f=0, . 
(PN=-9, RP,N=9 An AN=09 KP,N=V 


ft 


immer ein vollständiges System, welches alle infinitesimalen Trans- 


formationen der Form p(X,,)P,,; @=4u-.n-2 zugibt. 


g9+i g+i 


Denn nach unserer Voraussetzung bestehen Gleichungen der Form 
(Af, Af)= Zadf, 
(Af, (Pf) = zBAr, (Afı XP, A) ZrAf, 
(PAPA) 0, (X; P;, N), (X,P,, f)) = 0 
(PAM&P,f)-=0 oder = (Pf). 
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Sind daher etwa © der Gleichungen (b) algebraische Konsequenzen 
der übrigen, so bestimmen diese Gleichungen ein (r + 29 — ®)-gliedriges 
vollständiges System, und wegen der Relationen 


(A,f, (p(X,)P;, f)) = Z0Af 
(Pf), GP NM) -9% (XP, NP N), 


izg, k>gq 
ist, gestattet dieses System alle infinitesimalen Transformationen der 
Form p(X,,)P,.;,, wie behauptet wurde. 
Doch ist zu bemerken, daß unser vollständiges System, wenn q 
hinlänglich groß ist, 2n-gliedrig wird und also keine Lösungen besitzt. 


wo 


Satz 14. Gestattet das vollständige System [29 
af, Afa0 a e.D,) 
alle infinitesimalen Transformationen der Form 
p(X,)P; (dal nd 
so bestimmen die Gleichungen 
Are 4,f=0, (Pıf)=d, (XP, f)=d, 
en=0 ... @.Nn-0 &,R De 
immer ein vollständiges System, das alle Transformationen der Form 
p(X,,) Pyrr =” und außerdem die Transformation X,P, zugibt. 


Man beweist diesen Satz ganz wie den vorangehenden. 


10. Wir betrachten jetzt die 2» + 1 Gleichungssysteme 
Af=-0I,..3:. 4,f- 0, 
Af=9, a, A,f=), (P,f)=d, 
Af=9, .-. ’ . (X, P,, f)=d, 
el ar : | (Pf)= 9; 


I ET REITER un X,P,Nn=®, 


die wir für einen Augenblick mit den Symbolen $8,, S,, . . -, 82, be- 
_ zeichen. Wir setzen voraus, daß S, alle infinitesimalen Transformationen 


p(X,)P, gestattet und dabei r Lösungen der Form!) F(X,, .., X,) 








1) In den nachstehenden Entwickelungen dieses Paragraphen können wir 
überall nach einigen unbedeutenden Änderungen des Textes statt X,, ..., X4 die 
Größen X,,..., X,_,, Py setzen. 


234 XVI Diskussion aller Integrationsmethoden part. Gl. 1.0. Christ. Forh. 1875 


besitzt, was nach [Satz 11] darauf hinauskommt, daß z der Größen 
Ay... Ay, etwa X,,...., X,, Lösungen sind. 

Bezeichnen wir nun die Anzahl solcher Lösungen von $,, welche 
die Form F(X,, ..., X,) besitzen, mit r,, und die Anzahl der übrigen 
Lösungen mit o,, so gelten folgende Sätze: 


Satz 15. Die Zahl x, ist entweder gleich x,_, oder gleich x,_, — 1. 


Seien X,, X,,...., X, die r Lösungen des Systems S, von der 
Form F(X,, ..., X,); ist dann keine der Zahlen a, ...., g gleich 1, 
so befriedigen jene r Größen zugleich (P,f)=0 und sind also sämt- 
lich Lösungen von S,; ist dagegen etwa a gleich 1, so befriedigen [30 
jedenfalls X,, ..., X, das System'S,. Also ist z, entweder gleich r, 
oder gleich 7, — 1. — In beiden Fällen sind sämtliche Funktionen X, 
die S, genügen, zugleich Lösungen von (X,P,, f)=0, also auch von 
82. Folglich ist 7, immer gleich r,. — Seien jetzt X,, X,,..., X, 
die z, Lösungen von $,, die die Form F(X,,..., X,) besitzen. Ist 
keine der Zahlen a’, ..., 9’ gleich 2, so befriedigen jene r, Größen 
zugleich (P,f)=0 und sind daher Lösungen von $8,. Ist dagegen 
etwa a’ gleich 2, so befriedigen jedenfalls X,,...., X, das System $,. 
Also ist 7, entweder gleich r, oder gleich 1, — 1. — In dieser Weise 
läßt sich successiv einsehen, daß unser Satz für alle Systeme $, 
richtig ist. 


Satz 16. Die Zahl o, ist entweder gleich o,_, oder gleich o,_, — 1. 


Sind die beiden Systeme $, und $,_, äquivalent, in dem Sinne, 
daß sie dieselben Lösungen besitzen: 


u a 
und also auch dieselben Lösungen der Form F(X,,...., X,) 
y=U%_1 
so ist oe, gleich o,_,. Hat dagegen $, eine Lösung weniger als S,_;: 
u a 


so ist, da nach dem vorangehenden Satze r, gleich r,_, oder z, ,—1 
ist, o, gleich g,_, oder 0, , —1. 

Satz 17. Ist die Zahl o, größer als Null, so gibt es jedenfalls eine 
Zahl g,, die gleich 1 ist. 


Denn in der abnehmenden Zahlenreihe 9,, @,; - - -, 03, ist die erste 
Zahl größer als Null, die letzte gleich Null, da die Gleichungen 


BN=0%, (ZP,N=0, ... (BN=0, (XP,N-0 
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keine gemeinsame Lösung haben und [da] die Differenz zweier succes- 


‚siver Zahlen höchstens gleich 1 [ist]. 


Satz 18. Gestattet ein vollständiges System mit den Lösungen 
X, Xy II, wo II keine Funktion von X,, ..., X, ist, die infini- 
tesimale Transformation p(X,)P,, wo p eine arbiträre Funktion von 
X, und r größer als q ist, so sind zwei Fälle denkbar: Entweder ist II 
gleich X, oder auch verschwinden, wenn man II als Funktion der [31 
kanonischen Variabeln X,,..„ X Pa. P, auffaßt, die beiden Differential- 
quotienten von II hinsichtlich X, und P,. 


Nach unserer Voraussetzung besteht nämlich, welche auch die 
Funktion ist, eine Gleichung der Form 


(p(X)P,, II) Fr W(X,, .. 2.08 II) 


oder entwickelt 


all v dl 
re -F,.7B6” W(X,, on, X,, II). 
2 ’ : i 3 F dl dı . 
Sind nun die beiden Differentialquotienten „—, 7p oder der eine 


derselben von Null verschieden, so kann man immer drei solche Funk- 
tionen p wählen, daß man die Größen 

dl dII 

ax, Trap, 
zwischen den drei hervorgehenden Gleichungen eliminieren kann. Hier- 
durch findet man eine Relation zwischen X,,...., X, X, und II, die 
wegen der Unabhängigkeit der Größe X, von X,,...., X, notwendiger- 
weise II enthält und daher diese Größe als Funktion von X,,..., 
X,, X, bestimmt: 

Heli, 2..x) 


Da nun X,,...., X, selbst Lösungen sind, so ist auch X, eine Lösung. 


$ 4. Vollständige Systeme, die zu vorgelegten Funktionen oder Gruppen 
in invarianter Beziehung stehen. 
11. Ich sage, daß ein vollständiges System zwischen 
Uuyeeen Bm Pır + > Pa’ 
Ale 0, ae 0 (2, zen 2,) 
zu gewissen vorgelegten Funktionen in invarianter Bezie- 
hung steht, wenn es jede infinitesimale Berührungstrans- 


formation gestattet, welche die betreffenden Funktionen in- 
variant läßt. 
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Dementsprechend sage ich, daß ein vollständiges System zu 
einer gegebenen Gruppe in invarianter Beziehung steht, wenn 
es jede infinitesimale Berührungstransformation gestattet, 
welche die Gruppe in sich überführt. 

In diesem Paragraphen untersuchen wir alle vollständigen [32 


Systeme, die zu einer vorgelegten Gruppe und gewissen Funktionen 
derselben in invarianter Beziehung stehen. 


Satz 19. Ist ein vollständiges System zwischen &,, ..., p, invariant 
mit q Funktionen nullter Ordnung X,, :.., X,, die paarweise in Invo- 
lution liegen, verbunden, so sind alle Funktionen nullter Ordnung der 
Polargruppe von X,, -.-,; X, Lösungen, wenn nicht zufälligerweise einige 
der Größen X,, ».:, X, allein ein System Lösungen bilden. 


Führen wir neue, kanonische Variabeln X,,..., X 


n) P,, a9 7 
ein, so ist [nach Nr. 5] 


n 


9 
H=-Z29.(X)P,+ 4X, PER 


die allgemeinste infinitesimale Transformation, die eine jede der Größen 
X, ..., X, invariant läßt. Die gesuchten vollständigen Systeme 
müssen daher eine jede Transformation dieser Form gestatten. 

Sind nun alle Lösungen Funktionen von X,, ..., X,, so (Satz 11) 
bilden einige dieser Größen ein System Lösungen. 

Gibt es dagegen Lösungen, die keine Funktionen von X,,..., X, 
sind, so fügen wir nach den Entwickelungen des vorangehenden Para- 
graphen [vgl. besonders Satz 17] zu den Gleichungen des vollständigen 


Systems 
Af=D:. 2a ae (MD) 
successiv so viele der Gleichungen 
BN=-% RP ND=d en, end 
hinzu, daß wir ein Gleichungssystem entweder der Form 
AI, AP NTNeV... Bl 
oder der Form 
Af=U .., Af=-0 (BD... KB, DR 


erhalten, welches eine und nur eine Lösung /Z besitzt, die keine Funk- 
tion von X,, ..., X, ist. Das hierdurch gefundene vollständige System 
gestattet alle infinitesimalen Transformationen der Form 


9%, Bus G=1,..,n-h). 
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Also muß nach dem vorangehenden Satze entweder II gleich einer der 
Größen X,,,, ---, X, sein, und dann sind [Satz 8] alle Funktionen 
nullter Dimension der Polargruppe von X,, ..., X, Lösungen der [33 
A,f=0; oder auch, es verschwinden sämtliche Differentialquotienten von 
II hinsichtlich der Größen X, ,,, --+ Xu, Prv::» Pu, wo s die 


größere der beiden Zahlen % und g bezeichnet; das heißt, /7 besitzt 


die Form 
Base, A, PR); 


wo es allerdings denkbar ist, daß die Größen P,, ..., P, nur formell 
in IT eingehen. Ist dies der Fall, so daß II eine Funktion von 
X, :-., X, ist, so muß s größer als q sein, und zugleich ist wegen 
[Satz] 11 eine jede der Größen X,,...., X,, insbesondere X, eine 
Lösung. Dann aber müssen [Satz 8] alle Funktionen nullter Ordnung 
der Polargruppe von X,, ..., X, die A,f=0 befriedigen. Kommt da- 


gegen eine der Größen P,, ..., P,, etwa P, in 


s) 


IX, .., X, Pur 2) 


vor, so ist, da das vollständige System der A,f=0 die infinitesimale 


Transformation 
X,p(X,)P, 


gestattet, die Größe (II, X,p(X,)P,), das heißt 
all 7 
ap. PAR, 


eine Lösung, folglich auch X,. Nach dem Satze 8 sind dann alle 
Funktionen nullter Ordnung der Polargruppe von X,, ..., X, Lösungen. 


Es ist klar, daß alle infinitesimalen Transformationen der vor- 
hin angegebenen Form H wirklich die Funktionen nullter Ordnung der 
Polargruppe in ebensolche überführen. 


12. Die nachstehenden Entwickelungen dieses Paragraphen brauche 
ich erst im letzten Paragraphen; darum mag der Leser sie zu- 
nächst überspringen. 

Satz 20. Steht ein vollständiges System 

Af=0, ... 4,f=0 ER 
in invarianter Beziehung zu der Gruppe 
ENDET CD TOR RE DD CR Ey 


und zu den Funktionen X,, -.., X,, so sind alle Funktionen nullter [34 
Ordnung der Gruppe oder alle derartigen Funktionen der Polargruppe 
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Lösungen, wenn nicht entweder alle ausgezeichneten Funktionen X,,..., Xy, 
X, +, X, oder auch einige der Größen X,, ..., X, ein System 
Lösungen bilden. 

Führen wir neue, kanonische Variabeln X,,...., X 


ein, so ist (Satz 5) 
q q’ 
I =9,%) P; +3, N 


a : 
| ar H(X,, ee X, Pr+1 eg P.)+ 
EL; RR, Seh, ig hp 


0’+72=2 
die allgemeinste infinitesimale Transformation, welche die vorgelegte 
Gruppe in sich überführt und die Größen X,, ..., X, invariant läßt. 
Sind nun alle Lösungen Funktionen von X,,..., X,, so bilden 
(Satz 11) einige dieser Größen ein System Lösungen. 
Sind dagegen alle Lösungen Funktionen von X,, ...., X 
so nehme ich eine, in deren analytischem Ausdrucke 


IR, 5 Ay Kur + Aare Ky) 
jedenfalls eine der Größen X, 33 


An g„ etwa X, vorkommt, und 
führe auf sie die infinitesimale Transformation 2(X,, ..., X,) P, aus. 
Die hierdurch erhaltene Funktion 

all 

an ee) 
befriedigt die A,f=0. Also (Satz 10) sind alle Größen X,, ..., X,, 
X,41 ++, X, Lösungen. 
Gibt es endlich Lösungen, die sich nicht als Funktionen von 
X,, ..., X, ausdrücken lassen, so fügen wir zu den A,f = 0 successiv 


so viele der Gleichungen 
(Pf)=0, (XP, =D, u (P,f)=d, A, f)= 


hinzu, daß wir ein Gleichungssystem entweder der Form 


t 


Alf 2... Ad BMI rg 
oder der Form 
Af=9, ..„ Af=0, PAf)=-9, ... (XP, f)=0 


erhalten, welches eine und nur eine Lösung IT besitzt, die keine Funk- 
tion von X,, ..., X,, ist [Satz 17]. Das hierdurch gefundene voll- [35 
ständige System gestattet bekanntlich alle infinitesimalen Transforma- 
tionen der Form 


n? P;; DEI, P, 


q’+1) 


(X) Pur (=1,..,n—k) 
und also (Satz 18) sind nur die beiden folgenden Fälle möglich: 
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Entweder ist IT gleich einer der Größen X, + Xyn -- X 
das heißt eine Funktion nullter Ordnung, die der Gruppe oder der 
Polargruppe angehört; alsdann befriedigen (Satz 8) alle übrigen Funk- 
tionen nullter Ordnung der betreffenden Gruppe die Af=0. 

Oder auch, es verschwinden alle Differentialquotienten von IT hin- 
sichtlich der Größen 

PR PORER SED CR: OD) LE 


wo s die größere der Zahlen g’° und % bezeichnet. Enthält nun der 
analytische Ausdruck der Größe II, die in diesem Falle die Form 


2 DT. U EN ITLE IR 


besitzt, einige der Größen P, etwa P,, so wählen wir unter den in- 
finitesimalen Transformationen eine, welche die Form X,p(X,)P, be- 
sitzt, wo X,, eine gewöhnliche Funktion nullter Ordnung der Gruppe 
oder der Polargruppe bezeichnet. Alsdann befriedigt 


IF —p(X,)P, 


und folglich auch X,, die 4,f=0. Also sind alle Funktionen nullter 
Ordnung der betreffenden Gruppe Lösungen. Ist dagegen II eine 
_ Funktion von X,,...., X, allein, so muß nach unserer Voraussetzung, 


daß IT sich nicht als Funktion von X,, ..., X,, ..., X, ausdrücken 


| läßt, s größer als q’ sein. Alsdann [Satz 11] befriedigt eine jede der 


_ Größen X,,..., X, also auch X, die A,f=0. Da nun X, eine ge- 
‘ wöhnliche Funktion nullter Ordnung der Gruppe oder der Polargruppe 
ist, so (Satz 8) sind die übrigen Funktionen nullter Ordnung der be- 
_ treffenden Gruppe Lösungen. 


Es ist leicht zu verifizieren, daß die vollständigen Systeme, welche 


_ die Funktionen nullter Ordnung der Gruppe oder diejenigen der Polar- 


_ gruppe oder endlich die ausgezeichneten Funktionen X,,...., X 


we 


7° 


_ definieren, alle infinitesimalen Transformationen der Form (a) gestatten. 


13. Satz 21. Steht ein vollständiges System [36 
Af=I, ... Af=0 (ar... P,) 


- in invarianter Beziehung zu der Gruppe 


BE RN u, 2 Bosch 


N und einer jeden der a ERIE Bee. € so sind alle Funktionen nullter 





Ordnung der Gruppe oder der Peine Lösungen, wenn nicht ent- 
weder die ausgezeichneten Funktionen nullter Ordnung X;,..., Kunz Ay 


x 
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oder auch sämtliche ausgezeichnete Funktionen X, .: -, X Kyyır ++ Ayr 
P,.;ı oder endlich einige der Größen X,, -.., X, allein ein System 


Lösungen bilden. 


Führen wir wie gewöhnlich neue, kanonische Variabeln X,, 
X, Pı,---, P, ein, so ist [Satz 6] 


...y 


q q 
H= IX) P, + 21,0%, 2 


+, IRRE AR RD Pe) 
Tr H,(X,, et X,, Xnr2 u An Pr+u an I) 


die allgemeinste infinitesimale Transformation, welche die vorgelegte 
Gruppe in sich überführt und gleichzeitig eine jede der Größen X,,..., X, 
invariant läßt. 

Besitzen nun alle Lösungen die Form F(X,,..., X,), so bilden 
einige der Größen X,, ..., X, ein System Lösungen [Satz 11]. 

Sind alle Lösungen Funktionen von X,,..., X, X A, une 


+17 
zwar nicht allein von X,,...., X,, so nehmen wir eine Lösung 
ER a De a 


I RE 0 7 


g? 


welche eine beliebige der Größen X, 1, .--, X,, etwa X,, enthält. In- 


dem wir auf sie eine infinitesimale Transformation der Form 


RR, I Il, KB, 


g+17 ° 


anwenden, erkennen wir, daß eine jede der Größen X, .., X, .:, X, 
eine Lösung ist. 


Sind alle Lösungen Funktionen von X,, .-., X, -- 


7 Zr Porzi 


und zwar nicht allein von X, ..., X,, +, X,, so führen wir auf 
eine Lösung, welche eine der Größen X, 1, +, X,, etwa X, enthält: 


FRIST PRER IND) 
eine infinitesimale Transformation der allgemeinen Form 
N  O 
aus und erkennen so, daß eine jede der Größen X,, -.., X, ..., X, 
eine Lösung ist. Nun gibt es nach unserer Voraussetzung Lösungen [37 
der Form 
Ba og 


g? 


die P,.,, wirklich enthalten; also ist auch P,,,, eine Lösung. 
_ Gibt es endlich Lösungen, die sich nicht als Funktionen von 
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X: X Pyjı ausdrücken lassen, so fügen wir zu den A,f=0 
successiv so viele der Gleichungen 


Pf)=9, (X, P,, N=%; er (P,f)=°, (X, Pu = 
hinzu, daß wir ein Gleichungssystem der Form 
Af=0, .. Af=0, (Af)=®d, ... (Pf)=0 
oder der Form 
Af=0, ..., Af=0, (PAN=?, a (X,P,, f) 0 


erhalten, welches eine und nur eine Lösung IT besitzt, die keine Funk- 
tion von X, ..., X, Pyyı ist, Das gefundene Gleichungssystem 
gestattet alle infinitesimalen Transformationen der Form 


P(Ky)Prrv Kr Z gq’+1. 


Daher sind nur zwei Fälle denkbar. Entweder ist /] gleich einer 
der Größen X, 1,» X Xyraas:-, X,, und dann schließt man, 
wie gewöhnlich, daß die Funktionen nullter Ordnung der vorgelegten 
Gruppe oder ihrer Polargruppe Lösungen sind. Oder auch, es ver- 


schwinden die Differentialquotienten von II hinsichtlich der Größen 
BURDA Bossa. 2, 


q n? q’? n 
wo s die größere der beiden Zahlen q’ und % ist. II besitzt dann die 
Form 

DE ED 


q’+1? 


P,; ee 2 Pr.) 


Kommt hier eine der Größen P,, ...., P, etwa P, wirklich vor, so 


$s 
führen wir auf II die infinitesimale Transformation 


2.9(X,)Pn 


_ aus und erkennen dadurch, daß X, die entweder der Gruppe oder 
_ der Polargruppe angehört, eine Lösung ist. Hieraus folgt wie ge- 
_ wöhnlich, daß die Funktionen nullter Ordnung der betreffenden Gruppe 
‘ Lösungen sind. — Besitzt dagegen IT die Form 


DR Be 


‚so muß nach unserer Voraussetzung, daß II keine Funktion von X,,..., [38 
X, Pyyı ist, s größer als q’ sein. Da nun eine jede der Größen 
X, Xy,.Pyrrı die A,f=0 befriedigen muß, so finden wir hier 
_ wieder Funktionen nullter Ordnung der Gruppe oder der Polargruppe, 
welche die A,f= 0 befriedigen, womit alles fertig ist. 

| In entsprechender Weise untersucht man alle vollständigen Systeme, 
die zu der Gruppe 

RE ER eK Pay sel Dos Pooza 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 16 
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und einer jeden der Größen X,,..., X,, P,,;ı in invarianter Bezie- 
hung stehen. Darauf gehe ich indes hier nicht näher ein. 


14. Hier mögen nur noch zwei Sätze, die ich bei einer anderen 
Gelegenheit beweise, ihren Platz finden: 


Satz 22. Befriedigen alle Funktionen nullter Ordnung einer homo- 
genen Gruppe ein vollständiges System 


Af=d, IR 4,f=0 (2; az, P,), 
das noch weitere Lösungen besitzt, so ist es immer möglich, ein vollstän- 
diges System der Form 
Af=0, | A,f=0, (Pıf)=d, (X, P,, N=0, ... (P,, f)= 
oder der Form 


Af=)9, wet, A,f=9, FN-d;, ER DD, (X, P;, N)-0 


aufzustellen, welches nur eine Lösung besitzt, die keine Funktion nullter 
Ordnung der Gruppe ist. 


Dieser Satz bleibt noch richtig, wenn man überall die Worte: 
„aullter Ordnung“ streicht. 


Satz 23. Befriedigen alle Funktionen nullter Ordnung einer homo- 
genen Gruppe ein vollständiges System, das zu der Gruppe und einigen 
ausgezeichneten Funktionen derselben in invarianter Beziehung steht, so 
sind, wenn es noch weitere Lösungen gibt, nur zwei Fälle möglich: Ent- 
weder sind alle Funktionen nullter Ordnung der Polargruppe Lösungen, 
oder auch, es gibt keine weiteren Lösungen als die Funktionen der vorge- 
legten Gruppe. 


$5. Die Jacobi-Mayersche Integrationsmethode. [39 


15. In diesem Paragraphen erledige ich, nachdem ich einige weitere 
Hilfssätze bewiesen habe, folgendes Problem: 


Problem. Finde die einfachste Integrationsmethode des 
Involutionssystems 


X,=4, ER, a? an Dadı 


bei der man successiv [je] eine Lösung einer Reihe vollstän- 
diger Systeme 


A,f=), er A,f=0 (2, u P,) 
bestimmt, deren jedes in invarianter Beziehung zu Kr 4 
und den schon gefundenen Lösungen der vorangehenden Sy- 
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steme steht, — und im übrigen nur ausführbare Operationen 
anwendet. 


Satz 24. Vorgelegt sei ein Involutionssystem 
A ai X, =a, Bes ul en Dar, Dia Du) 


und q’ Funktimen X,y1, +, Ay4y, die sowohl paarweise, wie mit 
X, ..., X, in Involution liegen. Ist q+q’ gleich n, so läßt das Inte- 
grationsgeschäft sich vermöge ausführbarer Operationen absolvieren; ist 
dagegen g+q’ kleiner als n, so sind noch gewisse Integrationsopera- 


tionen notwendig. 


In der Tat, ist g-+q gleich », so braucht man nur die Verhält- 
nisgrößen p,, ..., 9, zwischen 


Z, =, ..,;, K,=a, 


zu eliminieren, um eine vollständige Lösung des vorgelegten Involutions- 
systems zu erhalten. 

Ist dagegen g + q’ kleiner als n, so erkennt man folgendermaßen, 
daß noch gewisse Integrationsoperationen notwendig sind: Sei 


EEE 


n-q-y+1 Pır RT, se, 


die allgemeine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
n—q—qg’+1 Variabeln. Ihre Integration läßt sich immer auf die- 
jenige des g-gliedrigen Involutionssystems 


BU, 2, 0 Flonet,, ...., 2, „—Üond. (@,-..,2,) 


zwischen » Variabeln zurückführen, und dabei kennt man g’ Funk- 
tionen 2,_y41 +: -» %„, die sowohl paarweise wie mit den Funktionen [40 
des Involutionssystems in Involution liegen. Könnte man nun ein solches 
Problem vermöge ausführbarer Operationen absolvieren, so hätte man 
eo ipso eine allgemeine Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen n—q—g’ +1 Variabeln. Dies 


steht aber, wenn » größer als g-+9g’ ist, im Widerspruche mit dem 
in der Einleitung aufgestellten Axiom. 


16. Satz 25. Bei der gesuchten einfachsten Integrationsmethode des 
Involutionssystems X, =q,..., X,=a, muß die erste Integrations- 


operation in der Bestimmung einer Lösung des vollständigen Systems 


dN 
(RU NTEDV; .., (X,N)= 6, SP 9 
bestehen. 


Das erste vollständige System soll zu X,, ..., X, in invarianter 


Beziehung stehen. Nun gibt es zwei Kategorien derartiger Systeme. 
16* 
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Ein System der ersten Kategorie hat keine anderen Lösungen als einige 
der Größen X,, ..., X, und kommt daher gar nicht in Betracht, inso- 
fern seine Integration eine ausführbare Operation ist. Ein System der 
zweiten Kategorie wird von den 2» — gq— 1 Funktionen nullter Ord- 
nung der Polargruppe von X,, ..., X, befriedigt. Hätte das gesuchte 
vollständige System noch weitere Lösungen als jene 2» —q—1, so 
wäre die Bestimmung einer von X,,..., X, unabhängigen Lösung 
eine Operation von höherer Ordnung als 22» — 29 — 1. Wir kennen 
aber eine Integrationsmethode des Involutionssystems 


X=4, .., =, 
die nur die Operationen 
2n—2q—1, 2n —294—3, ..., 3,1 


verlangt. Also darf das erste vollständige System keine weiteren Lösungen 
als die Funktionen nullter Ordnung der Polargruppe von X,, ..., X, 
besitzen. 


Satz 26. Soll das Involutionssystem X, = a, ..., X,=q, im ein- 
fachster Weise integriert werden, nachdem man q’ — q Funktionen 
X,41 +: A, gefunden hat, die sowohl paarweise wie mit X,, ..., X, 
in Involution liegen, so muß der nächste Schritt in der Bestimmung einer 
Lösung des vollständigen Systems 

2 daN 
&N)-=0, .., (X,N)=0, ZPrap; =0 [41 
bestehen. 


Das nächste vollständige System soll nämlich zu jeder der Größen 
X. X, X, in invarianter Beziehung stehen. Nun gibt es 
zwei Kategorien derartiger Systeme. Ein System der ersten Kategorie 
hat keine anderen Lösungen als einige der Größen X,,..., X, ..., X, 
und kann daher nicht in Betracht kommen, insofern seine Integration 
eine ausführbare Operation ist. Ein System der zweiten Kategorie wird 
immer von den Funktionen nullter Ordnung, die in der Polargruppe 
von X,, ..., X, enthalten sind, befriedigt. Hätte nun das gesuchte 
vollständige System mehr Lösungen als die besprochenen 2n — q’ —1, 
unter denen nur g’ bekannt sind, nämlich X,, ..., X,, so wäre die 
Bestimmung einer Lösung desselben eine Operation von höherer Ord- 
nung als 2" — 29’ — 1. Das darf indes nicht sein; denn wir kennen 
eine Integrationsmethode des vorgelegten Problems, welche nur die 


Operationen 
2n—2d —1,2n—2d—3,...,3,1 
verlangt. 





’ 
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17. Jetzt sind wir dazu im Stande, unser Problem zu erledigen. 
Denn die gesuchte einfachste Integrationsmethode des Involutions- 
systems X, —=@, ..., X,=a, fängt mit dem vollständigen Systeme 

, dN 

(XN)=0, ..3.(%,N)=0, SP —0 
an. Ist eine Lösung desselben X,,, gefunden, was vermöge einer Ope- 
ration 2» — 2q — 1 geschieht, so stellt man das vollständige System 

- dN 

(XN)=0, .., (K,nuN)=0, BF yr, =0 
auf und bestimmt eine Lösung desselben X,,, vermöge einer Operation 
2n—2q— 3; sodann bestimmt man eine Lösung X,,, des vollstän- 


digen Systems 
; dN 
ZN-0,.., (K,aN-0, Ir) [42 
usw. In dieser Weise muß man fortfahren, bis man zuletzt eine Lö- 


sung X, des Systems 
dN 
N-I,.. KaN-=0, 297) 


gefunden hat. Die einfachste Integrationsmethode stimmt also hin- 
sichtlich der notwendigen Integrationsoperationen vollständig mit der 
Jacobi-Mayerschen überein. 


Theorem 1. Stellt man als Axiom fest, daß die Integration der 
allgemeinen Differentialgleichung 


re, Y, 22) = (0 


sich nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten läßt, — nimmt 
man ferner bei der Beurteilung einer Integrationsmethode nur auf die 
notwendigen Integrationsoperationen Hücksicht und rechnet dabei eine 
Operation 2p für schwieriger als den Inbegriff der Operationen 2p —1, 
2p—B3,..., 3,1, — so ist die Jacobi-Mayersche Methode die ein- 


 fachste Integrationsmethode eines Involutionssystems 


X%,=4, a, x =a, (%; N, Da); 
bei welcher man successiv [je] eine Lösung einer Reihe vollständiger 
Systeme 

LEIND, .., Are 0, 22, Du) 


bestimmt, deren jedes zu X,, ..., X, und den schon gefundenen Lösun- 
gen der vorangehenden Systeme in invarianter Beziehung steht, und im 
übrigen nur ausführbare Operationen anwendet. 
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$ 6. Meine Integrationsmethode. 


18. Die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen sind in- 
sofern unbefriedigend, als es Integrationsmethoden gibt, welche die [43 
verlangten Eigenschaften entbehren; allerdings sind diese Methoden 
nach dem festgestellten Maßstabe ebenso schwierig wie die Jacobi- 
Mayersche. 

Es scheint indes unmöglich, alle überhaupt denkbaren Behandlungs- 
weisen eines Involutionssystems zu diskutieren. Es scheint notwendig, 
gewisse Eigenschaften a priori festzustellen, oder gewisse Axiome zu 
admittieren. 

Die bisherigen Integrationsmethoden eines Involutionssystems haben 
kaum eine gemeinsame Eigenschaft. Dagegen stimmen alle Behand- 
lungsweisen einer vorgelegten Gleichung darin überein, daß sie alle 
mit der Bestimmung einer Lösung des Systems 


dN 
(FN=0, Sp 0 


anfangen. Diese Bemerkung rechtfertigt gewissermaßen folgenden 
Forderungssatz. Die einfachste Integrationsmethode einer Gleichung 
F(z,, -- ., 2,) > Const. | 
muß mit der Bestimmung einer Lösung eines vollständigen Systems 
Af=I, :, Afe0 da. 2) 
anfangen, das zu F in invarianter Beziehung steht. 


Indem ich diesen: Satz als bewiesen voraussetze, zeige ich, daß es 
keine Integrationsmethode gibt, die sich mit einfacheren Integrations- 
operationen als die Jacobi-Mayersche und die meinige begnügt. 
Hiermit ist das Problem, ob noch einfachere Methoden überhaupt 
existieren, wenn nicht erledigt, jedenfalls auf die Frage zurückgeführt, 
ob es möglich- ist, die Integration der Gleichung F= Const. durch 
eine Integrationsoperation, die den besprochenen Charakter nicht be- 
sitzt, zu fördern. 


19. Mein Raisonnement beruht auf einigen allgemeinen Sätzen, die 
ich zunächst zusammenstelle. 


Satz 27. Stehen zwei Kategorien Integrationsprobleme in solcher 
geyenseitigen Beziehung, daß man, wenn ein Problem der einen Kategorie 
vorgelegt ist, immer vermöge ausführbarer Operationen ein Problem [44 
der andern Kategorie aufstellen kann, dessen Erledigung diejenige des 
ursprünglichen nach sich zieht, so ist das Minimum der erforderlichen 
Integrationsoperationen für beide Kategorien dasselbe. 
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In der Tat, kann das allgemeine Problem der einen Kategorie ver- 
möge der Operationen «, ß, ..., # absolviert werden, so kann ein jedes 
Problem der zweiten Kategorie, das sich ja auf ein Problem der ersten 
Kategorie reduzieren läßt, vermöge identisch derselben Operationen ge- 
löst werden. 


Satz 28. Die Integration eines q-gliedrigen Involutionssystems 


X=4, .., X, (Zi, ++, 24) 


q 


mit q’ — q bekannten Funktionen X, 41, ---, Ay, die sowohl paarweise 
wie mit X,, ..., X, in Imvolution liegen, läßt sich auf diejenige einer 
einzigen partiellen Differentialgleichung zwischen n — q’ + 1 Variabeln 
zurückführen. 


Satz 29. Bezeichnet f= a irgend eine partielle Differentialglei- 
chung erster Ordnung zwischen n — q’ + 1 Variabeln &, ..-, Zn_y+ı 
so ist es immer möglich, ein q-gliedriges Involutionssystem X, = 4, .:-, 
X,=a, zwischen n Variabeln aufzustellen, dessen Integration diejenige 
von f=a nach sich zieht, und zugleich g’ —q Funktionen X, 41»: Ay 
anzugeben, welche alle Gleichungen (X, X,) = 0 t=h...g;k=gth..,g) @r- 
füllen. 


Denn die Integration des Involutionssystems 


f=a, %,_r: = Const, ..., Zug = Const. (d .- 2.) ° 


zieht diejenige von f=a« nach sich, und die Funktionen 


In—g'+9+1) 2.07 I, 


stehen in der verlangten Beziehung zu dem Involutionssystem. 
Satz 30. Die einfachste Integrationsmethode des Involutionssystems 
=, 2, =u, SLR 


mit  —q bekannten Funktimen X, 11: X, die sowohl paarweise 


wie mit X, -.., X, in Imvolution liegen, braucht genau so viele und 
so hohe Integrationsoperationen wie die einfachste Integrationsmethode der 
allgemeinen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen [45 


n— g +1 Variabeln. 
Dieser Satz ist eine Konsequenz der drei vorangehenden; von 
unserem Forderungssatz ist er völlig unabhängig. 
20. Um jetzt das Involutionssystem 
ed. Aumdeck,.:,D,) 
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in einfachster Weise zu integrieren, stelle ich die äquivalente Gleichung 
zwischen n— g + 1 Variabeln auf 


1 
ER ne Re ge Dr.) — Ü(onst. 


und integriere sie in einfachster Weise. Hierzu soll man nach unse- 


rem Forderungssatze zuerst eine Lösung eines mit X1 invariant ver- 
knüpften vollständigen Systems 


A,f= 0, I, A,f= 0 (&, ZUR, 200 


suchen. Es gibt aber (Satz 19) nur ein solches System, nämlich 
daX 
(X, X) ze 0, SP = (% y Inzortı Pr ++ P;_;33): 


Also bestimmt man eine Lösung X, desselben. Sodann stelle ich die 
mit dem Involutionssystem 


X! — Const, X, — Const. 
äquivalente Gleichung zwischen n — q Variabeln 
| X = Const. 


auf und behandle sie in entsprechender Weise. Indem man in dieser 
Weise fortfährt, wird man, wie man sieht, eben auf meine Methode 


geführt. 


Theorem 2. Stellt man als Axiom fest, daß die Integration der 
allgemeinen Gleichung 


sich nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten läßt; admittiert 
man ferner den Forderungssatz, daß die einfachste Integrationsmethode 
der allgemeinen Gleichung 


Flag 22. Ep Pr +, 2.) > Corist. 


mit der Bestimmung einer Lösung eines mit F invariant verknüpften [46 
vollständigen Systems 


AU. A) (Li ++, Du) 


anfangen muß, so gibt es keine Behandlungsweise eines Involutions- 
systems, die sich mit einfacheren Integrationsoperationen als die Jacobi- 
Mayersche und die meinige begnügt. 
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8 7. Beste Verwertung der zufälligen Umstände, 


21. Integriert man ein Involutionssystem nach der Jacobi-Mayer- 
schen oder meiner Methode, so wird es bekanntlich sehr häufig ein- 
treffen, daß man gleichzeitig mehrere Lösungen der betreffenden voll- 
ständigen Systeme findet, und es stellt sich nun naturgemäß die Frage, 
wie man das Eintreten eines solchen Umstandes am vorteilhaftesten 
zur Vereinfachung des zurückstehenden Integrationsgeschäfts verwerten 
soll. Diese Frage läßt sich folgendermaßen formulieren: 


Problem. Sei 
2m, ...., A. .d 


ein vorgelegtes Involutionssystem, X,,,, -.-, X, bekannte 
Funktionen, die sowohl paarweise wie mit X,,...., X, in In- 
volution liegen, und endlich f,...., f, bekannte homogene 
Funktionen, die den Relationen 


KN-0, ..., (NO 


genügen. Wie verfährt man am einfachsten bei der Integra- 
tion des Involutionssystems? 


Wir können voraussetzen, daß die Größen X und f eine Gruppe 
bilden; dies läßt sich nämlich immer durch Wiederholung der Ope- 
rationen (f,f,) erreichen. Wir bemerken ferner beiläufig, daß unser 
Problem sich auf den Fall» =g— 1 reduzieren ließe. Da indes hieraus 
kein bedeutender Vorteil resultieren würde, so behandeln wir es so- 
gleich in voller Allgemeinheit. 

Es ist notwendig, eine Beschränkung hinsichtlich der anzuwenden- 
den Methoden zu machen. Wir stellen demnach fest, daß die weiteren Inte- 
grationsoperationen in der successiven Bestimmung [je] einer Lösung [47 
von vollständigen Systemen bestehen sollen, die zu der Gruppe X, ..., X, 
fir, f, den Funktionen X,,...., X, und den schon gefundenen 
Lösungen der vorangehenden Systeme in invarianter Beziehung stehen. 

Es fragt sich jetzt, ob die Gruppe X,, ...., X, fi, -- -, f, ausge- 
. zeichnete Funktionen besitzt, und wenn dies ist, ob dann alle diese 
Funktionen von nullter Ordnung sind oder nicht. 


22. Der Einfachheit wegen beschränke ich mich hier auf den Fall, 
daß sämtliche ausgezeichnete Funktionen von nullter Ordnung sind. Den 
zweiten denkbaren Fall, der übrigens gar nicht größere Schwierigkeiten 
bietet, erledige ich bei einer anderen Gelegenheit. 
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Sei demnach 


r - 
N .. 68) 0 X ee) X, Ar, .. .7 X, P 


+1? .. 


Be 


+17 q 
die kanonische Form unserer Gruppe. 

Es handelt sich darum, ein vollständiges System zu finden, das 
zunächst zu dieser Gruppe und den Funktionen X,, ..., X, in in- 
varianter Beziehung steht. In Paragraph 4 bestimmten wir alle derartigen 
Systeme. Offenbar können wir kein System brauchen, welches keine 
weiteren Lösungen als einige der Größen X,,..., X, besitzt. Aber jedes 
andere System wird von allen ausgezeichneten Funktionen X,,..., X,, 
..., X, befriedigt. In dieser Weise erkennen wir, daß der erste Schritt, 
wenn q’>g, die Bestimmung einer weiteren ausgezeichneten Funktion 
X,;ı sein muß. — Ist dagegen q =q, so bemerken wir, daß wir voll- 
ständige Systeme, die keine weiteren Lösungen als die Funktionen nullter 
Ordnung oder überhaupt alle Funktionen unserer Gruppe besitzen, nicht 
brauchen können, insofern die Integration dieser beiden Systeme aus- 
führbare Operationen sind. Zurück stehen also nur vollständige Systeme, 
die von allen Funktionen nullter Ordnung der Polargruppe befriedigt 
werden. Das einfachste unter allen diesen Systemen ist dasjenige, wel- 
ches keine weiteren Lösungen als jene Funktionen besitzt. 

In dieser Weise erkennt man, daß die von mir in [den] Mathema- 


tischen Annalen [Band VIII, d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 25] entwickelte 
Methode die einfachste ist. 


23. Besitzt die Gruppe der X und f die kanonische Form [18 
DE. D- EC en RR: 


q+17 y’+1? Qgrr19 0,02 q’+1? 


so läßt es sich in entsprechender Weise einsehen, daß die folgende 
Methode die einfachste ist: 
Man bestimmt suecessiv die ausgezeichneten Funktionen nullter 


Ordnung X,,1, ---, X,; bestimmt sodann eine Lösung X,,,s des 
Systems | 
EEE er (Pr X)=0, 


dX 
2er 


fügt darnach die Gleichung (X,,,,X)=0 hinzu und bestimmt eine 
Lösung X,,; des neuen Systems usw. In dieser Weise fährt man 
fort, bis man eine Funktion X, , gefunden hat. Alsdann handelt es 
sich darum, das Involutionssystem 


X, =Const, ..., X,=Const, Xu, = Const, ..., X,_, = Const. 
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mit den bekannten Funktionen 
x a BER ee 


g:17,%* g’) ugt17,.° * ar gr 


zu integrieren. Eine weitere Funktion X,,,, gibt die Jacobische 
Multiplikatortheorie. Hiermit ist das Integrationsgeschäft erledigt. 


XVla. 


Selbstanzeige von XVI. 
F.d.M. Bd. VII, Jahrg. 1875, 8. 234. Berlin 1877. 


Bei allen bisherigen Integrationsmethoden der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung stellt man successiv gewisse vollständige 
Systeme auf und sucht entweder alle oder auch nur eine einzige Lösung 
eines jeden Hilfssystems. Das erste Hilfssystem enthält bei allen bis- 
herigen Methoden nur die Größen z,, ..., &,, Pi, - - -, P, als Variabele. 
Dabei steht es zu der vorgelegten Gleichung in einer durch Berührungs- 
transformation invarianten Beziehung. 

Indem nun der Verfasser die Hypothese macht, daß dieser Um- 
stand nicht zufällig ist, sondern dem Wesen der ei entspricht, ge- 
lingt es ihm, nachzuweisen, daß keine Methode sich mit einfacheren 
Integrationsoperationen begnügen kann als die beiden Methoden, die 
Mayer und der Verfasser gleichzeitig und unabhängig von einander 
im Jahre 1872 veröffentlicht haben. L. 


Vgl. auch die Selbstanzeige der Abhandlung III in Band IV dieser Ausgabe. 


XVII. 


Note.!) [194 


Vervollständigung 
der Theorie der Berührungstransformationen. 


Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Bd. I, Heft 2, S. 194—202. 
Kristiania 1876. 

Ich benutze die Gelegenheit zur Erledigung einer Lacune in der 
Theorie der Berührungstransformationen, die sich zugleich in der all- 
gemeinen Theorie des Pfaffschen Problems wie auch in der Theorie 
der vollständigen Lösungen fühlbar gemacht hat. 

1. In allen diesen Theorien handelt es sich bekanntlich darum, eine 
Gleichung der Form 


(1) pda, +... +2,d2,=pdai +... +n,dı, 


in allgemeinster Weise zu befriedigen, dabei vorausgesetzt, daß ©, ..., 
2.215 ---, 2, als Funktionen von den: HröBen '#,'.2., 2.5, 2ER BU 
die selbst unabhängige Variabeln sind, aufgefaßt werden. 

In früheren Arbeiten habe ich gezeigt, daß die x/, p; die folgen- 
den Relationen erfüllen 


2)=-(@p)=- ep), Bu), 
daß ferner Größen x/, p,;, die diese Gleichungen befriedigen, die Be- 
dingungsgleichung (1) erfüllen. ai 
Schon längst kannte man eine andere allgemeine Methode zur Auf- 


findung von Größen x/, p!, welche die Gleichung (1) befriedigen. Man 
nehme in der Tat q beliebige Relationen zwischen den x und «': 


(2) Fi oe, U 
und setze sodann 
(3) pr = os, Fr ‚m = — Zuger (kei). 





1) [Unter dieser Bezeichnung ist die Arbeit zuerst erschienen als Anhang zu: 
„Theorie der Transformationsgruppen (Abhandlung II)“, Archiv for Math. Bd. I, 
8. 152—193. D. Ausg. Bd. V, Abh. III] 
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Ist es möglich, aus diesen 2» + q Gleichungen, nach Elimination [195 
der A, die Größen #/ und »; als Funktionen von den #, und », zu be- 
stimmen, so befriedigen die gefundenen Werte die Gleichung (1). 
Durch Differentiation von (2) kommt nämlich unter allen Umständen 


re da + 24, de, = 0 


und durch Benutzung von (3) 
2,9,d2, — Z,p,4x, = 0, 
welche Gleichung also immer aus (2) und (3) folgt. 


2. Es ist nun aber einleuchtend, daß es unter Umständen unmöglich 
sein kann, aus den Gleichungen (2) und (3) die Größen x,, p, als 
Funktionen von den x, p zu bestimmen, weil diese letzten Größen 
durch gewisse Relationen 


nes 0 (=1,..,M) 


verbunden sind. 

Dieser Ausnahmefall, der früher kaum berücksichtigt worden ist, 
soll in dieser Note ed diskutiert werden. Es soll nachgewiesen 
werden, daß die Gleichungen (2) und (3) auch in diesem Falle eine Be- 
rührungsbeziehung bestimmen; allerdings nicht zwischen allen Wert- 
systemen z',p’ und, p, en nur zwischen denjenigen Wertsystemen, 
die zwei m-gliedrigen Involutionssystemen respektive in den Variabeln 
&, p und in den Variabeln x’, p’ angehören. 

Wir beweisen zunächst, daß sich aus den Gleichungen (2) und (3) 
immer gleichviele. Relationen zwischen den Größen x, p und zwischen 
den Größen x’, p’ herleiten lassen. 

Um diesen merkwürdigen Satz zu beweisen, ist es zweckmäßig, mit 
Klein die Clebscheschen Konnexkoordinaten 


Xp oeey Un Pır «+3 Da 


anzuwenden. Hier fassen wir sowohl die x, wie die p, als Verhältnis- 
größen auf, und außerdem setzen wir voraus, daß die x, und p, durch 
die Bedingungsgleichung 

(4) | pP +... +29, = 0 


verbunden sind. 


3. Wir beschränken uns zunächst auf den Fall einer Gleil [196 
chung 
BIETET 0, 
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die wir sowohl hinsichtlich der x, wie der x; homogen von s-ter Ord- 
nung annehmen können, so daß 
daR ‚AR 
0) 2,9 ge, = sQ, 2%, de; = sQ 
ist. 
Um nun zu entscheiden, ob es möglich ist, aus den Gleichungen 


d2 
(6) ee a 
eine oder mehrere Relationen. zwischen den x und p herzuleiten, be- 
merken wir, daß wegen (4) und (5) 
daR AR 
IR, (p. m = = 20,9, 2%, 7 Re 2 

ist, und daß also die erste von den Gleichungen (6) eine Konsequenz 
der übrigen ist. Unsere Frage ist also auf die einfachere zurück- 
geführt, ob sich zwischen den Gleichungen 

ei AR d2 
(1) me .. De Ya) 
die Größen x, eliminieren lassen. Um diese Frage zu entscheiden, 
muß man die Determinante 

d’Q d’Q a) 
dada]ı dadaz  " da,d«, 





D-( 


aufstellen. Verschwindet D und zugleich alle Unterdeterminanten von 
1-ter, 2-ter, ..., (m — 1)-ter Ordnung, während es Unterdeterminanten 
von m-ter Ordnung gibt, die von Null verschieden sind, so geben 
die Gleichungen (6) m und auch nicht mehr Relationen zwischen 
. den 2, 2. 

Wünscht man andererseits zu wissen, wie viele Relationen zwischen 
den x’, p’ sich aus den Gleichungen 


2=0, m 2 


ko da 


f 
x 


(k=1,..00) 


herleiten lassen, so wird man durch ein ganz analoges Raisonne- [197 
ment zur Aufstellung der Determinante 

ee ei ae) 
da/lde, dad, """ da,da, 


D’—-( 
geführt. Nun aber ist offenbar D’ identisch dieselbe Determinante wie 
D, nur mit dem Unterschiede, daß die Reihen und Kolonnen vertauscht 
sind. Also erkennen wir, daß auch die Größen «/, p, durch m und 
auch nicht durch mehr Relationen verbunden sind. Also: 
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Satz 1. Ist es möglich, zwischen den Gleichungen 


ED... FEB“ 20,2, 0.0, 


) en un OR (k=1 ) 

Be da,’ pP; = de; en 
die Größen %;, ..., Ku» Piy : - :, Pn Zu eliminieren, und findet man hier- 
durch m Relationen zwischen den x, p, so geben jene Gleichungen auch 
m Relationen zwischen den Größen x’, p'. 


4, Seien jetzt vorgelegt q Relationen 





(8) 2,(&, .. Lo 2, ... z.) Ft 0 (=1,...,9) 
und laß uns setzen 
AR, AR,_ı dR, | 
(9) U re A, dx, ee + A,_ı EP + de, (k=1,..,n) 
4 An, 9-1 2 
(10) Die Ay v7 ...-+ A,_1 Be de; (k=1,..,n) 


Wir können annehmen, daß alle Funktionen & sowohl hinsichtlich der 
x; wie der x, homogen von s-ter Ordnung sind. 

Wir fragen nun, ob es möglich ist, zwischen (8) und (9) die 
Größen A und x, zu eliminieren und hierdurch Relationen zwischen 
den x, p herzuleiten. Um diese Frage zu beantworten, setzen wir der 
Kürze wegen: 


ah. ,0 20. 


und bemerken, daß aus den Gleichungen 


m An. Klsr.5n) 

folgt 
Ir,P; 2, -=-—sW=-0 [198 

oder 


A+-. ++. 
In dem Gleichungssysteme (8), (9) kann daher eine beliebige der 


Gleichungen (8), etwa Q,= 0, weggelassen werden, da sie eine Kon- 
sequenz von den g— 1 übrigen Gleichungen (8) zusammen mit den 
Gleichungen (9) ist. 

Unsere Frage ist somit auf die einfachere zurückgeführt, ob sich 
zwischen den Gleichungen 


2-0... 800, 


(11) AR, AR,_ı , 88, 
pP, = E Een en 2, a, er (k=1, ...,.n) 
j . 
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die Größen A und x’ eliminieren lassen. Diese Frage hängt von der 
Determinante 














| d& d2 d2 

| ee a her > 

| dx, daR Bir y. 0 

| . ” . ” 

| d8,_ı 42,-ı d9,-ı r s 

da, de 2.008 Fi | 

AWO BW.. . Man Aanı 
deu ana, amarndaeı 0 
dw @W WW an  Fd-ı 
dx,den dx.dea "" dndn dan — din 





die wir mit D bezeichnen, ab. Verschwindet D wie auch alle Unter- 
determinanten bis (m — 1)-ter Ordnung inklusive, während es jeden- 
falls eine nicht verschwindende Unterdeterminante von m-ter Ordnung 
gibt, so geben die Gleichungen (11) m Relationen und auch nicht 
mehr Relationen zwischen den Größen x und p. 

Um die Anzahl der Relationen zwischen x’, p’, die sich aus (8) 
und (10) herleiten lassen, zu bestimmen, muß man ganz analoge Be- 
trachtungen anstellen. Man bildet eine Determinante D’ und untersucht, 
ob sie und ihre Unterdeterminanten verschwinden. Nun aber ist D’ 
identisch dieselbe Determinante wie D, nur mit dem formalen Unter- [199 
schiede, daß die Reihen und [die] Kolonnen vertauscht sind. Folglich 
geben auch die Gleichungen (8) und (10) m Relationen und auch nicht 
mehr zwischen x’ und p’. Dies gibt 


Satz 2. Ist es möglich, zwischen den Gleichungen 
a) 

i ’ d2; > n 
p, = 20; da,’ 2,” ur (k=1,..4%) 

die Größen 1, ..., Un Pıy -: +, Das O13 + +, Q, 2u eliminieren, und fin- 

det man hierdurch m Relationen zwischen den Größen &,, P,, 50 be- 

stimmen jene Gleichungen genau dieselbe Anzahl Relationen zwischen den 

Größen %,, P;- 

5. Laß uns voraussetzen, daß die Gleichungen (8), (9) und (10), 
die nach dem Vorangehenden immer (1) befriedigen, m Relationen zwi- 
schen. 2, ...., 9.: 


(12) Wa; a) P,) FE 0 (=1,...,m) 
und also auch m Relationen zwischen &/, ..., P.: 


(15) Dix, ».,9)=d G=1,...,m) 
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bestimmen. Faßt man nun die Größen x,/ als Parameter auf, so be- 
stimmen die Gleichungen (8) und (9) nach den Entwickelungen, die ich 
in meiner allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung (Math. Ann. Bd. IX)!) gegeben habe, Integral-M,_, von den 
Gleichungen (12), die eo ipso die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Inte- 
gral-M,_, besitzen. Daher kann (12) durch Auflösung auf die Form 
eines Involutionssystems gebracht werden, und wir können uns der 
Einfachheit wegen auf den Fall beschränken, daß dieses Involutions- 
system die Form 


(14) ml, + Im im 


besitzt, wo die Funktionen von 9,41, :: +» Pay is ++, %, Sind. In 
ganz entsprechender Weise erkennt man, daß auch die Gleichungen (13) 
auf die Form eines Involutionssystems, etwa 


(15) meh, --, Din 
gebracht werden können. 
Substituieren wir in : [200 


pda +... +2,da, = pda +... + Pd 
statt Di, >, Dans Pis ++, 2, die Werte dieser Größen: A,, ..., A 


m) 


h\, ---, A), so kommt 
(16) In, da, +. In.dr, - - 31; de) + Inidr,. 
m+ =m+l1 


Nun aber ist es möglich, sowohl die linke wie die rechte Seite dieser 
Gleichung auf eine (n— m)-gliedrige Form zu bringen. Man kann 
ja nämlich, da (14) ein Involutionssystem ist, solche Größen ®,, ..., 
® ET 3 finden, daß 


(17) Z,h,da, + 2,9,.d, =D ®,dF, 
i=1 


n—m) 


wird, und da (15) ein Involutionssystem ist, so kann man solche Größen 
MD. R.. ünden,. daß 


i=en—-m 


(18) Z,h,da, + Z,p,da, = > D,dF, 

wird. Hierdurch kommt R 

19) DSdfıt...+8,-ndAF_m= DMdFi+...+ Da-mdFr-m- 
Läßt man hier ®,, F‘ ein bestimmtes Größensystem, das (17) befriedigt, 


1) [D. Ausg. Bd. 1 Abh.H, $1 und $ 8.] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 17 
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bezeichnen, so kann man immer unter den Größensystemen ®/, F/, 
welche (18) befriedigen, ein solches wählen, daß [vermöge (8), (9), (10)] 


(20) ®, = Ö,, F= PR (i=1,...,n—m) 


° 


wird. Wegen (17) bestehen die Gleichungen 

9, d)-0, (m, F)=0, 

EE)=EP)- (2,90)=0, DIL 

und wegen (18) ist ebenso 

Mh, d)=09, (Bi, Fi)=0 

(F, F,) u ea) ka (®, ®,) Zu | 
Die gefundenen analytischen Formeln zeigen, können wir sagen, 

daß die charakteristischen M, der beiden Involutionssysteme wie 


durch eine gewöhnliche Berührungstransformation auf ein- 
ander bezogen sind. 
6. Es ist nun leicht nachzuweisen, daß zwischen den Elementen [201 


zweier einander entsprechenden charakteristischen M,, gar keine durch die 
Gleichungen (8), (9) und (10) bestimmte Beziehung stattfindet. Da 


nämlich &,, ..., 2,_, unabhängige Funktionen von %,, ..., %,, %, 
.., &, sind, so lassen die Gleichungen 
_,,8 dRy-ı | AR : 
(9) Beh ro: PER Fer (k=1,...n) 
I RL ee = 
(10) Bu, == re + ae + Ai a + de, (k=1,...,n) 
sich hinsichtlich A,, ..., A,_, auflösen: 
(21) uf, es Pr> 2; ...y 2) @=1,..,9-2. 
Folglich lassen sich aus den Gleichungen (8), (9) und (10) nicht mehr 
als 2» Relationen zwischen &,, ..., 2» &» ---, 2, herleiten. Nun 
kennen wir aber 2n solche Relationen, die offenbar unabhängig sind: 
Dice h,, p, = h; (k=1e son), 
Det d,= ®/ G=l,..,n_Mm), 


und folglich geben die Gleichungen (8), (9) und (10) keine weiteren 
Relationen zwischen den Größen x, p und x’, p”. 


7. Wenn die Gleichungssysteme (12) und (13) sich nicht auf die 
Form spezieller Involutionssysteme, sondern auf die Form allgemeiner 
Involutionssysteme: 

a 7 CARE &,) &=1,..,9 
ai h(a,41 rn Uny Pıs = +43 Por Potmı * 2.) an 
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bringen lassen, findet man durch ein ganz analoges Raisonnement ent- 
sprechende Resultate, und wir können daher den folgenden Satz aus- 
sprechen: 


Theorem. Aus den Gleichungen 


R 24 . 
Dee at @=1,...9) 


n) 
d2; ’ a2, 
P,= Zuh; p ddr 


i ide,’ k 





ist es immer möglich, 2n und nie mehr Relationen zwischen den Größen 
Kyy see, Das &r > Dn herzuleiten. Können diese 2n Gleichungen hin- [202 
sichtlich &, ..., P, und demzufolge auch hinsichtlich X, :.., 2. aufgelöst 
werden, so bestimmen sie eine gewöhnliche Berührungstransformation. 
Lassen sich dagegen aus ihnen m Relationen zwischen &,, ..-, 2 herleiten, 
so sind auch die Größen &, -.-, 2, durch m Relationen verbunden. 
Diese beiden m-gliedrigen Gleichungssysteme besitzen, aufgefaßt als parti- 
elle Differentialgleichungen, die größtmögliche Anzahl gemeinsamer Lösungen 
und können daher auf die Form zweier Involutionssysteme gebracht werden. 
Ich bezeichne dieselben mit 

u, h,=0 Gi.um), 

u —h,=0 en, 
wobei U,» -, U, m unter den Größen x, ...,P, und h,,..., h, Funk- 
tionen von &yy ».-, P„ bezeichnen, während ebenso W,, ..., U, m unter 
den Größen x, ..., p, und h\, ..., h,, Funktionen von x, ..-, P, be- 
zeichnen. Die übrig bleibenden 2(n — m) Relationen zwischen &, ..., Da 
21, ..., Pu können die Form erhalten: 

F,=F,, od, = ® @=1,..,n—m), 
wo F, und ©, Funktionen von &,, ..-, P, Sind, welche die Gleichungen 
w„—h, F)=09, Wh, d)-0, 

(F;F, Er (F,®,) u (®,9,) =), (8,F‘) mi 
erfüllen, wo ferner F/ und ©, Funktionen von &, ..:, 2, sind, welche 
die entsprechenden Relationen erfüllen. 
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XVIIL 
Resume einer neuen Integrationstheorie. [335 


Von Sopnuus LIE. 


Arch. for Math. Bd. I, Heft 3, S. 335—340, ersch. September; Heft 4, S. 341—366, 
ersch. Dezember. Kristiania 1876. 


Bei der Integration partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung stellt man bekanntlich successiv gewisse vollständige Systeme 
auf und sucht jedesmal eine Lösung. 

Setzt man nun voraus, daß man auch wirklich jedesmal nur eine 
Lösung findet, so kann keine Methode, wie ich in der Abhandlung: 
„Diskussion aller Integrationsmethoden usw.“!) gezeigt habe, sich mit 
einfacheren Integrationsoperationen begnügen als die beiden Methoden, 
die Mayer und ich gleichzeitig 1372 entwickelt haben. Allerdings be- 
ruht mein Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung auf zwei 
Forderungssätzen, die jedoch äußerst plausibel scheinen. Hiermit ist 
jedenfalls die Frage, ob noch einfachere Methoden entdeckt werden 
können, in zwei einfachere Fragen zerlegt, nämlich ob jene Axiome 
richtig sind. 

Setzt man dagegen voraus, daß man bei der Behandlung von den 
anfangs besprochenen vollständigen Systemen nicht nur eine, sondern 
gleichzeitig mehrere Lösungen eines solchen Systems gefunden hat, so 
stellt sich das Problem, diesen Umstand möglichst viel zur Verein- 
fachung des zurückstehenden Integrationsgeschäfts zu verwerten. Dieses 
Problem wurde von mir 1873 gestellt und in mehreren Abhandlungen?) 
(vgl. insbesondere: Begründung einer Invariantentheorie der Be- [336 
rührungstransformationen)?) eingehend behandelt. Ich entwickelte eine 
rationelle Theorie, welche lehrte, die noch zurückstehenden Integrations- 
operationen ganz bedeutend zu vereinfachen. Ich äußerte dabei die 
Vermutung, daß ein größerer Vorteil sich aus dem besprochenen Um- 


1) [Hier Abh. XVI, S. 221—251.] 
2) [Hier Abh. VII und VIII, $. 32—63, 64—95.] 
3) [Math. Ann. Bd. VIII; d. Ausg. Bd. IV, Abh. 1] 
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stande nicht ziehen ließe. In meiner „Diskussion“ deutete ich sogar 
im Schlußparagraphen an, wie man die Richtigkeit dieser Vermutung 
würde beweisen können. Als ich aber diesen Beweis durchführen 
wollte, bemerkte ich, daß hierzu noch erforderlich war, das folgende 
Problem zu erledigen: 


In welchen Fällen ist es möglich, nachdem eine gewisse 
Anzahl Lösungen des vollständigen Systems 


(FD)=0,..., (,D)=0, 


wo (F,F)=0 @r=1,...0, zwischen den unabhängigen Varia- 
beln &,,..., 2, Pı> ---, 2, gefunden sind, die übrigen durch 
ausführbare Operationen aufzustellen. 


Gab es keine weiteren Fälle als die früher gekannten, so ließ 
sich die Richtigkeit meiner Vermutung nachweisen. Existierten da- 
gegen noch weitere Fälle, so war meine Vermutung unrichtig. 

Es hat sich ergeben, daß man zu den bekannten Fällen, in 
denen man eine gewisse Anzahl fehlender Lösungen durch 
ausführbare Operationen aufstellen kann, noch eine ganze 
Reihe weiterer Fälle hinzufügen kann. Es besteht nämlich der 
folgende Satz: 


Satz. Kennt man unter den Lösungen des vollständigen Systems 


(1) AM=d, .. AN=9, 
wo (hf) = 0 Gr=1..,9, eine so große Anzahl: fyy1 ---, fü, daß eine 
Bedingungsgleichung der Form 

pda +... +2,48, = Faft--:-+F,df,„ + 4U 


stattfindet, so befriedigen F',1, . - -, F, das System (1), dessen sämt- [337 
liche Lösungen Funktionen von fi, +, far Fran +, Fu Sind. Die 
Größe U befriedigt die Gleichungen 


2, 0 ST, N 


Faßt man die Größen &%, ..., 2» Pıy ---, P, als Funktionen von 2n 
neuen . unabhängigen Variabeln auf, nämlich von fi, -- -, f, Zusammen 
mit 2n — w weiteren Größen: U, .-, Ug,_., 50 sind die Größen F, und 
U durch die folgenden Formeln bestimmt: 


> dp, dx, _ da, dpz 
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Hiermit ist die Integration des vorgelegten Involutionssystems f, = «,, 
f, = «, vermöge einer Quadratur geleistet. 


... 


Dieser merkwürdige Satz läßt sich auch folgendermaßen aus- 
sprechen: 


Kennt man unter den Lösungen des Systems 
MN 4 AN=d 
wo (f;f,) = 0, eine so große Anzahl f, 1, »--, f„, daß die Gleichungen 
h Const, 2.57. Const. 


den Ausdruck pda, +...+p,dx, in ein vollständiges Differential dU 
umwandeln, so verlangt die Integration des vorgelegten Involutionssystems, 
nachdem man U durch eine Quadratur bestimmt hat, nur gewisse Diffe- 
rentiationen. 


Dieser Satz umfaßt als Grenzfälle einerseits die Jacobische 
Theorie des letzten Multiplikators, angewandt auf partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung, andererseits den folgenden Jacobischen Satz: 

Bestimmen die Gleichungen FR, =@,, ..., F,=a, die Größen 
Ps: 2. derart als Funktionen von &,, ..., %,, daß der Ausdruck 
Zp,dx, integrabel wird, so verlangt die Integration einer jeden Glei- [338 
chung F,= a, nur ausführbare Operationen. 


In gewissen Fällen gibt mein 'Theorem Lösungen, die man ohne 
Quadratur durch Anwendung des Poisson-Jacobischen Theorems er- 
halten könnte. Doch ist das letztgenannte 'Theorem keineswegs als 
Spezialfall in meinem Satze enthalten. 

Aber außerdem gibt mein Theorem die fehlenden Lösungen in 
einer Reihe von Fällen, die man früher nicht zu behandelu wußte. 
Hervorzuheben ist übrigens auch, daß die beiden obengenannten 
Jacobischen Theorien, die in meinem Theoreme als Spezialfälle ent- 
halten sind, eben durch dasselbe eine größere Einfachheit erhalten, wie 
wir später näher nachweisen. 

Ich liefere zwei wesentlich verschiedene Beweise meines Satzes, 
indem ich ihn successiv als Verallgemeinerung einer jeden der beiden 
besprochenen Jacobischen Theorien auffasse. Im vierten Paragraphen 
entwickele ich darnach eine weitere Integrationstheorie, die sich sowohl 
auf das Mayersche Theorem wie auch insbesondere auf meine eigenen 
früheren Untersuchungen stützt und die Tragweite meines 'Theorems 
ganz bedeutend erweitert. 

Endlich beweise ich im fünften Paragraphen, daß die dargestellten 
Theorien den größtmöglichen Vorteil aus mehreren bekannten Lösungen 
zu ziehen erlauben. 
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$ 1. Ein Fundamentaltheorem. 


1. Zunächst beweise ich zwei Hilfssätze und erhalte sodann durch 
ihre Vereinigung das angekündigte Theorem. 


Satz 1. Sind fi, ---, f bekannte Funktionen von &, -.., Km 
Dis +3 Pu, die eine Relation der Form 


(2) Zpda= Pdf +... +F,af, + dU 


erfüllen, so lassen sich U durch eine Quadratur und darnach die F', [339 
durch eine Anzahl Differentiationen bestimmen. 


Beweis. Ich drücke &,, -.., 2 Pu» > 2„ als Funktionen von 


fir -.., f, und 2n — o passend gewählten Größen u, ..., Un. AUS! 
2%, = Klhıs mol Unn_u) 
9 = Pılfı, .. 1/0) U; ... wi, (k=1,...,n) 


und führe sodann die f und « als unabhängige Variabeln anstatt der 
Größen x, p in (2) ein. Dies gibt 
dX; du 


daX d 
2 au + ZB Me ER Da ut 2 er df,, 


welche Gleichung sich in die beiden Systeme 


au dX 

(8) Fre ir or 
du dX 

4 DE (=1,...0) 

(4) ; af, Kur af, 


zerlegt. Das erste System gibt durch Integration 
dX 
(5) u- |z2P, 7, ur ale 4 fa) 


wo ®& eine arbiträre Funktion der f bezeichnet, und wenn man diesen 
Wert in (4) einsetzt, findet man die F‘, ohne weitere Quadratur. 

Man erhält übrigens einen eleganteren Ausdruck für F,, indem 
man zwischen (3) und (4) die Größe U eliminiert und darnach den 
hervorgehenden Ausdruck 

aF, (ar 4 _ 5) 
m au, af, af, du, 


integriert, wodurch kommt 


r,- (22, (aan af; au) z 
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Diese letzte Formel enthält als Integrationskonstante eine arbiträre 
Funktion von den f, die durch .Einsetzung in (2) bestimmt wird. [340 
Wendet man dagegen die Formeln (5) und (4) an, so ist es klar, daß 
man die Funktion & ganz arbiträr wählen kann, dabei selbstverständ- 
licherweise vorausgesetzt, daß sich die Gleichung (2) überhaupt be- 
friedigen läßt. 


2. Satz 2. Ich setze voraus, daß f,—=@,,..., f,= 4, ein vorgelegtes 
Involutionssystem ist, und daß man unter den Lösungen des vollständigen 
Systems 


(6) AN=9 .., (NV 


eine so große Anzahl fy+1» +» f, gefunden hat, daß es überhaupt n-glied- 
rige Imvolutionssysteme gibt, deren Funktionen sämtlich die Form 
Ylfi, ---, f,) besitzen. Alsdann ist es immer möglich, die fehlenden Lö- 
sungen des Systems (6) durch ausführbare Operationen zu bestimmen. 
Ebenso findet man die allgemeinste Funktion, welche den Gleichungen 


2 ül=0, a) If» 2— Ul=0 
genügt, durch ausführbare Operationen. 
Beweis. Da es n-gliedrige Involutionssysteme der Form 


ll une 


gibt, können wir schließen, daß es auch n-gliedrige Involutionssysteme 
der Form 


fi» a), Es ER NE ) 2: P,+2 (fs De, Br 2) 9,1» Ben ) 
gibt. Daher besteht eine Relation 


(7) Zpdz—= Foaf, +... + Flaf, + D, 189,41 +:--+ D,dp, + AT, 
welche bekanntlich die folgenden Gleichungen 
(8) (Pr) a. (f®,) a Y,2—- U]r0 


nach sich zieht. Denkt man sich nun in (7) die o, als Funktionen 
der f ausgedrückt, so kommt eine Relation der Form 


(9) Zpdx=F,df, +...+F,.df, +adT, 
wo F41, +, F, als Funktionen von ®,,,,..., Dee: 
dp dp 
= a (k=1,..,r-9) 
pen: Porıap,,, ar af, De 


dem Systeme (6) genügen. 
Die letzten Formeln zeigen zugleich, indem man die Unab- [341 
hängigkeit der Größen fi, ..., fi, Pyrı: +» 9, berücksichtigt, daß 
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®,+1> ---, D, sich als Funktionen von F ,.,.-„ Fu fi, -- ., f, aus- 
drücken lassen, und da wegen (8) alle Lösungen des Systems (6) 
Funktionen von fi, fa» Parı + Ins Day, D, sind, folgt, 
daß alle Lösungen Funktionen von den Lösungen F,,..„Fy fu :--„f, 
sind. Die Größen F, lehrten wir aber in dem vorangehendem Satze 
bis auf eine unwesentliche Funktion von f,, ..., f. bestimmen. 

Bestimmt man ferner nach demselben Satze die Größe U aus der 
Gleichung (9), die mit (7) äquivalent ist, so findet man wegen (8) die 
allgemeinste Größe, welche den Gleichungen [f,, z- U] =0, ..., 
[/, 2— U]=0 genügt. 


3. Theorem I. Kennt man unter den Lösungen des vollständigen 
Systems 


(10) ANM)=d, 200%, ANM=®, 


wo (f;f)=0 wr=1,..,0, eine so große Anzahl f,, ..., OS BRSTee 
daß eine Relation der Form 


22.00 


(2) Zpd@=Faafı +...+F,df, +adU 

besteht, so sind F, 1, ---, F, die fehlenden Lösungen des Systems (10), 
während U die Gleichungen 

(11) 2 0-0, 2. 2-20] =>0 


erfüllt. Führt man statt &,,..., &,, Pıy - - -, P, neue unabhängige Varia- 
bein ein, nämlich fi, .. ., f, zusammen mit 2n —r passend gewählten 
weiteren Größen U, -- -, Ug)_,, SO sind 


a Bu da, _ dp,da;, dp; a) se 
ur 67 Al BF Ar dee df,du, du, G=g+t1l,...,r) 


die Ausdrücke der fehlenden Lösungen der Systeme (10) und (11). 


Beweis. Zu den bekannten Lösungen f,, ..., f, des Sy- [342 
stems (10) kann man sich so viele weitere Lösungen f,,,, .- -, f, zu- 
gefügt denken, daß es n-gliedrige Involutionssysteme der Form 
Yulfı, ---» f) #=b..,n gibt und also eine Relation der Form 

Zydz= Pdf, +...+ Paf, +dV 
besteht. Nach dem vorangehenden Satze sind dann W, ,,,..., P, Lö- 
sungen des Systems (10), während V das System (11) befriedigt. 

Nun aber kennen wir schon eine solche Relation, nämlich 


(12) Zpdz= Fdf,+...+Fdf.+dU, 
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und folglich ist U eine Lösung von (11), während F\,,,..., F, das 
System (10) befriedigen. Es steht zurück nachzuweisen, daß alle Lö- 
sungen von (10) Funktionen von fi, ..., f,, Fy+1,---, #, sind, oder 
anders ausgesprochen, daß es unter diesen Größen 2» — q gibt, die von 
einander unabhängig sind. 

Gäbe es nur 2n — q— e unabhängige unter jenen Größen, so ent- 
hielte der Ausdruck 

Faf, +... + F,df, 

nur 2n — g unabhängige Größen und könnte daher nach der Theorie 
des Pfaffschen Problems jedenfalls die Form 


D,dgp, = nr a D,_ıdP,-ı aa aWw 


erhalten, woraus 
EZpydz= ddp, +. + P,_ıdp,_ı +a(W+ U) 


folgen würde. Dies ist aber bekanntlich eine unmögliche Gleichung, 
und folglich sind F,,,,. - ., F, die fehlenden Lösungen des Systems (10). 

Berücksichtigt man endlich die im Anfange dieses Paragraphen 
gegebene Bestimmung der Größen U und F,, so erkennt man die 


Richtigkeit unseres Theorems. 

4. Ich werde zeigen, daß Satz 2 vereinigt mit dem Poisson- [343 
Jacobischen Theoreme ebensoviel wie Theorem I leistet. Es besteht 
in der Tat der folgende Satz: 


Satz 3. Sind fi, -.-, f, Funktionen von &, ..., Zu, Pi» Be 
die eine Relation der Form 
(13) Zpde=F,dfı +... +F,df, + aU 


erfüllen, so enthält die aus fj, -. -, f, durch Anwendung des Poisson- 
Jacobischen Theorems hervorgehende Gruppe n-gliedrige Involutionssysteme 
und besitzt daher die kanonische Form X, ::-, Xu Pi - > Fan 


Beweis. Sei X, Xu Pu ---, Pu_. He kanonische Form 
derjenigen Gruppe, die aus fj, ..., f, vermöge des Poisson-Jacobi- 
schen Theorems hervorgeht. Wir haben zu zeigen, daß u gleich » ist. 

Ersetzen wir in (13) die f, durch die entsprechenden Funktionen 


von X... X Pi. Pu-., so kommt eine Relation der Form 
Zpdxz= DAdX, + DS B,dP, + AaU. 
1 ai 


Sind andererseits X, ..., X, Pi, ---, P, ein System kanonischer 
Variabeln, so ist bekanntlich 
Zpde=P,dX,+...+P,dX,+dV. 
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Also kommt 
ZIPdX, — DAdX, + ZB,dP, +dU-YV), 
1 A 


und wenn wir hier die Substitution - 
X, =Const., ...,„ X,=(Const, P,=Const., ..., P,= Const. 


machen, folgt 
Z,P,,,4X,,:+4W =). 


Da nun aber die Größen P und X von einander unabhängig sind, so 
müssen die beiden Glieder der letzten Gleichung verschwinden, was 
wieder heißt, daß u gleich n sein muß. 


$ 2. Bekannte Spezialfälle der vorangehenden Theorie. [344 


5. Das aufgestellte Theorem umfaßt zwei berühmte Jacobische 
Theorien, nämlich die Anwendung der Multiplikatortheorie auf die par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und andererseits den fol- 
genden Fundamentalsatz der Jacobischen Integrationstheorie: 


Bestimmen die Gleichungen F\ =, ..., F,=«, die Größen 
Pıs ---, P, derart als Funktionen von x,, ..., ©, und den Konstanten 
a, daß pda, +... +p„dx, ein vollständiges Differential d U wird, so 
istz— U=a eine vollständige Lösung einer jeden Gleichung F,= «;; 
die Differentialguotienten von U hinsichtlich &,, .-:, &_ı, rn +, & 
sind zusammen mit den Größen F die Lösungen der Gleichung (F,®) =. 


Diesen Satz verallgemeinerte ich schon längst folgendermaßen: 


Sind F\, ..., F, bekannte unabhängige Funktionen von &,, .- ., %,, 
Pr >, P,, die in solcher gegenseitigen Beziehung stehen, daß die Glei- 
chungen: F\ = Const., ..., F',= Const. den Ausdruck p, dx, +... +2,dx, 
in ein vollständiges Differential umwandeln, so findet man eine voll- 
ständige Lösung einer jeden Gleichung F,= a, durch eine Quadratur 
und darnach alle Lösungen der Gleichung (F,®) = 0 durch Differen- 
biation. 


In dieser Weise verallgemeinert ist die betreffende Jacobische 
Theorie offenbar ein Spezialfall meines Theorems I. 


6. Mehr überraschend ist es, daß die Bestimmung der letzten Lösung 
der Gleichung (F®) = 0, die Jacobi vermöge seiner Multiplikator- 
theorie ausführt, in allen Fällen, die nicht schon durch das Poisson- 
Jacobische Theorem erledigt werden, durch mein Theorem ge- 
leistet wird. 
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Kennt man nämlich unter den Lösungen der Gleichung (f, f) = 0 
alle ausgenommen die letzte, etwa f,, ..., f., und ist es dabei un- [345 
möglich, die fehlende Lösung ohne Quadratur durch das Poisson- 
Jacobische Theorem aufzustellen, so bilden die f, eine Gruppe, welche 
die kanonische Form X,,..., X, Pi, --., P,_, besitzt und daher 
n-gliedrige Involutionssysteme enthält. Folglich wird die Bestimmung 
der fehlenden Lösung durch mein Theorem geleistet. 

Doch ist es keineswegs so, daß die betreffende Spezialisation meines 
Theorems sich mit der entsprechenden Jacobischen Theorie deckt. 
Die Jacobische Theorie leistet insofern mehr, als sie die letzte Lö- 
sung auch dann durch eine Quadratur gibt, wenn dieselbe sich einfacher 
durch das Poisson-Jacobische Theorem finden läßt. Auf der anderen 
Seite ist meine Behandlungsweise insofern vollkommener, als sie ver- 
möge einer Quadratur nicht allein die fehlende Lösung von (f,f)=0, 
sondern auch die allgemeine Lösung von [f,, 2— U]=0 gibt, so daß 
eine vollständige Lösung von fi =a, sich ohne weitere Quadratur auf- 
stellen läßt. Die Jacobische Methode braucht dagegen eine zweite 
Quadratur zur Aufstellung einer vollständigen Lösung. 


n? 


Soll also die Gleichung f,=a, integriert werden, so ist es, wenn 
nur eine Lösung von (f,f) = fehlt, am zweckmäßigsten, Theorem I an- 
zuwenden, wenn nicht zufälligerweise schon das Poisson-Jacobische 
Theorem die fehlende Lösung gibt. In diesen beiden Fällen verlangt 
die Aufstellung einer vollständigen Lösung eine Quadratur. 

7. Es gibt Fälle, in denen mein Theorem dieselben Lösungen wie 
das Poisson-Jacobische Theorem gibt. Kennt man nämlich unter 
den Lösungen des vollständigen Systems 


Er 
wo (ff) =0 @r=1,...0, eine so große Anzahl fj, ..., f., daß eine 
Bedingungsgleichung der Form 


Zpdz= ZFdf, +dU 


besteht, so gibt mein Theorem unter allen Umständen die fehlenden [346 
Lösungen. Bilden nun f, ..., f, keine Gruppe, so gibt das Poisson- 
Jacobische Theorem jedenfalls [eine oder] einige und unter Umständen 
sogar alle fehlenden Lösungen durch Differentiation. Wenn aber auch 
alle Lösungen ohne Quadratur gefunden werden, so verlangt doch die 
Aufstellung einer vollständigen Lösung eine Quadratur, wie nach meiner 
Methode. 

Nichtsdestoweniger muß man das Poisson-Jacobische Theorem 
und mein Theorem als von einander ganz unabhängig betrachten. Jedes 
Theorem hat seine besondere Tragweite. 


ft 
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Admittiert man zwei sozusagen evidente Forderungssätze, so kann 
man beweisen, daß eine jede Methode, die dazu dient, neue Lösungen 
von (f,f)=0 «=1...n aus bekannten Lösungen herzuleiten, sich unter 
jene beiden Theoreme subsumiert. Hierüber ausführlicher bei einer an- 
deren Gelegenheit. 


$ 3. Neue Begründung des aufgestellten Theorems. 


8. In diesem Paragraphen zeige ich, daß die von mir in der Ab- 
handlung: „Verallgemeinerung und neue Verwertung der Jacobischen 
Multiplikatortheorie“!) dargestellten Theorien sozusagen unmittelbar auf 
das aufgestellte Theorem, das übrigens eben auf diesem Wege gefunden 
wurde, führen. Doch erhalte ich in dieser Weise mein Theorem nicht 
in einer so vollkommnen Form wie in Paragraph 1. Ich erkenne näm- 
lich allerdings, daß in dem betreffenden Falle die fehlenden Lösungen 
durch Quadraturen gefunden werden können. Daß jedoch alle diese 
Quadraturen sich auf eine einzige Quadratur reduzieren lassen, indem 
die betreffenden Integrale aus einem einzigen Integrale durch Differen- 
tiation hergeleitet werden können, liegt bei dieser Begründungsweise 
tiefer versteckt. 

Es wird übrigens aus diesem Paragraphen hervorgehen, daß [347 
die Eulersche Theorie des Integrabilitätsfaktors vereinigt mit dem 
Poisson-Jacobischen Theoreme für die partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung ebensoviel wie die Jacobische Multiplikator- 
theorie leistet. 


9. Sei 


ms ee = %&y 


wo (f;f,) = 0 &r=1,...0, ein vorgelegtes Involutionssystem, und 
p, bekannte Lösungen des vollständigen Systems 


(14) Ap)=P0, a, Fp)= I, 
die von einander und von fj, ..., /, unabhängig sind. Setzen wir nun 
(9) = A,9, (9,9) = BP, 


so finden wir mit Berücksichtigung der Relationen (f;p,) = 0, daß alle 
Ausdrücke 


9417 °" 3 


4,(B,@)) — B,(A,;(p)) 


gleich Null sind. Wir kennen also, können wir sagen, nicht allein 
r — q Lösungen @,,1, ---, 9, des vollständigen Systems (14), sondern 


1) [Hier Abh. XIV, S. 188—205.] 
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auch r— g infinitesimale Transformationen B,,,9, ..., B,p, welche 
unser vollständiges System invariant lassen. 

In der zitierten Abhandlung lehrten wir aber den Umstand, daß 
gleichzeitig gewisse Lösungen und gewisse infinitesimale Transformationen 
eines zur Integration vorgelegten vollständigen Systems bekannt sind, 
verwerten. Indem wir die in jener Abhandlung gegebenen Regeln genau 
befolgen, werden wir mit Notwendigkeit auf ein Theorem geführt, das 
im wesentlichen mit Theorem I äquivalent ist. 


10. Zuerst sollen wir versuchen, durch ausführbare Operationen 
weitere Lösungen und weitere infinitesimale Transformationen unseres 
Systems aufzustellen. Zu diesem Zwecke haben wir die Ausdrücke 


B,(B,(p)) — B. (B,()), 


welehe infinitesimale Transformationen des Systems repräsentieren, [348 
zu bilden. Es ist 


B,(B,@)) a B,(B;(9)) = ((P,9) p); 


folglich ist ((p,,)p) eine infinitesimale Transformation unseres Systems, 
was wieder heißt, daß ((p,9,)p,) eine Lösung desselben ist. Vorläufig 
gibt also die Anwendung unserer allgemeinen Regeln nicht mehr als 
das Poisson-Jacobische Theorem. 

Seien P41» ++ Par +, 9, diejenigen unabhängigen Lösungen, 
die wir in dieser Weise erhalten, und seien 


(9,419) FE B, +19) Dh, (P,P) ka B,y 
die entsprechenden infinitesimalen Transformationen. Jetzt sollen wir 
nach unseren allgemeinen Regeln die Größen 
fh» or Sg Pa+rir ** 7 Pr 


zusammen mit 2n —s passend gewählten weiteren Größen ı,,... 
ü,_, als unabhängige Variabeln anstatt &,, ...,.% Dir ++» Pr ein- 
führen. Dies gibt 


do 
4,9 = (f.P) = 2,(f,u,) du; (k=1,..4 9 
dp do 
B,p se 2,(9,9;) d9, + Z,(p,u,) au, (k=g+1, .., 2). 
Wir wissen, daß unser vollständiges System jede infinitesimale 
Transformation der allgemeinen Form 


cp = (hf So, fa, Boris >= p)B.p 
gestattet. Wir sollen versuchen, die Größen = derart zu wählen, daB 
der Ausdruck Cyp nur die Differentialquotienten von hinsichtlich der 
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u, dagegen keine Differentialquotienten hinsichtlich der 9, enthält. Es 
fragt sich, ob die s— q Gleichungen 


(15) td ern 
befriedigt werden können, ob also die Determinante 
D= [(9,4193+1) : (99,)] [349° 


verschwindet oder von Null verschieden ist. 

Setzen wir, wie im ersten Paragraphen, voraus, daß die Gruppe 
fir =: Fos Darıs >», 9, die kanonische Borm A, .., Au Bu... 
P,_m-, besitzt, so werden wir finden, daß die m fehlenden Lösungen 
des Systems A,p = 0 sich durch m Quadraturen aufstellen lassen. 

11. Die Gruppe der f und @ enthält außer f,, ....., f, m ausgezeich- 
nete Funktionen, die 2,,...., Q,, heißen mögen. Daher verschwindet die 
Determinante D, wie auch ihre Unterdeterminanten erster, zweiter, ... 
bis (m — 1)-ter Ordnung, und folglich bestimmen die Gleichungen (15) 
die Größen x als lineare Funktionen von m unter ihnen, etwa von 
%y1y +9 Arm Die allgemeinste infinitesimale Transformation Op 
besitzt daher die Form 


2,4109 -r Ar: 5 %,+4mOmP; 


wo die O,p ganz bestimmte Größen, die zurückgebliebenen x, dagegen 
arbiträre Funktionen der f und @ bezeichnen. Insbesondere sind 
0,9, ..., 0,9 selbst infinitesimale Transformationen der verlangten 
Form, die unser vollständiges System invariant lassen. 

Da die ausgezeichneten Funktionen & Funktionen von den f und 
p sind, folgt, daß die (2,9) sich folgendermaßen ausdrücken lassen: 


Ay) = Elf 5 Fr Porn or )BP+ I9,A,p. 
Auf der anderen Seite ist 
(AG) = El) Ge, 
also bestehen m Relationen der Form 
(Ay) = Emilfır nr fp Par or PP, 


und da keine lineare Relation zwischen den (2,9) bestehen darf, folgt 
einerseits, daß die infinitesimalen Transformationen C,p von ein- [350 
ander unabhängig sind, andererseits, daß sie sich folgendermaßen aus- 
drücken lassen: 


C,p ZA Zbulh; se: fo P,+17 AP) 
Berücksichtigt man daher, daß die O,p nur Differentialquotienten 
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hinsichtlich der « enthalten, ferner, daß alle (2,2,) [und alle (2,f,)] 
gleich Null sind, so folgt, daß alle Ausdrücke O,(0,p)) — C,(C;p)) [und 
alle Ausdrücke A,(C,(p)) — C,(A,(p))] verschwinden. 

12. Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt angenommen: 
Vorgelegt ist ein g-gliedriges vollständiges System zwischen g + m 
Variabeln 


d 
Ay = Zul) = 0 &=1,...9), 


und man kennt m Ausdrücke (,p, ..., CP, welche die Gleichungen 
4,(C,p)) — 04,9) = 0, (CP) — 0, (C,(p)) = 0 
erfüllen. Man soll das vollständige System integrieren. 


Nach meiner allgemeinen Theorie geschieht dies, indem man das 
vollständige System 


AP=(,..,, 4p=0, Gy=0,..., 0,9 =0, G,419 3 np = 0 


oder auch die entsprechende totale Differentialgleichung 


W, du, +...+ Wan = (0) 
aufstellt und darnach die durch die Ausdrücke 
dg :’ d 
A,p = ltr re 0,9 = EV, 
bestimmte Determinante 
| U, 1 U, 2 
| i 
| 
ne um Ü,: g,m+4 
| IR V,,. Ve 
| Von Ps er m,m+q 





bildet. Alsdann ist 1:9 ein Integrabilitätsfaktor unserer totalen [351 
Differentialgleichung und folglich ist .' 


os 
Br -/: (W, du, a ae ale W, mt Um +9) 


ein Integral unserer totalen Gleichung und also auch eine Lösung des 
Systems A,p = (. 

Gibt man r successiv die Werte 1, 2, ..., m, so erhält man m 
Lösungen L,,...., Z,, die von einander wie von den f und p unab- 
hängig sind, welche also eben die fehlenden Lösungen des Systems 
A,p = 0 sind. 

Hiermit sind wir zu dem im Anfange dieses Paragraphen ange- 
kündigten Resultat gekommen. 
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$ 4. Allgemeine Verwertung mehrerer bekannter Lösungen. 


13. Um den vollen Nutzen aus Theorem I ziehen zu können, ist es 
notwendig, eine neue Theorie zu entwickeln. 

Sei wie früher , =, ..., f, = «, ein zur Integration vorgelegtes 
Involutionssystem, und 9@,,1, -- -, 9, [seien] bekannte Lösungen des 
vollständigen Systems 


(16) (Ayp)=9, ...- (p)=0; 


wir setzen voraus, daß sich keine weiteren Lösungen durch das 
Poisson-Jacobische Theorem finden lassen, daß also fi, ..., fi 
P,+13 :::, 9, eine Gruppe bilden, und zwar eine Gruppe, die außer 
den f noch m ausgezeichnete Funktionen &,, ...., 2, enthält. Wir 
werden zeigen, daß man immer die noch fehlenden m +21 Lösungen 
des Systems (16) vermöge der Operationen 21, 21—2,...,6, 4, 2 


bestimmen kann. 


14. Kännte man zufälligerweise die ausgezeichneten Funktionen 
Rr +::5 2, so könnte man das System 


(17) (fıp) =(0, ..., (fıP) a (LP) =(0, ..., (2,P) cs 
aufstellen, und da man schon die Lösungen fi, ..., fy» Pa41 -- > 9 
kennt, könnte man eine weitere Lösung durch eine Operation 27 [352 
finden. Kennt man dagegen die Größen 2 nicht, so sieht man nicht 
unmittelbar ein, daß man nichtsdestoweniger das System (17) aufstellen 
kann. Dies ist jedoch immer möglich, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Wir führen statt &,,..., &,, Pi -- , pP, neue unabhängige Varia- 
beln ein, nämlich fi, .., /» P,41 ;--, 9, zusammen mit m+q+2!=o 
weiteren Größen %,, ..., 4. Alsdann kommt: 


d 
(fy) = 3,(f,%,) 77 0 40 


d d 
(I) Eat ar) a, Bi9- 
Wir setzen 
Cg Yu Z,,(fı, .- fa» 9,41 +9 p,) B;p 


und versuchen die x derart zu wählen, daß Op nur Differentialquo- 
tienten hinsichtlich der «, enthält. Dies gibt, wie im vorigen Para- 
graphen, für Üp einen Ausdruck der Form 

7,4101 =E + T, m OmP; 


und man erkennt wie damals, daß das Gleichungssystem 


(18) (Ay)=9, ts, (Ay) = 0, Gp=0, a 0„p=0, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 18 
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das wir aufstellen können, mit dem Systeme 


(17) NP) =(, ..., (fP) =, (RP) =(0, ..., (RP) 0, 
das wir nicht unmittelbar aufstellen können, äquivalent ist. 


15. Da nun das (m + g)-gliedrige System (18) außer den als Kon- 
stanten auftretenden Größen f, g nur m +g-+ 21 unabhängige Varia- 
beln, nämlich die « enthält, so findet man eine Lösung %, durch eine 
Operation 21. Es ist hierbei sehr merkwürdig, daß eine jede Lösung 
ı, jedenfalls denselben Nutzen bringt wie zwei solche Lösungen. Um 
dies nachzuweisen, müssen wir die verschiedenen Fälle, die eintreten 
können, berücksichtigen. 

Es ist zunächst möglich, daß die bekannten Lösungen des [353 
Systems (18), nämlich fj, ..., f» Pg41 --» 9, %, eine Gruppe bilden. 
Ist dies der Fall, so sind fi, ..., fi, &, ---, 2, wegen der Glei- 
chungen (17), die mit (18) äquivalent sind, ausgezeichnete Funktionen 
dieser Gruppe, und da die Differenz zwischen der Zahl der Glieder 
und der Zahl der ausgezeichneten Funktionen in einer jeden Gruppe 
eine gerade Zahl sein muß, folgt, daß die neue Gruppe m +gq +1 aus- 
gezeichnete Funktionen enthalten muß. DBezeichnen wir die hinzu- 
tretende ausgezeichnete Funktion mit W, so ist es immer möglich, 
indem wir wie früher verfahren, ein vollständiges System aufzustellen, 
das mit 


AN). I Ap)=I up) —0, (Wy)—0 
äquivalent ist, und da man r + 1 Lösungen dieses Systems kennt, 
nämlich fi, - +, fy Pg+12 - + Pr, Y%ı, findet man eine weitere Lösung 
durch eine Operation 21 — 2, und so weiter. 

Es ist andererseits auch denkbar, daß fi, ... fa» Py+19 > Pr» Yı 
keine Gruppe bilden. Alsdann gibt das Poisson-Jacobische Theorem 
noch weitere Lösungen, etwa %,, ..., %, des Systems (13). In der 
hierdurch hervorgehenden Gruppe sind jedenfalls f, : - , fu» u : + Im 
ausgezeichnete Funktionen, und folglich ist dieser Fall jedenfalls ebenso 
vorteilhaft wie der soeben betrachtete. 

Unter allen Umständen kann man folglich vermöge der Opera- 
tionen 21, 21—2,..., 6, 4, 2 unser Integrationsproblem auf eine 
solche Form bringen, daß es sich vermöge des Theorems I erle- 
digen läßt. 

Theorem II. Soll das Involutionssystem 


a ae 


integriert werden und kennt man dabei eine Anzahl Lösungen des voll- 


ständigen Systems 
(AP) FE Ö, N) (fP) u 0, 
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etwa Py417 ++, 9, 30 Sucht man zuerst weitere Lösungen vermöge [354 
des Poisson-Jacobischen Theorems zu bestimmen. Sei fi, - - -, fa> 
Pg+17 +, 9, die hierdurch bestimmte Gruppe, die außer den f noch m 
ausgezeichnete Funktionen enthalten mag, welche jedoch im allgemeinen 
unbekannt sind. Alsdann verlangt die Integration des vorgelegten Invo- 
lutionssystems im ungünstigsten Falle nur noch die Operationen 


2n—s—-—q—-m, 2n—s—q—-m-—2,...6,4, 2. 


16. Um die große Wichtigkeit dieses Theorems hervortreten zu 
lassen, behandle ich einige Beispiele schematisch. 
Sei fi = %,..-., fa = @, das vorgelegte Involutionssystem, und seien 


fy41> >, f, bekannte Lösungen des Systems 
Ich setze successiv voraus, daß noch 2, 3, 4,5, 6,.... Lösungen fehlen, 


und ich werde die verschiedenen Fälle, die bei ihrer Bestimmung ein- 
treten können, aufzählen. Fehlt insbesondere eine ungerade Anzahl 
Lösungen, so erlauben meine neuen Theorien immer, die zurückstehenden 
Integrationsoperationen wesentlich zu vereinfachen. 

1) Fehlen zwei Lösungen, so sind zwei Fälle möglich: Entweder 
enthält die Gruppe der f außer fi, ..., f, keine weiteren ausgezeich- 
neten Funktionen; alsdann brauche ich eine Operation 2 und eine 
Quadratur, die ich symbolich mit der Zahl O bezeichne. Oder auch, es 
enthält unsere Gruppe noch zwei ausgezeichnete Funktionen; alsdann 
genügt eine Quadratur zur Aufstellung einer vollständigen Lösung. 
Früher brauchte man die Operationen 2, 1 und eine Quadratur, was ich 
mit den Zahlen 2, 1, O bezeichne. Wäre insbesondere q = 1, so könnte 
man die Jacobische Multiplikatortheorie anwenden und brauchte dann 
nur eine Operation 2 und zwei Quadraturen. 

Ich resumiere dieses Beispiel folgendermaßen schematisch: [355 





2 ausgezeichnete Funktionen | Ö 





keine ausgezeichneten Funktionen 2, 0 





früher, wenn g=1 





früher, wenn g>1 








2) Fehlen noch drei Lösungen, so sind wiederum zwei Fälle mög- 
lich, weil unsere Gruppe entweder nur eine oder auch drei ausge- 
zeichnete Funktionen außer f,, ..., /, enthalten kann. Gibt es nur 
eine ausgezeichnete Funktion, so brauche ich eine Operation 2 und 
eine Quadratur; gibt es drei ausgezeichnete Funktionen, so genügt 

18* 
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eine Quadratur. Früher brauchte man im allgemeinen die Operationen 
3, 2, 1,0. Nur wenn qg= 1 war, genügten die Operationen 3, 2, 0, 0. 

















3 en Funktionen 0 

1 ausgezeichnete Funktion 2,0 
früher, wenn g=1 200 
früher, wenn g>1 a 


Es ist sehr merkwürdig, daß es nicht schwieriger ist, drei fehlende 
als zwei fehlende Lösungen zu bestimmen. 
3) Fehlen vier Lösungen, so sind die folgenden Fälle möglich: 









































4 ausgezeichnete Funktionen 0 
Pe 2,0 
Keane he u 4,2,0 
früher, wenn g=1 223,200 
früher, wenn g>1 4, 3, 2,1,0 
4) Fehlen fünf Lösungen, so sind die folgenden Fälle möglich: [356 
5 ausgezeichnete Funktionen 0 
SE re RE 2,0 
1 DEREN ER RE ENT RR 4, 2,0 
früher, wenn g=1 SA) 
früher, wenn g>1 Re a 








Die Bestimmung von fünf fehlenden Lösungen ist also nicht schwieriger 
als die Bestimmung von vier fehlenden Lösungen, 
5) Fehlen sechs Lösungen, so sind die folgenden Fälle möglich: 























6 ausgezeichnete Funktionen 0 
An 2,0 
Pe 4, 2,0 
ED ee 6, 4, 2, 0 

früher, wenn g=1 0.5.4:3.2.0.9 
früher, wenn g>1 060,.4:3 2,50 
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6) Fehlen sieben Lösungen, so sind die folgenden Fälle möglich: 




















7 ausgezeichnete Funktionen | 0 
Bari | 2, 0 
une | 4, 2,0 

ER EEE E 16,4,2,0 

früher, wenn g=1 | 06.343 200 
früher, wenn g>1 | we. 542220 





Man übersieht, daß man aus dem Theoreme II das folgende [357 
schöne Korollar ziehen kann: 


Korollar. Die Bestimmung von 2m + 1 fehlenden Lösungen 


des Systems 
Af)=0, 2, AN)=9, 


wo (ff) =0 Wr=1,..,g, verlangt nicht höhere Integrationsopera- 
tionen als diejenige von 2m fehlenden Lösungen. 


17. Ich werde eine Anwendung des Theorems II auf die Mechanik 
machen. Hierdurch erreiche ich in einfachst möglicher Weise diejenigen 
“Resultate, die sich aus Mayers und meinen Arbeiten von 1872, ver- 
bunden mit den früheren Untersuchungen über diesen Gegenstand er- 
gaben. 

Sei zum Beispiel 


ha, 29.23 .-, DB) 


diejenige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, auf die sich das 
allgemeine Problem dreier Körper zurückführen läßt. Seien ferner f;, ..., fa 
diejenigen Lösungen von (f,f) = 0, die den Schwerpunktsintegralen und 
den Flächensätzen entsprechen. Bildet man nun die Determinante, deren 
Elemente die (f,f,) sind, so erkennt man, daß die Gruppe der f, außer 
fi noch zwei ausgezeichnete Funktionen enthält. Folglich schließen 
wir unmittelbar aus unseren allgemeinen Theorien, daß die Integration 
der vorgelegten Gleichung nur noch die Operationen 6, 4, 2 verlangt. 

In ganz entsprechender Weise behandelt man ein jedes mechani- 
sches Problem, das sich auf eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung mit gewissen bekannten Lösungen reduzieren läßt. 


® 
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% 


$ 5. Die entwickelten Theorien leisten das Größtmögliche. 


18. In der Abhandlung „Diskussion aller Integrationsmethoden“!) 
habe ich gezeigt, daß die allgemeine Integration eines Systems [358 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung sich nicht vermöge ein- 
facherer Integrationsoperationen als nach den beiden Methoden, die 
Mayer und ich 1872 entwickelt haben, leisten läßt. Doch beruht mein 
Beweis einerseits auf den beiden folgenden Axiomen: 


a) Die Integration der allgemeinen Gleichung f (2; Y, 2) = 0 läßt 
sich nicht vermöge ausführbarer Operationen leisten. 


b) Die einfachste Integrationsmethode der allgemeinen Gleichung 
fa -- + m Pır ---» P,) = a fängt an mit der Destimmung einer 
Lösung von einem vollständigen Systeme zwischen den Variabeln &,, -- -, 
nr Pıs =: 2), das zu f in einer durch Berührungstransformationen in- 
varianten Beziehung steht, 

andererseits auf der Voraussetzung, daß man nur eine Lösung 
eines jeden Hilfssystems findet. 


Diese Theorie setze ich als bekannt voraus. 

Wenn man dagegen, indem man die beiden aufgestellten Axiome 
festhält, die Voraussetzung macht, daß man zufälligerweise gleichzeitig 
mehrere Lösungen eines Hilfssystems findet, so stellt sich das neue 
Problem, das Eintreten eines solchen Umstandes möglichst viel zur 
Vereinfachung des zurückstehenden Integrationsgeschäfts zu verwerten. 
Ich werde zeigen, daß diejenigen Theorien, die ich in meiner Invarianten- 
theorie der Berührungstransformationen und in dieser Abhandlung ent- 
wickelt habe, den größtmöglichen Nutzen aus dem besprochenen Um- 
stande ziehen lehren. 


19. Laß mich zunächst voraussetzen, indem ich mich erinnere, 
daß jedes System partieller Differentialgleichungen sich auf ein Invo- 
lutionssystem 


(18') XK=a, .., = 


reduzieren läßt, daß die bekannten Lösungen des Systems (X,F) = 0 
eine Gruppe von der kanonischen Form 


(19) ee 


q 


bilden. Nach meiner allgemeinen Theorie, die für diesen ein- [359 


1) [Bier Abh. XVI, 8. 221—251.] 
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fachen Fall schon in meiner Invariantentheorie gegeben wurde, genügen 
jetzt die Operationen 


(20) 2n —2g', 2n —2q9’—2,..,6,42 


zur Integration des vorgelegten Involutionssystems. Ich behaupte, daß 
keine Methode sich mit einfacheren Integrationsoperationen begnügen 
kann. 

Gäbe es in der Tat eine solche bessere Methode, so könnte man 
dieselbe auf das allgemeine g-gliedrige Involutionssystem 


(21) F=%, .., R=-% 


zwischen den Variabeln &,, ..., &_yrg Pır +» Pa-g+, anwenden. 
Obgleich nämlich die F nur die eben genannten Größen enthalten, so 
könnte man sie doch als Funktionen von &,,...,%,, Pi, -- „2, auffassen. 
Dann aber müßte man die Größen 


Beh 


ga "n-y!+qa+r1l) 9 In) Pa-y+9+1 , Py> 


die offenbar eine Gruppe der Form (19) bilden, als bekannte Lösungen 
des Systems (F,®) = 0 betrachten. Vermöge der vermuteten besseren 
Integrationsmethode ließe sich also das System (21) durch einfachere 
Operationen als (20) erledigen. Da indes dies mit den Ergebnissen 
meiner „Diskussion aller Integrationsmethoden“!) im Widerspruche steht, 
so gibt es keine bessere Integrationsmethode des Systems (18”) als die 
in meiner Invariantentheorie entwickelte. 

Jetzt erledigen wir den allgemeinen Fall, daß die dem vorgelegten 
Involutionssystem 

1m ey = 


zugehörigen bekannten Lösungen des Systems (X,F) = 0 eine Gruppe 
von der allgemeinen kanonischen Form 


ee 


a") g’+1) 5) a 


bilden. Kännte man nun außerdem solche weitere Lösungen P, |, -. -, [360 
P,, daB X,,..., X, Pan > P, eine kanonische Gruppe bildeten, 
so verlangte die Integration des vorgelegten Involutionssystems, wie 
wir eben sahen, jedenfalls die Operationen 2n —2q", 2n—29’—2, ..., 
6, 4, 2. Da nun aber die Integration, auch wenn nur die Lösungen (22) 
bekannt sind, durch die eben genannten Operationen geleistet werden 


1) [Hier Abh. XVI, vgl. besonders $. 242—248. Da es sich jetzt nicht um 
homogene Gleichungen handelt, so muß man in den Entwickelungen dieser Ab- 


handlung die Gleichung I'p = 0 weglassen.] 
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kann, so ist es selbstverständlich, daß eine weitere Integrationserniedri- 
gung unmöglich ist. 
Also können wir das folgende wichtige Theorem aussprechen: 


Theorem III. Findet man bei der Integration eines beliebigen 
Systems partieller Differentialgleichungen erster Ordnung gleichzeitig 
mehrere Lösungen eines Hilfssystems, so erlauben die in dieser Abhand- 
lung und in meiner Invariantentheorie der Berührungstransformationen 
entwickelten Theorien, den größtmöglichen Nutzen aus den gefundenen 
Lösungen zu ziehen. 


Dieses Theorem ist jedoch nur als bewiesen zu betrachten, wenn 


man die beiden im Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Axiome 
admittiert. 


5 6. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die 
unbekannte Funktion enthalten. 


20. Um nun die vorangehenden Theorien auf Gleichungen, welche 
die unbekannte Funktion explizite enthalten, auszudehnen, brauchen 
wir nur die betreffenden Gleichungen wie gewöhnlich auf die Form 

F (m, N nn un 2) = a 
zu bringen. Hierbei tritt unter Umständen die Vereinfachung ein, daß 
die früher besprochene Quadratur wegfällt, indem das betreffende [361 
Integral gleich Null gesetzt; werden kann. Dies soll jetzt gezeigt werden. 


Satz 4. Sind N,,..., N,, H homogene Funktionen bezüglich nullter 
und erster Ordnung, die eine Gruppe von der kanonischen Form X,,..., 
X, Pır :--, P, bilden, so besteht eine Relation 
Zpd£=KdN, +...+K.aN,+dU, 
in welcher U eine arbiträre Funktion von N,, ..:, N, bezeichnet, so daß 
U insbesondere gleich Null gewählt werden kann. 
Es sei nämlich X,, ..., X, Pi; ---, P, die kanonische Form 


unserer Gruppe und X,, ..., X,, Pi, --., P,„ ein System kanonischer 
Variabeln. Alsdann ist bekanntlich 


Zypdı = Z2PdX, 


und wenn man hier die Größen X,, die von nullter Ordnung sind, als 
Funktionen von N,,..., N, ausdrückt, so kommt eine Relation der 
Form 





Zpde= 2KaN, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
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Satz 5. Sind N,, ..., N,, H homogene Funktionen bezüglich nullter 
und erster Ordnung, die eine Gruppe der kamonischen Form X,, -:», 
X, Pi ---, P, büden, so besteht, wenn m <n ist, niemals eine Rela- 
tion der Form 

Zpde= ZKdN+dU. 

Beweis. Es besteht, wissen wir [vgl. den Beweis von Satz 2 in 

$ 1], eine Relation 


Epdx - Doax + Rap +AT. 


Um jetzt die Größen Q,, R, und U in einfachster Weise zu finden, 
wählen wir als neue homogene Variabeln X, ..., X, Pu :-» P 
Da nun 


n° 


Zpdz=ZPdX 


ist, folgt 
ZPa4X = ZoaX + IRaPp+aU, 
woraus [362 
daU 
Bag — Q, + AX, (k=1y ..., m) 
dU 
Br > (k=1,; n—ın) 
0-R,+4p, @=h...m 


Durch Integration des zweiten Systems kommt 
D-2X%. 2. Lan, 32, 2,2%), 


m+i 
und wenn man die R, bestimmt, findet man 


Drar - -; ap, Pr — >,(X m4iT ne dEn; 


Es fragt sich, ob die linke Seite durch passende Wahl der arbiträren 
Funktion V die Form 


Aa) + +) 
oder ausgeführt 





en A 
Ds dP, + 2 dP,+ rt par, 

annehmen kann. Wäre dies möglich, käme 
[AR _ ZA P; an AV _ _ Am 
FE En u ee 2 

av Ay 

En Fr FREE D Du, 
ar, P, 
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woraus durch Elimination von A,, ..., A,: 


N A 
A 


folgen würde. Da nun aber die linke Seite gar keine unter den Größen 
Kar: X, enthält, so ist die gefundene Relation falsch und also 
die betreffende Annahme unrichtig. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


Satz 6. Sind N,, ..., N, Funktionen nullter Ordnung, die [363 
eine Relation der Form 


Zpdz = EKdAN+dU 


erfüllen, so ist U eine arbiträre Funktion der N und kann daher gleich 
Null gesetzt werden. 

DEREN, N. .N oda N, 0... 0, N 0 E N HH de duch 
N,, ::-, N, bestimmte homogene Gruppe, die nach Satz 3 entweder 
Be Poren N en Boden 
besitzt. Wegen Satz 5 kann unsere Gruppe nicht die letzte Form 
haben. Also muß sie die erste Form besitzen. Dann aber zeigt Satz 4 
daß U gleich Null gesetzt werden kann. 


21. Theorem IV. Ist ein Involutionssystem nullter Ordnung 
N, 4 5 =% 
zur Integration vorgelegt und kennt man unter den Lösungen nullter 
Ordnung des Systems 
(23) (MN) -0, 2.5 INN, 
eine so große Anzahl N, 1, -:-, N,, daß eine Relation der Form 


Zpdz= ZKdN+dU 


f 


und also auch eine Relation der einfacheren Form. 
Spar  ZRaN 


stattfindet, so verlangt die Integration des vorgelegten Involutionssystems 
nur gewisse Differentiationen und Eliminationen, dagegen keine Qua- 
dratur. 


Beweis. Nach Satz 2 sind K,,,, .--, K, die fehlenden Lösungen 
des Systems (23). Um nun zweckmäßige Ausdrücke der K zu finden, 
wählen wir 2n —r Größen %, ---, Ygn_,„, die homogen von erster 
Ordnung und dabei von den N unabhängig sind, und führen darnach 
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die N und « als unabhängige Variabeln anstatt der x, p ein. Als- [364 
dann erkennt man, daß die X, die durch die Formeln 


da, 


K, = 22,77 aN, 


(e—1, 22,2) 
dargestellt sind, homogen von erster Ordnung sind. Infolgedessen sind 
die Verhältnisse der Größen Kr, ---, Kr die fehlenden Lösungen 
nullter Ordnung des Systems (23). Da nun diese Lösungen ohne Qua- 
dratur gefunden sind, so verlangt also wirklich die Integration des In- 
volutionssystems N, =@&,..., N,=«, nur Differentiationen und Eli- 
minationen. 


Korollar. Soll das Involutionssystem nullter Ordnung N, =&,.-,;, 
N,= «, integriert werden, so gibt es, wenn eine Anzahl Lösungen des 
Systems 


dN 
(N N)=0, et, N 0, Sp, = 


etwa N, 41, -:-, N, gefunden sind, zwei distinkte Fälle, in denen die 
Integration geleistet werden kann. Besitzt die von N,, ..., N, erzeugte 
homogene Gruppe die kanonische Form X, :..., X» Pır :: Pi» 50 
verlangt die Integration nicht einmal eine Quadratur, sondern nur Diffe- 
rentiationen und Eliminationen. Hat sie dagegen die Form X,,..., X 


m) 
Pı, -::, P,, so ist noch eine Quadratur erforderlich. 


22. Auch bei der Anwendung der in Paragraph 4 entwickelten 
Theorie auf Involutionssysteme nullter Ordnung gibt es ausgezeich- 
nete Fälle, die eine weitere Integrationserniedrigung gestatten. 


Sei 


Nu. 2 Ned, 


das vorgelegte Involutionssystem und seien N,, ..., N,, H' bekannte 
Lösungen des Systems 


(ND)=0, ..., (NM =0, 
die eine Gruppe der kanonischen Form X,, ..., X,, X 
2,00, A. P,„ bilden. 


+2) | 


Ich bilde das vollständige System 
(N®)=0, ..,„ (ND)=-0, (H)=-0, Ip“ 24, 


9419 *° 9 Ag [865 


und führe anstatt der x, p neue Variabeln ein, nämlich N,,..., N, H 
zusammen mit gewissen weiteren Größen %, %, .... Zwischen den 
hierdurch hervorgehenden Gleichungen eliminiert man die Differential- 
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quotienten von ® hinsichtlich N,, ..., N, und H, und findet so, wie 
man ohne große Schwierigkeit einsieht, g’ +1 Gleichungen 


d® d® 
er ee 


+ ’ 
4 Aug _gg"rg 


die eo ipso ein vollständiges System bilden. Man bestimmt eine Lösung 
desselben vermöge einer Operation 2n — 29” —1. Diese Größe steht in 
Involutionsbeziehung zu sämtlichen ausgezeichneten Funktionen unserer 
Gruppe. 

Nun geht man weiter wie im Paragraph 4 und erhält dadurch 
ohne Schwierigkeit das folgende Theorem: 


Theorem V. YVorgelegt sei ein Involutionssystem nullter Ordnung 
N=%, .., N=-%, 


und sein N 41, .--, N,, H bekannte Lösungen des Systems 


N,9)=-0, ..., (ND)=-0, 


die eine Gruppe mit m ausgezeichneten Funktionen ‚ sämtlich von nullter 
Ordnung, bilden. Alsdann genügen zur Bestimmung der 21 + m fehlen- 
den Lösungen die Operationen 


an 


Sind dagegen die m ausgezeichneten Funktionen nicht sämtlich von null- 
ter Ordnung, so sind im allgemeinen die Operationen 21, 21— 2, [366 
...,.6, 4, 2 erforderlich. 


Zugefügt soll noch sein, daß dieses Theorem die größtmögliche 
Integrationserniedrigung angibt. Hierüber ausführlicher im zweiten Teile 
meiner „Allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung“, die bald in den „Mathematischen Annalen“ ) gedruckt 
werden wird. 


ae, f 


1) [Math. Ann. Bd. XI, S. 464—567, vgl. besonders $ 5, S. 479—487; d. Ausg. 
Bad. IV, Abh. III] 
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XVllla. 


Selbstanzeigen von XVIII. 


1. Bulletin d. Sc. math. et astr., Bd. XII (II. Ser. Bd. II), Abt. 2, S. 384. 
Paris, Dezember 1877. 


BOtenb. 50, E dess Foncions 3d6 2 ,...,.%, 9... 9... qui 
satisfassent deux & deux ä l’equation: 


(fi fi) Br 0, 


et soient f,, -- -, ..., f, des solutions des equations 


(1) (A,N=°, en N=0. 


Supposons que ces quantites satisfassent ä une @quation de la forme 
pda +... +2,da,=Fafh +t-:-+F,daf,+qaPV; 
F' 


+19, F, seront les solutions manquantes des Equations (1). 
La quantite V satisfera aux @quations 


Y,2-V1l=9, 20) [„2e-V]=°, 


2 designant la fonetion inconnue. Ayant determine V par une quadra- 
ture, on trouvera F,,, --., #, par differentiation. 

Ce theoreme fondkmlental embrasse, comme cas partieuliers, d’une 
part la theorie du dernier multiplicateur appliquee aux equations ä 
differences partielles, d’autre part le theoreme suivant: Si les quan- 
tites fi, -.., f„, satisfaisant deux ä deux ä l’Equation (f,f) =, 
sont independantes par rapport ä 9,, ..., ?2,, On pourra, par 
differentiation et une quadrature, trouver les n—1 man- 
quantes solutions de l’&quation (f,f) =. 

Mais, outre cela, le theoreme precedent donne les solutions man- 
quantes des @quations (1) dans une serie de cas auparavant inconnus. 
Combine avec le theoreme de Poisson et de Jacobi, il donne 
toujours les solutions manquantes, lorsque ces solutions 
peuvent &tre determinees par des operations executables, 
c’est-ä-dire par des quadratures et des differentiations. 

Entre les consequences importantes du theoreme @nonce, on doit 
remarquer la suivante: La determination de 2m +1 solutions 
manquantes des equations (l) ne demande jamais des integra- 
tions plus difficiles que la determination de 2m telles solu- 
tions. En posant m = 0, on retombe sur la determination de la der- 
niere solution par le dernier multiplicateur. 


286 XVII. Resum& einer neuen Integrationstheorie. Selbstanzeigen 
2. F.d. M., Bd. VII, Jahrg. 1876, S. 212—213. Berlin 1878. 


Es sei , =@, ..., f,=«, ein vorgelegtes Involutionssystem, und 
a4: , f, seien bekannte Lösungen von 


Besteht nun eine Relation der Form [213: 
Zpdz—Fdfh +... + Fed + For li + + Far, + AV, 


so sind F,,, -- ., 7, die fehlenden Lösungen des Systems (1), während 
V die Gleichungen 


Ina. hier, Vo Al 


befriedigt. 
Ist andererseits fj, -.., f, eine vorgelegte Gruppe mit m un- 
bekannten ausgezeichneten Funktionen, die 2,, ..., 2,, heißen mögen, 


so ist es immer möglich, ein vollständiges System aufzustellen, welches 
dieselben Lösungen wie das System 


s AUN=I, -.:, Auf) 0 
besitzt. 


Aus diesen beiden Sätzen lassen sich wichtige Integrationsverein- 
fachungen herleiten. L. 


Vgl. auch die Selbstanzeige der Abhandlung Nr. 40 in Bd. IV dieser Ausgabe. 


XIX. 


Neue Integrationsmethode 1 
der Monge-Ampöreschen Gleichung. 


Von SopnHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. I, Heft 1, S. 1—9, ersch. Januar. Kristiania 1877. 


Bei einer früheren Gelegenheit (Akademie zu Christiania 1872, 
„Kurzes Resume“ usw. [hier Abh. I, S.1—3)] stellte ich die Behauptung 
auf, daß eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form 


(1) rt—®+Ar+Bs+0t+D=0 
mit zwei distinkten und allgemeinen intermediären Integralen 
(2) u fv)=0, %— po) = 0 
durch eine passend gewählte Berührungstransformation auf die Form 
s=( 

gebracht werden kann. 

Auf diese Bemerkung, deren Richtigkeit ich heute nachweisen 

werde, läßt sich, wie ich schon 1873!) angedeutet habe, eine schöne 
neue Integrationsmethode dieser Gleichung, die im folgenden entwickelt 
werden soll, begründen. Dabei setze ich einerseits die bisherige Theorie 
der Monge-Ampereschen Gleichung, andererseits diejenigen Theorien, 
die ich in der Abhandlung „Begründung einer Invariantentheorie der 
Berührungstransformationen“?) entwickelt habe, und endlich auch das [2 


sogenannte Mayersche Theorem als bekannt voraus. Ich benutze die 
Terminologie meiner soeben zitierten Abhandlung. 


I 
1. Besitzt die Gleichung (1) die beiden intermediären Integrale (2), 
so bestehen bekanntlich die folgenden Relationen 
(3) [u] —=0, uyn]=09, [uw] =0, [ev] = 0 
[u, v;] = 0, [ügvs] z 0. 


1) [Vgl. hier S. 64, Anm.] 
2) [Math. Ann. Bd. VIII, d. Ausg. Bd. IV, Abh. I.] 
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Ferner weiß man, daß keine Funktion von «,,®, sich als Funktion 
von %,,®, ausdrücken läßt, das heißt, daß keine Relation der Form 


(4) F(u,,v,) = Plus, %,) 


stattfindet. Endlich erinnere ich auch daran, daß man seit Bour das- 
jenige vollständige System zwischen den Variabeln 2,x,y,»,q 


(8) auN)=d, ef)=0, y(f)=0 


aufstellen kann, dessen Lösungen «,, v, sind, und ebenso das voll- 
ständige System 


(6) o(f)=0, ß(f)=0, rf)=9, 


dessen Lösungen u, und v, sind. Dies sind diejenigen Sätze der bis- 
herigen Theorie der Monge-Ampereschen Gleichung, die ich im fol- 
genden als bekannt voraussetze. 


2. Statt der Variabeln z,x,y,p,g führe ich, wie ich pflege, neue 
Variabeln durch die Substitution 
(7) en er a ee er, eh 
ein; dabei gehen u,,v,, 4, in Funktionen von &,, &g, X3, Pı> Par Pa 
über, die bezüglich U,, V,, U,, V, heißen mögen; und zwar sind die 
U und Y nach meiner gewöhnlichen Terminologie Funktionen nullter 
Ordnung. Zwischen ihnen bestehen wegen (3) die Relationen 


a [3 
. (0,9,)20, (0,7)20, 


und wegen (4) kann keine Funktion von U,, V, als Funktion von U,,V, 
ausgedrückt werden, 

Da (U, V,) von Null verschieden ist und außerdem, als Größe 
(— 1)-ter Ordnung hinsichtlich der p, sich nicht als Funktion von D, 
und V, ausdrücken läßt, so enthält die von U, und V, bestimmte 
Gruppe jedenfalls drei Glieder. Dementsprechend ‘muß auch die durch 
U, und V, bestimmte Gruppe drei oder noch mehr Glieder enthalten. 
Nun aber ist es klar, daß unsere beiden Gruppen in Involution liegen, 
und daß also die Summe der Zahlen der Glieder gleich sechs ist. Folg- 
lich enthält jede Gruppe drei Glieder, und da jede dreigliedrige Gruppe, 
die kein Involutionssystem ist, eine ausgezeichnete Funktion enthält, 
können wir schließen, daß unsere beiden Gruppen eine gemeinsame 
ausgezeichnete Funktion enthalten. Wäre diese Größe von nullter Ord- 
nung, so verschwänden die Ausdrücke (U, V,) und (U, V,); folglich 
können wir die gemeinsame ausgezeichnete Funktion, die P, heißen 
mag, von erster Ordnung annehmen. 


(8) 
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Unsere Gruppen besitzen nach dem Obenstehenden die kanonischen 
Formen 
X,P,P, und X,,P,P;, 
und ihre Funktionen nullter Ordnung sind 


2. 5 und X,, 


P, 

u 

Also haben die intermediären Integrale (2) die Form 
p, P, 

Po; f(X), Br p(X;,). 


3. Wir bezeichnen wie gewöhnlich mit X, diejenige Größe, die 
die Gleichungen 


(X, 5) az (P,X;) = (X,X,) = (PsX;) 0, (P,X,) _. 
erfüllt, und führen sodann die kanonischen Größen X,, X,, X,, [4 
P,,P,, P, vermöge der Berührungstransformation 

=X,»,-=P, (=1,2,3) 
als neue Variabeln ein. Setzen wir dabei, den Gleichungen (7) ent- 
sprechend: 


pı p} 

nie ‚ G Ü ’ G 1 E 2 (4 

% %, %=Y;, 2, : 2; Ze ee 
Ps P3 


so nehmen unsere intermediären Integrale die Form 
n- f(&), ‘= p(y), 


und folglich geht Gleichung (1) durch unsere Berührungstransformation 


über in die Gleichung 
‘=, 


deren allgemeines Integral 2’ = f(x’) + p(y’) ist. 
Hiermit ist die Richtigkeit meiner alten Behauptung nachgewiesen. 
Es steht zurück, zu zeigen, daß sich hieraus ein wesentlicher Vorteil 
für die Integration der Monge-Ampereschen Gleichung ziehen läßt.') 
L) 


H:; 


. 4. Wir entwickeln zunächst einen Hilfssatz, der übrigens ein selb- 
ständiges Interesse darbietet. 


1) Aus dem Obenstehenden folgt insbesondere, daß zwei beliebige Gleichungen 
der Form (1), deren jede zwei intermediäre Integrale (2) besitzt, durch eine pas- 
send gewählte Berührungstransformation in einander übergeführt werden können. 
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Ist irgend ein vollständiges System zwischen den Variabeln x,,..., & 
Pır ++ Pa, elwa 
Mu=0, Mu=/(, ..., Mu=0 


n’ 


vorgelegt, so kann man immer dasjenige vollständige System aufstellen, 
dessen Lösungen dadurch charakterisiert sind, daß sie mit allen Lösungen 
des vorgelegten Systems in Involution liegen. 


Beweis. Die q Gleichungen Mu=0 erlauben g Differential- [& 
quotienten von u als Funktionen von den übrigen 2» — g, etwa von 


du au du du 
da,’ .. .. da,’ dp,’ un . dp, 


auszudrücken. Diese Werte in (uv) eingesetzt, geben 


k=t ı=c 
U U 
(uv) = > da, O,v - > dp .e B 
k=Yr i=a 


wo die Größen Cv die Differentialquotienten von v linear enthalten. 
Soll daher (uv) gleich Null sein, so müssen wegen der Unabhängigkeit 
der zurückgebliebenen Differentialquotienten von u die 2n—g Größen 
Cv sämtlich verschwinden. Bestehen andererseits die Gleichungen 


OGv=0, ... On-t=0, 


so ist es klar, daß die Lösungen derselben zu den Größen u in Invo- 
lutionsbeziehung stehen. Bilden daher diese 2”— q Gleichungen ein voll- 
ständiges System, so ist dasselbe das gesuchte System. Im entgegen- 
gesetzten Falle bildet man die Ausdrücke C,(O,%)) — C,(C,w)) und 
erhält hierdurch schließlich in der bekannten Weise das gesuchte voll- 
ständige System. 


5. Führt man die Variabeln x,,2,,%, Pı,Pg,P, in (5) ein, so er- 
hält man drei Gleichungen, denen U, und V, genügen. Da diese Größen 
von nullter Ordnung sind, so ist 


eine vierte Gleichung, die von U, und V, befriedigt wird. Man kann 
daher immer dasjenige vollständige System aufstellen, dessen Lösungen 
TD, und V, sind. Nun aber besteht der Inbegriff derjenigen Größen, die 
mit U, und Y, in Involution liegen, eben aus den Gliedern der Gruppe 
Xg, P;, P5;. Daher erlaubt der obenstehende Satz dasjenige vollständige 
System aufzustellen, dessen Lösungen X,, P,, P, sind. Sei 


(9) AFFAIRE 0 [6 
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dieses System. In entsprechender Weise findet man das vollständige 
System 
(10) AF=0, BF=0, GF=0, 


dessen Lösungen X,, P,, P, sind. 
Die Größe P, genügt den sechs Gleichungen (9) und (10), unter 


denen fünf unabhängig sind. Ferner ist 
dr, 
Sp Fr P;. 
Folglich findet man die Differentialquotienten von P, hinsichtlich der 


x, und p, als Funktionen von diesen Größen und von P, selbst, und 
zwar haben diese Ausdrücke die Form 


ap. 
FF — P,. R(a,, 22, %, Pi, Pa, P3), 
ap. 
äp, PR. 5, (1 Xp, %g, Pı, Pa, Ps): 


Daher gibt eine Quadratur die Größe log P, und also auch P, selbst. 

Da X, eine ganz beliebige Funktion nullter Ordnung der Gruppe 
X,, P,, P, bezeichnet, so findet man diese Größe, indem man eine be- 
liebige Lösung des vollständigen Systems (5) bestimmt. Dies verlangt 
eine Operation 2. In entsprechender Weise findet man X,, indem man 
vermöge einer Operation 2 eine beliebige Lösung des vollständigen 
Systems (6) aufsucht. 


6. Sind diese Bestimmungen ausgeführt, so findet man P,, P, und 
X, folgendermaßen durch drei Quadraturen. 
P, genügt den Gleichungen 


Erle BED, ED. PX) 1 
Bringen wir daher P, auf die Form 


ek Wa, %g, %, a af 
so erhalten wir vier Gleichungen zur Bestimmung von W, die von [7 
fünf Argumenten abhängt. Ist W, eine beliebige Lösung dieser Glei- 


chungen, so ist 
W=W,+&2(X,), 


wo & eine arbiträre Funktion von X, bezeichnet, die allgemeine Lösung, 
und da X, bekannt ist, so geschieht die Bestimmung von W nach 
einem bekannten Satze vermöge einer Quadratur. — In entsprechender 


Weise findet man die Größe P, vermöge einer Quadratur. 
19* 
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Um endlich X, zu bestimmen, stellt man die sechs Gleichungen 
dX, 
(X, X;) 2 (P,X,) . (X,%,) x (P; X,) =(, a =1], p äp =( 


auf. Dieselben bestimmen die Differentialquotienten von X, hinsicht- 
lich %,%,,%, P4,P2,P; als Funktionen dieser Größen, und folglich 
findet man X, durch eine Quadratur. 


«. Führt man jetzt X,,X,,X,, P,,P,,P, als neue Variabeln 
ein, so ist, sahen wir früher: k 


X%=f(X,)+9p(X,) 


das allgemeine Integral der Gleichung (1). Wünscht man zu den ur- 
sprünglichen Variabeln zurückzukehren, so geschieht dies nach den 
gewöhnlichen Regeln für eine Berührungstransformation. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 


Theorem. Ist eine Gleichung der Form 
rt—®+Ar+Bs+0:i+D=0 


vorgelegt, welche zwei distinkte und allgemeine intermediäre Integrale 
besitzt, so stellt man die beiden vollständigen Systeme auf, welche die bei- 
den Scharen Charakteristiken bestimmen, und sucht für jedes System eine 
Lösung. Gelingt dies, so verlangt die Integration der vorgelegten Monye- 
Ampereschen Gleichung nur Quadraturen. 


Zu bemerken ist übrigens, daß die beiden Operationen 2, die [8 
verlangt wurden, auf eine einzige Operation 2 reduziert werden können, 
weil die betreffenden simultanen Systeme unabhängig sind und daher 
durch Einführung eines Parameters auf ein einziges äquivalentes System 
reduziert werden können. In entsprechender Weise können die beiden 
Quadraturen, die P, und P, geben, auf eine einzige Quadratur redu- 
ziert werden. 


8. Hat eine Monge-Amperesche Gleichung nur eine Schar Charak- 
teristiken und besitzt sie dabei ein allgemeines intermediäres Integral 
u— f(v) = 0, so stehen die Größen « und v bekanntlich in Involutions- 
beziehung, das heißt, es ist 

[wv] = 0. 

Bezeichnen wir nun mit w eine von u und » unabhängige Lösung 

des Systems 

[uw] = 0, [vw] = 0 
und mit ©, und ®, zwei arbiträre Funktionen von u, v und w, so be- 
stimmt die Gleichung 


o, = ıb(@,) 
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immer ein intermediäres Integral. In diesem Falle gibt es also nicht, 
_ wie man zu sagen pflegt, nur ein intermediäres Integral, sondern es 
gibt unbegrenzt viele solche Integrale. 
Die Größen u, v und w sind die Lösungen eines vollständigen 
Systems, das man aufstellen kann, wenn die betreffende Gleichung 


rt—_ ?+Ar+Bs+(0t+D=0 


vorgelegt ist. Zur vollständigen Integration dieser Gleichung ist es 
notwendig, alle Lösungen des besprochenen vollständigen Systems zu 
bestimmen. 

Man braucht daher in diesem Falle, indem man Mayers und 
meine neuen Integrationstheorien anwendet, nur die Operationen 3, 2, 1. 


Note. [9 


Die in dieser Abhandlung gegebenen Theorien lassen sich leicht 
_ auf Gleiehungen zweiter Ordnung zwischen » Variabeln mit allgemeinen 
_ intermediären Integralen ausdehnen. Hierbei stütze ich mich auf meine 
_ Theorie der homogenen Gruppen!); für jedes » gibt es eine begrenzte 
Anzahl Typen. 





1) [Hier Abh. VIII, S. 64—95 und Bd. IV d. Ausg., Abh. 1.] 
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XIXa. 
Selbstanzeigen von XIX. 
1. Repertorium Bd. II, 8. 407. Leipzig 1879. 
Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form 
(1) rtt—®+4Ar+Bs+0t+D=0 
mit zwei distinkten und allgemeinen intermediären Integralen 
u-fe@)=0, WW pn) — 0 
erhält durch eine zweckmäßige Berührungstransformation die Form 
's=(. 


Wünscht man eine solche Gleichung (1) zu integrieren, so bildet 
man nach Bour die beiden vollständigen Systeme, deren Lösungen be- 
ziehentlich ,,v, und %, ®, sind. Gelingt es, zu jedem System eine 
Lösung zu finden, so verlangt die Integration von (1) nur eine Anzahl 
Quadraturen. 

Damit stimmt vollständig überein eine französisch geschriebene Selbstanzeige 


in dem „Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques“, Bd. XIV (II. Ser., 
Bd. III), 2. Abt., S. 185. Paris, November 1879. 


2. F.d.M., Bd. IX, Jahrg. 1877, S. 269—270. Berlin 1880. 


Diese Selbstanzeige stimmt fast wörtlich mit der vorhergehenden überein, es 
heißt aber jetzt „so verlangt die Integration der Gleichung (1) nur eine Qua- 
dratur“‘, und außerdem folgt zuletzt noch der Zusatz: 


Hat die Gleichung (1) ein allgemeines intermediäres Integral und 
besitzt sie dabei nur eine Schar Charakteristiken, so kann sie die kano- 


nische Form e 
r=(0 


erhalten. Hierauf läßt sich in diesem Fall keine neue verbesserte In- 
tegrationsmethode gründen. L. 


XX, 
Die Störungstheorie und die Berührungstransformationen. [129 


Von SorHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. II, Heft 2, S. 129—156, ersch. Mai. Kristiania 1877. 
In der Störungstheorie handelt es sich um die Erledigung des fol- 
genden Problems: 


Problem I. Bestimme die allgemeinste Transformation 
Kl, 5 A Pr ee P,); 
Tepe, ey, Di) (k=1,...,n), 


welche gleichzeitig sämtliche simultane Systeme der Form 
dF dF 
dam A 9, = 4m; dt (k=1,...,n, 


in Systeme derselben Form zwischen den neuen Variabeln 
überführt. 

Jacobi und Bour haben bekanntlich gefunden, daß die allgemein- 
ste Transformation der verlangten Art durch die Gleichungen 


(0) (X, X) = (X,P,) =-(P,P)=0, (P,X,)=1 
‚definiert wird. 


Für die Theorie der Berührungstransformationen liegt auf der an- 
deren Seite nach mir das folgende Problem zu Grunde: 


Problem II. Bestimme in allgemeinster Weise 2n Größen 
X: X Pur ---, P, als Funktionen von %,,..., 2.» Pır ++» Pa 


n) 


derart, daß eine Relation der Form 
PdaX,+---+P,aX, = pda, +. +p,de,+dV 
stattfindet, dabei vorausgesetzt, daß V als eine unbe- [130 


stimmte Funktion von &,, ..., p, aufgefaßt wird. 
Nach mir erhält man die allgemeinste Erledigung dieses Problems, 
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indem man ein beliebiges Größensystem X,, P, nimmt, welches die 
Relationen (0) erfüllt.?) 

Hiermit war ein genauer Zusammenhang zwischen zwei anschei- 
nend verschiedenen Problemen entdeckt. Dieser Zusammenhang war 
für meine synthetische Auffassung a priori so klar, daß ich bei einer 
früheren Gelegenheit?) das Problem II nur als eine andere Form des 
Problems I bezeichnete. Nun aber habe ich in Erfahrung gebracht, daß 
selbst ausgezeichnete Mathematiker nicht den inneren Grund dieses Zu- 
sammenhanges klar eingesehen haben. Darum halte ich es für zweck- 
mäßig, durch analytische Betrachtungen eingehend nachzuweisen, daß 
die betreffenden Probleme sich wirklich gegenseitig auf einander zurück- 
führen lassen. Gleichzeitig zeige ich, daß meine früheren Untersuchungen 
über Berührungstransformationen zwei allgemeine Probleme, die als Ver- 
allgemeinerungen des Problems I aufzufassen sind, erledigen. 

Im Anschlusse an das Vorangehende beweise ich sodann durch 
neue Betrachtungen, daß die Differentialgleichungen der Mechanik wie 
auch diejenigen der Variationsrechnung sich auf die kanonische Form 
bringen lassen. Die berühmte Hamilton-Jacobische Theorie erhält 
hierdurch vielleicht eine größere Einfachheit als früher. 

Im letzten Paragraphen erledige ich das folgende Problem: 


Problem III. Bestimme die allgemeinste Transformation, 
die ein vorgelegtes System der Form 


dF dF 
ap, 9%: dp, = — z— di (k=1,..,%) [131 


da, = N 


in ein ähnliches System überführt. 


Die betreffenden Transformationen, die nun nicht mehr von der 
Form von F unabhängig sind, sind im allgemeinen keine Berüh- 
rungstransformationen. 

Endlich gebe ich, doch ohne Beweis, einen allgemeinen Fall an, 
in dem die Bien eines vorgelegten simultanen Systems entspre- 
chende Vereinfachungen wie diejenige eines kanonischen Systems zugibt. 


1) Jacobi betrachtet Problem II, indem er die weitere Forderung hinzufügt, 
daß die Gleichungen X, =q,,..., X,„=a, sich hinsichtlich p,, ..., 2, auflösen 
lassen sollen. Er erkennt die Notwendigkeit der Relationen (0), bei seiner Frage- 
stellung ist aber das Stattfinden derselben nicht hinreichend. 

2) [Hier Abh. VII, 8. 49, Z. 1—-7.] 
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8 1. Allgemeine kanonische Systeme. 
1. 2» Gleichungen der Form 
(1) IE rege Y,(&,, Im Pır + p,)0t, 
9 == Er +: Bm Pr PIE e=heun) 
in denen öt eine beliebige infinitesimale Größe bezeichnet, bestimmen 
eine infinitesimale Transformation zwischen den Variabeln z,,...., 


In Pır * + Da 
Ich verlange nun insbesondere, daß diese Transformation eine in- 
finitesimale Berührungstransformation sein soll, analytisch ausgesprochen, 


daß die Differenz 
pda, + + pda, — (md, ++ 9,08,) 
ein vollständiges Differential d2 sein soll. Dies gibt die Bedingungs- 
gleichung 
,2p.da, = d2, 
oder ausgeführt 


op; ö 
2; Kr d%, + PD; 5; (da,)) =d2, 


woraus durch Vertauschung der Symbole ö und d 
dp; dw _ 
2 (5 da, + p,d,4) Reh 
Indem wir hier die Werte (1) von dx, und dp, einsetzen, finden wir 
die Gleichung 


Z,(Q,dx, + p,dY,) = d2, [132 
die mit den 2» folgenden äquivalent ist: 
da an sa 2 av, 
arte. 5 Fe 
Dies gibt 
d BET day, 
au, (+ Zip 32) 2% +2%,P; FE 
d dir du day, 
dp, (0. + 2005) a, 


und durch Wegwerfung der sich aufhebenden Glieder: 
aQ, dQ, AR, PR OER 5 ART N 


de, de,’ dp, ur dp,’ 
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woraus folgt, daß Y, und @, die partiellen Derivierten hinsichtlich », 


und — x, einer Funktion von &,, ..., Zn Pır +, 2, Sind: 


Y dF aF 
r dp,’ % de, 
Dies gibt: 


Satz 1. Eine jede infinitesimale Berührungstransformation zwischen 
x, p besitzt die Form 
dF dF 


° 


dt (=1,..4n), 





wo F eine beliebige Funktion von &,, ».:, Un Piy - +, P, Dezeichnet.‘) 


2. Ich suche jetzt umgekehrt den allgemeinsten Ausdruck [133 


k=n . k=n 
W-2Xn, .. P)AR, +3 Pa, 2 Pu) AD; » 

welcher die Eigenschaft besitzt, daß der Ausdruck 

8W „j(dWädF däwär 

a ala am am am)’ 
welche auch die Funktion F' sein mag, immer ein vollständiges Diffe- 
rential ist. 

Die Bedingungsgleichung 
FrE = art, OR ER p,) 


nimmt durch Ausführung die Form 


dr dF 
daR = 2,X,d dp, _ 3,(F X,)da, ag: 2, P,d da, E- Z,(FP,)ap, 


woraus 
d2 d’F. d’F 
da, — Kr ande, Frlramaa, t FR) 
a8 ar ar 





1) Vermöge dieses Satzes nimmt das Problem I die Gestalt an: „Bestimme die 
allgemeinste analytische Umformung, vermöge deren sämtliche infinitesimale Be- 
rührungstransformationen solche bleiben.“ Es ist selbstverständlich, daß eine jede 
Berührungstransformation eine solche Umformung ist. 
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und finden so, indem wir die sich aufhebenden Glieder weglassen, 


Ha) 


dX, @F dp, @F 4F ee 
ED ana nt 


4% @F_ „dB @F 
a dp, dp,dx, ’ dp, dx,de, 


Diese Relation soll bestehen, welche auch F ist. Vereinigen wir da- 
her diejenigen Glieder, die denselben Differentialquotienten von F ent- 
halten, so müssen die hervorgehenden Koeffizienten eines jeden [134 
solehen Differentialquotienten gleich Null sein. Dies gibt die folgen- 
den Gleichungen: 














a u lee 
(2) dp, da; =( fur R 5 ®, 
(3) 4X, _d4P, _4X, _ AP, 
dp, dx, dp, de,’ 
(4) X, IK _ 
dx, dx, 3 
(5) 4P,_IPAr_o 
ap, Pu f 
(6) o. (3 Re ge) LE (> S en) zo 
de\an, an). : amN\a an) 
Die beiden letzten Gleichungen zeigen, daß die Größe 
4%, AR, 
ap, de, 


konstant und gleichzeitig wegen (3) von der Zahl v unabhängig ist. 
Indem wir daher mit A eine absolute Konstante bezeichnen, können 


wir setzen 


I FI 4, 
woraus 
” u San . 
(Ü) ap dx, —= (0) e@=1,..,R) 


Andererseits ist klar, daß die Gleichungen (2) und (4) sich fol- 
gendermaßen schreiben lassen: 


4X, — Am) „AH, 





< 
dp, da.’ ksov, 
d(X,— Apı) _ d(X,— Ap)), 
dx, dx, 


Diese Gleichungen zusammen mit (5) und (7) zeigen, daß die Größen 
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X,— Ap, und P, die partiellen Derivierten hinsichtlich x, und p, einer 
Funktion vom 2, -::, 2, Priyi-.., Pisind: 


aU dU 


2 Aue da,’ dp, 


(k=1,..,R). 
Hieraus ergibt sich, daß der gesuchte Ausdruck W die Form [135 


2, (Ap, + 2) da, + 2 „.dD, 
oder was auf dasselbe hinauskommt, die “ar 


AZ,p,dz, + dU 
besitzt. 
Man verifiziert umgekehrt leicht, daß dieser Ausdruck immer die 
verlangte Eigenschaft besitzt, welche auch die Konstante A und die 
Funktion U ist. Denn es ist 


8 
Z,r,dz, = I Ped0, + 2, z 


woraus 


andererseits ist 


Also können wir den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 2. Besitzt ein vorgelegter Ausdruck 
W=2,X,dr, + 2,P,dP, 


die Eigenschaft, daß (FW) immer ein vollständiges Differential in &,, . - -, 
ur Pır ---, P„ ist, welche auch die Funktion F sein mag, so besitzt W 


die Form AZ,p,dt, + AU. 


3. Dies vorausgesetzt, werde ich mir denken, daß man in das 


ft 


simultane System en 
dF dF 
(8) Im Marge k=1,...0) 


und in den Ausdruck 
pda, +...+2,4%, 


anstatt 2, - - -, 2» Pı> - - -, P„ neue Variabeln, etwa %,, .. -, Ya, Ir ++ +» In 
einführt. Hierbei sollen y, und q, zunächst keiner anderen Beschränkung 
unterworfen sein als der selbstverständlichen, daß sie unabhängige [136 
Funktionen von %, --., Ip» Pi» :: -, 2, Sind. Sei 

oy, = 1,0, 6g, = x,0t (k=1,...,n) 
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die neue Form des simultanen Systems (8) und sei 
2,p,d2, = 2,Y,dy, + 2,94, = W, 


wo Y, und Q, gewisse Funktionen von Yı, ..., Yı 9 +++, 4, Sind. 
Nach dem Vorangehenden ist nun 


oW aWdF dWar 
al a ann ar) TR 


Also kommt, indem wir auch hier die neuen Variabeln einführen: 
aW 
en PR Zu, 2) = AR 


Verlangen wir daher insbesondere, daß n, und x, die Form 


d® d®d 
er aREr TR OR SER) 
besitzen sollen, welche auch die Funktion F sein mag, so muß nach 
dem Satze 2 W aufgefaßt als Funktion von Y, ». +, Ya» Ar +++ In 


die Form 


W=A2,g,dy, +dV 
besitzen, und es ist somit 
Z,2,da, = Azug,dy, +aV, 


was darauf hinauskommt, daß unsere Transformation eine Berührungs- 
transformation zwischen &,, ..., %» Pıy - > 2, und Yıyı 2, Ynr Jay + = > In 
sein muß. Also: 


Theorem I. Besitzt eine vorgelegte Transformation zwischen &,,..., 
u Pır -- 9 und Yır :: +, Ya Hr: 4 We Eigenschaft, jedes simul- 
tane System der Form 


daF dF 
Frag dp, = a. (k=1,..5%) 


dor, = 
in ein ähnliches System zwischen Yı, - +, Yns Hs ++, 9, Überzuführen, 
so ist sie eine Berührungstransformation und es besteht also eine Rela- 


tion der Form 
2,9,40, — A2,g,dy, + aV. 


4. Ich verlange nun insbesondere die allgemeinste Berührungs- [137 
transformation zwisoben 2, .i25@;, Pr, ‚iz P,und Y, u, Yaylısarz Qu 
die ein vorgelegtes kanonisches System 


d 
d2,= an, op, = — 01 (k=1,..,n) 
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in ein bestimmtes anderes System 


9  t =1,...n) 


überführt. Anders ausgesprochen, ich suche die allgemeinste Berührungs- 
transformation, welche den Ausdruck 


(Xıf) 
(Hf) 


überführt. Nach meiner Theorie der Berührungstransformationen kommt 
dies darauf hinaus, die allgemeinste Berührungstransformation zu suchen, 
welche X, in Y, überführt. Man findet dieselbe, indem man in all- 
gemeinster Weise zwei kanonische Gruppen 


Ro r pn PR 


n 


n.2.,.3. 0. .,8 


respektive in den Variabeln x, p und y, q aufsucht, in die X, und Y, 
eingehen. Setzt man alsdann 


%, =, B-U a, 


in 


so definieren diese Gleichungen die allgemeinste Transformation der 
verlangten Art. 

Insbesondere kann man verlangen, daß Y, dieselbe. Funktion von 
den y,, q, wie X, von den x,, ?, sein soll. Die Erledigung dieses 
speziellen Problems folgt ohne weiteres aus dem soeben Gesagten.. 


5. Wenn gleichzeitig mehrere Gleichungen der Form 
(9) ME) -U, Ci, (dr: Bu) 


vorgelegt sind, so kann man die allgemeinste Berührungstransformation 
suchen, welche sie bezüglich in = 


(,F)=0, ne (8,F)=0 Ye 9,) 


überführt. Dies kommt darauf hinaus, die allgemeinste Berührungs- [138 
transformation zu suchen, die bezüglich F\,..., f,im ®,...,®, 
überführt. In meiner Invariantentheorie der Berührungstransformationen 
(Math. Ann. Bd. VIII, S. 272)!) habe ich gelehrt, durch ausführbare 
Operationen zu ottncheideii, ob ein vorgelegtes Problem dieser Art 
möglich ist. Ist dies der Fall, so findet man die gesuchte Transfor- 
mation durch die Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen. 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 16, Nr. 36] 
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Bilden insbesondere die Gleichungen (9) ein vollständiges System, 
so kann man die allgemeinste Berührungstransformation suchen, die 
dasselbe in ein anderes vollständiges System 


(B9,F)=0, (&F)=0, 


zwischen %, -.:, Ya» 9» ---, Q„ überführt. Nach mir (Math. Ann. 
Ba. VIII, S. 251 und fg.)!) müssen F\, ...., F, und ®,, ®,,.... Grup- 
pen mit gleichvielen Gliedern und gleichvielen ausgezeichneten Funk- 
tionen bilden. Ist diese Forderung erfüllt, so bringe man diese beiden 
Gruppen auf ihre kanonischen Formen 


N 


r=o 


Y,, 2 Los Q, / er; 


und suche sodann in allgemeinster Weise zwei kanonische Größen- 
systeme 
d r 

Zi BE. 20 


n 


ee 
‚Alsdann definieren die Gleichungen 
X, =Y., P=-4 (k=1,...,n) 


die allgemeinste Transformation der verlangten Art. 


$ 2. Kanonische Systeme, deren charakteristische Funktion 
die Form p +f(&; Xs ...,9 Ins Pı> ...,; Pn) besitzt. 


Ich wende mich jetzt zu dem für die Anwendungen auf die Me- 
chanik und die Variationsrechnung wichtigen Falle, daß die charakte- 
ristische Funktion die Form 


p + fe, Uyoeıy Zn Pır ++) P,) [139 


besitzt. In dem entsprechenden simultanen Systeme 


ex. Bi, ID u Ye) 
1 äf df df 
02 2200 22 08 
brauchen wir das Glied 
ze 
df df 
de da, 


nicht mitzunehmen, weil die übrigen Glieder p gar nicht enthalten. 
Zu bemerken ist im übrigen, daß jetzt die Hilfsgröße t gleich x ist. 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 10—13, Nr. 23—29.] 
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6. Wir suchen das allgemeinste Gleichungssystsm 
EEE At 22 een Up Dir: Pu)0%, 
1 ek IC /E ‚Per %y Pır ++, Pn)O Ben 
vermöge dessen der Ausdruck 
0) 
dx (pda) +...+p,da,) 


die Form 
Run, 0, 0..008 


annimmt. Diese Forderung wird ausgedrückt durch die Gleichung 


k=n k=n 


Ze, + Znd2, -dd- oda, 


woraus 
a8, d® 
SD a, td, a 
dä, _ d® a 
er 7 a 
d$, dd 
irre Mor 


Hieraus ergibt sich, indem wir wie früher verfahren: 


am _ din dm __d du dh 

da; da,’ dp; da,’ dp; dp; 
an _-_ da: dE _ de 
N Ta N 


Also gibt es eine solche Funktion U von 2, %,, ..., a» Pıy =: > Da, [140 


daß 


en en du 
= ar kelharR) Ber 


> 
r 


Also 
Satz 3. Desitzt der Ausdruck 2 (pdz, +... + p,dx,), gebildet 


vermöge der Gleichungen 
02, = 8,01, dp, = 18% (k=1,..40), 


die Form dW + wdx, so gibt es eine solche Funktion U von x, %,, 
U Dir ++ Dim, daß 


ET eye u 
dp’ 7 der Be 


sind. 
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7. Wir suchen sodann den allgemeinsten Ausdruck 


ken 


3% de, +3P,; dp, + Xdz=W, 


dessen Differentialquotient hinsichtlich z: A , gebildet vermöge der 


Gleichungen 


dK dK 
Ö%, =2n dp; dx, öp, u Tee (k=1,..., n), 


die Form dQ& + odx besitzt. Vorausgesetzt wird dabei, daß X keine 
bestimmte Größe ist, sondern vielmehr als eine unbestimmte Funktion 
—m22,..,20, 2.5.3, aufgefaßt wird. 
Die Bedingungsgleichung 
oW 


nimmt durch Ausführung die Form 
dK dK 


+23(p+K, X,)dx, + Zw+K, P,) dp, + (p +iK, X)d, 


woraus 


daR d’K d’K 

Tr IK, ande, + aan (P+K,X,) u 
d2 dK GR e 

dp, 2%, SP, iz, dp, +(p+K, E) 

daR #’K ER a 
al Aa Pr © 


Jetzt bilden wir die Identität 
SR EN 
dp, de, dx, dp, 
und finden so, indem wir die sich aufhebenden Glieder weglassen: 
dX,;, d’K dP, d’K dK 
De ande Fr apı Baden + Pr a) + lan Fu) = 
TEE ER he Ihe ER < 
2 dx, dp,.dp, en da, da,dp, (p +&, dx ) Fr N) en 


u 








Diese Relation soll bestehen, welche auch die Funktion K ist. Ver- 
einigen wir daher diejenigen Glieder, die denselben Differentialquotien- 
ten von K enthalten, so müssen die in dieser Weise hervorgehenden 
Koeffizienten eines Toden solehen Differentialquotienten gleich Null sein. 
Dies gibt die Relationen: 


Sophüs Lie: Gesammelte Abhandtungen. Bd. III 20 
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> Al} cH hi 
dp, el ds, = 0, wenn kSv, 
(@) 4%, ,0P, „dXu/_ AP, 
dp, de, dp, ax,’ 
ara de AH 0 
az‘ da, ap ad 
Le (7 3 en) Be ie (Ge = ==) a (5 de 
dx, \dp, da) 5’ dm ı\dnı Am)" 2 de \dp, 2a) ne 
Die drei letzten Gleichungen zeigen, daß die Größe 
BI 0P 
A de ee 


konstant ist, und zwar ist wegen («) diese Konstante von der Zahl v 
unabhängig. Man hat also 


oder 
4X, —4Ap,) _AP, 


LE WERE N (=1,..40%% 


dp, dx 


Indem wir daher wie in Nummer 2 verfahren, erkennen wir, daß die 
Größen X, — Ap, und P, die partiellen Derivierten hinsichtlich x, und 
9, einer Funktion von 2, %,,.,-, &, 21, --+, 2, sind: 
dU dU 
X, —- 49, = da,’ I dp,’ 
woraus 
dU 


daU 
Km Am ig: Art 


und somit besitzt W die Form 
Adp,de, +AU+ gpde. 


Umgekehrt ist leicht zu erkennen, daß dieser Ausdruck immer, 
das heißt, welche auch die Konstante A und die Funktionen U und p 
sind, die verlangte Eigenschaft besitzt. Denn es ist 
ö ar dK 
5 Eupıde, = a( SKtLLp FR) + Gz de, 


Ö SU 
0, ö 
5„ (pda) = ER, 
Also können wir den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 4. Besitzt der Ausdruck 


(p+K, Z,X,da, + 2&,P,dp, + Xdzx), 
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in dem X,, P, und X gegebene Funktionen von &, &, ».-, %, Pıy ++, 2, [143 
sind, während K eine unbestimmte Funktion derselben Größen bezeichnet, 
immer die Form d& + odx, welche auch die Funktion K ist, so kann 
2,X,da, + 2,P,dp, + Xdx die Form 


A2,p,de, +dAU-+ gydı 


erhalten. Dabei ist A eine arbiträre Konstante, U und p [sind] arbiträre 
Funktionen von %,%, - - +, Zus Dis * * > De 


8. Ich denke mir jetzt, daß man in das simultane System 


dK dK 

Beer rad Ener Fer (k=1,...,n) 
und in den Ausdruck W=p,da, +...+p,dx, anstatt ©, %,, --., In, 
Dir :--, 2, neue Variabeln, etwa ©,Yı, ---, Ym I» +++, In, einführt. 
Hierbei sollen die Größen y, und g, zunächst nur der Beschränkung 
unterworfen sein, daß sie hinsichtlich &,, ..., &,, Pi» -- -, P,„ unab- 
hängig sind. Sei 
(10) oy,=17,9% 09, = 8,0% | (k=1,...,n) 


die neue Form unseres simultanen Systems und sei 
2,940, = 2,Y,dy, + 2,9,49, + Ydar—=W, 


wo Y,, Q, und Y gewisse Funktionen von den neuen Variabeln sind. 
Wegen der Form von W in den alten Variabeln besteht eine Glei- 


chung der Form 


oW 


Führen wir hier die neuen Variabeln ein, so kommt 
aW dW 
27 + 7; 6) AR + oda, 


wo der Ausdruck links in gewöhnlicher Weise zu verstehen ist. 
Besitzt nun insbesondere das transformierte System (10), welche 
auch die Funktion K sein mag, immer die kanonische Form 
day 
TR dx, 6, =— dy; dx (k=1,...n), [144 
so muß W nach dem vorangehenden Satze in den neuen Variabeln 
die Form 
Azg,dy, +4V + pda 
besitzen. Es ist also 


2,p,da, = AZq,dy, +dV + pda. 
20* 
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Addieren wir hier rechts und links die Größe pdx hinzu und bezeich- 
nen dabei die Summe p +p mit Ag, so komnt: 
pda+pde +... +2,dr,= Algde+qgdy +... + q,ay,) + aV. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß unsere Transformation als eine Be- 
rührungstransformation aufgefaßt werden kann. 

Theorem II. Besitzt eine vorgelegte Transformation zwischen , 


0 En Pr Piy > 5 Dn Und, Yı, 2, Ymr I 913 =» q, die Eigenschaft, 
jedes System der Form 


dK dK 
0x, ‚er dp; dx, öp. FE re dx (k=1,...,n) 


in ein ähnliches System zwischen den neuen Variabeln überzuführen, da- 
bei vorausgesetzt, daß K eine arbiträre Funktion von x, 21, ..-, 2, 
Pıy »+ +, 2, bezeichnet, so ist unsere Transformation eine Berührungs- 
transformation, das heißt, es besteht eine Relation der Form 


pda + pda +...+2,d2,— Algde +qdy +... +9,dy,) +aV. 
9. Sei jetzt vorgelegt ein bestimmtes System 


_ 42 


00, = dp; 62, = — da, IE GR Un Div +3 Da)ı 


das man durch eine Berührungstransformation in ein bestimmtes 
anderes | 
a, aY 
öy, = dr 6%, dq, BE dy; dx (2, Yır ++ Y Ur ++ 9.) 
überzuführen wünscht. Bei der gesuchten Transformation geht die [145 


Gleichung 
af dXdf aXxaf 
1 Elia ana) IHK, N) 
über in 


df daYdf daYdf 
d-202 


aan aa TITAN, 
wo f eine unbekannte Funktion von &, ©, ..., KL. 91, 2..,.0., GB 
auch von 2, Yı, -::, Yn» Us >: > Q, bezeichnet. 

Hier kann man nicht ohne weiteres schließen, daß p + X bei der 


Transformation in g+ Y übergeht. Sei daher 


En TE RE 


diejenige Funktion, in die p + X sich umwandelt. Alsdann geht nach 
der Theorie der Berührungstransformationen (p + X, f) in (g+T, f) 
über. Also ist 

(a+ Y, N=(+ U, N), 


woraus folgt 
| F-7,9=0. 
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Diese Gleichung muß bestehen, wenn für f eine beliebige Funktion von 
Bd: Im Dir P„ gesetzt wird, die mit » + X in Involution liegt. 
Also können wir schließen, daß Y— U eine Konstante ist: 


U=Y+4. 


Die gesuchte Transformation führt asop+ X ing-+Y-+ 4 über. 
Um sie in allgemeinster Weise zu bestimmen, bildet man in all- 
gemeinster Weise zwei kanonische Gruppen 


(11) DR EU DS DD 

(12) T, Let Dr, Qu --+, n? 

wobei die X,, P, Funktionen von z, &,, ..., 2, Pu: Pm) die Y,, Q 
Funktionen von z, Yı, -., Ya 9 --- Q, Sind. Alsdann definieren die 
Gleichungen 


w=%, prtX=-q4+ +4 PR=-Q&%, =), R=l..n 


die gesuchte Transformation. 

Zu bemerken ist im übrigen, daß die Größen (12) fortwährend [146 
eine kanonische Gruppe bilden, wenn A gleich Null gesetzt wird. Man 
findet daher die gesuchte allgemeinste Transformation zwischen z, &,,...., 
In Pr, P, und %, Y,..., Yo ds ---, Q,, wenn man p-+ X in all- 
gemeinster Weise durch eine Berührungstransformation zwischen den 
genannten Größen in g + Y überführt. 


$ 3. Anwendung auf die Mechanik und die Variationsrechnung. 


Jacobi hat bekanntlich zuerst gezeigt, daß die Integration der 
sogenannten kanonischen simultanen Systeme 


v 1 Y u 
(18) 92, 7,0, 99, — 4,88 ALLEN 


eigentümliche Vereinfachungen gestattet. Darnach haben Weiler, 
Mayer und ich selbst für die Integration solcher Systeme noch ein- 
fachere Methoden entwickelt. 


10. Ist daher irgend ein simultanes System vorgelegt, so liegt es 
nah, sich die Frage zu stellen, ob man es auf die kanonische Form 
' bringen kann. Es ist bekannt, daß Hamilton die Differentialglei- 
chungen der Mechanik in einem ausgedehnten Falle auf diese Form 
gebracht hat. Jacobi machte auf die Wichtigkeit dieser Zurückführung 
aufmerksam und zeigte zugleich, daß eine noch allgemeinere Kate- 
gorie mechanischer Probleme existiert, die die betreffende Form er- 
halten kann. 
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Ich werde jetzt diese Hamilton-Jacobische Theorie in neuer 
Weise herleiten, indem ich mich auf die vorhergehenden Entwicklungen 
stütze. Dabei betrachte ich zunächst den einfachen Fall einer Anzahl 
freier Punkte, die sich vermöge ihrer gegenseitigen Anziehung oder 
auch zugleich vermöge der Anziehung fester Punkte bewegen. 

Seien &, X, -- -, %, die Koordinaten unserer Punkte. Sei U [147 
die Kräftefunktion, die auch die Zeit enthalten mag. Alsdann wird 
die Bewegung bekanntlich durch die Gleichungen 


ö IX, _ daU 

dt dt da, (k=1,..,%) 
bestimmt. Setzen wir 

Öx 

(14) Fri — Yı k=1,.%), 
so kommt 

dy, AU 
(15) Fr al m, 


Um die Gleichungen (14) und (15) auf die kanonische Form zu bringen, 
ist es, wie man in diesem einfachsten Falle ohne weiteres übersieht, 


nur notwendig, 
ee 


zu setzen. Alsdann nehmen in der Tat unsere Gleichungen die Form an 
08 _ dT Iyı aT 


EI 7er Pe 7 &=1.,n) 


Dies ist eben der Weg, auf dem Jacobi dieses erste Resultat erreicht. 

Um nun diese Theorie verallgemeinern zu können, ist es zweck- 
mäßig, den inneren Grund des schon Gefundenen zu suchen. 

Da die Einführung der Größen &,, ..., Zu Yur ++, 9. als unab- 
hängiger Variabeln das vorgelegte simultane System uf die kanonische 
Form bringt, so muß nach dem vorangehenden Paragraphen der 
Ausdruck : 

Nat. td)” 


die Form d® + odt besitzen. Dies verifiziert man folgendermaßen. 


Es ist 
Ö dx 
rd an "da, + 2,y,d Br [148 


woraus wegen (14), (15) 


ö dU 
31 rn dr, = 2 dm, 9% + 2,y,dY; 
- a U Hi 


womit der Nachweis geführt ist. 








$ 3; Nr. 10. Anwendung auf die Mechanik 3ıl 


Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Falle, daß die Koordi- 
naten %,, ..., &, durch mehrere Relationen, die auch die Zeit i ent- 
halten mögen, verbunden sind: 


(16) : An m d=0I, 5 Ran dd. 


Dabei setzen wir fortwährend die Existenz einer Kräftefunktion U 
voraus. Nach Lagrange wird die Bewegung bestimmt durch die 
Gleichungen 
(44) an Selig, oe 
zusammen mit (16). 

Es liegt nah, zu untersuchen, ob nicht auch jetzt 


Ö 
2,Y,d%, 
die Form dQ& + odt erhalten kann. Man findet 


d°% 


ö 0) 
sy dr, = ud a 


2,91 


woraus Apr (17) 


s,Zyda, — 2. +24, ze) dx, + 2,9, 4yy 


(F fi 


- d(U +2) + 2a, (+ 2, ar; 


nun aber verschwinden alle df,, so daß man findet 
2 2y,da, — AU +2) — (G, +3 G) at, [149 
TIER 2 =Yı i dt 


womit sich unsere Vermutung realisiert hat. 


Im Ausdrucke Zy,dx, sind nun x, und y, = durch die Glei- 
chungen (16) verbunden. Wir werden die abhängigen Größen y, und 
dx, wegschaffen, wobei wir allerdings die Größen t und dt einführen. 
Es ist bequem, sich die f,—= 0 hinsichtlich q Größen x etwa 2,_,41 


e.., 2, aufgelöst zu denken: 


j . u ur P,(2 ; ar T,-9 £) (kk=n—q+l1,:...,n) 
Dies gibt 
. In Shr d 
\ (18) dz, = Folk: PR? I dt (k=n-gqg+1,..,n) 
r=1 
und 
| a d 
= "Pk "Pk Br an 
(19) Yı dag Yo + t (k a+b..,n) 


- 
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Setzen wir diese Werte in Zy,dz, ein, kommt 


r=n-q 


ken 
Zyde, er Zy,da, 4 


kzn e=n—q /r=n-q ‘ 
Pr dy; dp dp 
3 (Den) Fire ira) 


k=n—qg+1 o=1 r=1 
oder 
k=n k=n o0=n— 
a dp; dp; dp; 
I day — di 2 a Z2urta)t 


r=n—q k=n. oe=n—gq 
d d 
>> n("S zur) 
k=n-9+1 \ g= 

Hiermit ist also eine Gleichung der Form 

k=n 

zyde, —- YdıH+...+ 7,_,4%,_,+ Ya 
gefunden. 

Bestimmt man daher die Größen A, vermöge der Gleichungen [150 

(16), (17) und (19) als Funktionen von den x,, y, und t, und führt 
sodann in unser simultanes System die Größen 


2%, a Ing y5 Ep us 2 
als Variabeln ein, so nimmt dasselbe nach Satz 3 die kanonische Form 
aW daW 
I, - dh ie ra (k =1,..,n— 9) 


an. Die Funktion W kann offenbar in jedem einzelnen Falle bestimmt 
werden. 
Die neuen Variabeln Y, sind die partiellen Derivierten einer ge- 


wissen Größe. Setzt man in der Tat 


I +...+M)-82 





so kommt 
R u} q 2 
p p 
an Yaruir], 
n—q+i o=>1 v 
woraus fürr =] ‚n—-q 
d8 ag | Na 1 
a Pr RP CP 
dy ar | , tr dt |’ 
n—qg+i e=1 n 
so daß also 
dRQ AR 
r| = ’ Y Per ange 
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11. Sucht man die Größen x, ... 
t zu bestimmen, daß das Integral 


S& a, 20 Zu. 20 


, de i _ ; i i : . 
woaw,= re ein Minimum wird, so ist hierzu bekanntlich erforderlich, 


., x, derart als Funktionen von 


daß die Gleichungen 
(20) 2m 6t—06 ud = (0 (d=ly.sn [151 





bestehen. Diese Gleichungen zusammen mit 
A 


Hrn 


bilden ein 2n-gliedriges simultanes System, das nach Jacobi die ka- 
nonische Form annimmt, wenn man die Größen 


d 
(21) Ip Ya Fr (k=1,..n), t 
als Variabeln einführt. 


Um diesen fundamentalen Satz in einfacher Weise zu verifizieren, 
bilde ich den Differentialquotienten hinsichtlich £ von Zy,dx;: 


ö X) u.a 
ZN dR, se; Ida, F SydzE, 


woraus wegen (21) und (20) 


dp 
da, 





ion 


ö dp < v 
FIRE? = San dx, +. dx, 


ES 


oder 
Öö d 
5 2y, dx, — dp — 7, di, 


womit der Nachweis geführt ist. 


$ 4. Erledigung des Problems IIL 
12. Laß mich jetzt voraussetzen, daß ein bestimmtes kanonisches 
System 


(22) I, — gr, pie AR 


rc BR EEE 
a, et (k=1,...,n) 


durch Einführung der Variabeln y,, :-., Yu» di» +: Im, WO 


Sagem Y(&ı, I Ps ++ PB.) [152 

Pe «= 9,8: , 9, Im Pur P,) kulınn) 
die Form 

d®, d®, a“ z 

Öy, Fr dt, ögq, = =; öt (&=1,...,n) 
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annimmt. Ist diese Transformation keine Berührungstransformation, 
so sei 

2g,.dy, = ZX,da, + &P,dp, = W. 
Es besteht (Satz 1) eine Relation der Form 


Ö 

Ay — (®,, Zg,dy,) = AR, 
also kommt: 

Ö 

dr, + ZP,dp,) = AR. 


Sei auf der anderen Seite vorgelegt ein beliebiger Ausdruck 
(23) ZX,de, + ZP,dp, 


mit n-gliedriger Normalform, dessen Differentialquotient hinsichtlich £ 
ein a Differential ist: 


(24) Z(ZX,da, + 2Pidp,)— (F,, 2X,dz, + ZPidp,) = d9. 


Bringt man sodann ZX,dx, + &P,dp, auf seine Normalform 
,X,da, + 2,P,dp, = qdyı, +... + 9,4y, +d®, 
so nimmt das System (22) durch Einführung von den y,, q, (die wir 
unabhängig annehmen) als Variabeln offenbar wiederum die kanonische 
Form an 
day ‚ ap 


IYy— at rg IK 0 Wi 


Will man also die allgemeinste Transformation finden, die das [153 
System (22) seine kanonische Form behalten läßt, so muß man den 
allgemeinsten Ausdruck (23) suchen, der eine Relation der Form (24) 
erfüllt, und sodann diesen Ausdruck in allgemeinster Weise auf seine 
Normalform bringen. Darnach kann die betreffende Transformation 
ohne weiteres aufgestellt werden. 

Ich suche zunächst eine 2n-gliedrige kanonische Gruppe, die F‘, enthält: 

Fr Fo Eur: Om 
und führe sodann diese Größen als Variabeln ein. Es handelt sich 
darum, den allgemeinsten Ausdruck 
(25) ZL,dF, + ZM,dG, 
zu finden, der eine Relation der Form 
(F,, ZL,dF, + ZM,dG,) = d2 
erfüllt. Diese Gleichung nimmt aber die Form an 


IT dP, + Gerda, — AR, 
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woraus 
dl, _ da dM,_d2 


d6, ar’ AG, dE, 
und durch Integration hinsichtlich @;: 


d2 d2 
(26) L,= am, 0 M, dG, d@G, (k=1,..n). 
In diesen Ausdrücken der Größen L, und M, sind die Integrations- 
konstanten arbiträre Funktion von F, ... Fa, Gy, -;, &, während 
® eine arbiträre Funktion von allen F, und G@, bezeichnet. Indem 
man sodann in (25) F, und G, als Funktionen der =, und p, aus- [154 


drückt, erhält man den allgemeinsten Ausdruck 
ZXds, + ZP,dp,, 
der eine Relation der Form 
(F,, ZX,de, + ZP,dp,) = 4% 


erfüllt. Darnach findet man die gesuchte Transformation nach den 
früher auseinandergesetzten Regeln. 


13. Um explizite nachzuweisen, daß die in dieser Weise gefundenen 
Transformationen im allgemeinen keine Berührungstransformationen 
sind, mache ich die folgenden Überlegungen. 

Die Formeln (26) lassen sich, indem ich mit A, und u, arbiträre 
Fanklionen. von G,, ..., Au Zur. #u De folgendermaßen 
schreiben: 


(27) L,= an (J8 dG)+ ih, Mic (SaaG,)+u, #4. 


Soll nun die betreffende Transformation eine Berührungstransformation 
sein, so muß die Relation 


ZLAF, + ZM,dG, — Zp,da, + dP = ZG,dF, +4 


bestehen, woraus 


dII all 
(23) De G,+ dF,’ M,= 


dG; (k= 2 n). 


Diese Formeln zusammen mit (27) geben, indem wir setzen 
H- 4 Race, 
die Gleichungen 
1, = G, + dF,’ 5 a dG, (k=1,..,n). [155 


Da nun aber A, und w, im allgemeinen arbiträre Funktionen von 
Gy, 2, @, Fi, .-, F, sind, so ist hiermit wirklich nachgewiesen, 


n? n 


316 XX. Störungstheorie und Berührungstransformationen. Arch. Il, 1877 


daß unsere Transformationen nur ausnahmsweise Berührungstransforma- 
tionen sind. Dies gibt 


Theorem III. Um das kanonische System 


ae (k=1,...,.n) 
da, 





da, = er Hd on 
in allgemeinster Weise in ein ähnliches System umzuformen, verfährt man 
folgendermaßen: Man befriedigt die Gleichung 
| Zp,da,— EG,dF,+dV 
in allgemeinster Weise und setzt sodann 


dU 
L,= 4,+ dF,’ M,= u, + dG, k=1,..,n), 


wo U eine beliebige Funktion von den F, und G, ist, während die A, 
und u, arbiträre Funktionen von Gy, ... ‚Ga Fi, :--, F, bezeichnen. 


Sodann bringt man 
2,L,dF, + 2,M,dG, 


in allgemeinster Weise auf die Form 
Gay, +...+QdY,+dY. 
Alsdann bestimmen die Gleichungen 
=. u=Y &=4,...,n) 


die allgemeinste Transformation der verlangten Art. 


Note. [156 
14. Ist irgend ein Pfaffscher Ausdruck 
Ad +... + X, dx, = EXdx 


vorgelegt, so kann man sich die Aufgabe stellen, die allgemeinste in- 
finitesimale Transformation 


At 
zu finden, welche eine Relation der Form 
A(2Xde) = dR 
erfüllt, oder auch, welche 
A(ZXdır) = 0 


gibt. Diese Aufgaben können immer erledigt werden. Ist insbesondere 
m=2n und ist dabei die Normalform von ZXdx n-gliedrig mit 2% 
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unabhängigen Funktionen, so verlangt die erste Aufgabe nur aus- 
führbare Operationen. 
Sei umgekehrt ein vollständiges System 
Af=0I, TAI EDO 
vorgelegt. Ich setze voraus, daß ich einen Ausdruck 
Xda, +...+ X dx, 
kenne, welcher g Relationen der Form . 
A(2Xdr)=dLQ, (oder = 0) 
erfüllt. Ich stelle die Aufgabe, diesen Umstand möglichst viel zu ver- 
werten. Ist insbesondere g = 1, m = 2n und enthält dabei die Normal- 
form von ZXdx 2n unabhängige Funktionen, so verlangt die Inte- 
gration von A,f= 0 nur die Operationen 2n — 2, 2n —4, ..., 6,4, 2. 
Bei einer anderen Gelegenheit werde ich meine gesamten Unter- 
suchungen über die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
auf das Pfaffsche Problem ausdehnen. 
Christiania, Januar 1877. 


XXa. 


Selbstanzeigen von XX. 
1. Repertorium Bd. II, S. 408. Leipzig 1879. 


Die allgemeinste Transformation 
BE ge Sellanan tar Bas ana Don. A 


die gleichzeitig sämtliche simultane Systeme der Form 


dF daF 
(2) da, = dp, 96 er 


in Systeme derselben Form umwandelt, wird nach Jacobi und Bour 
bestimmt durch die Gleichungen 


(8) (X,X,) = (X,P)=(P,P)=0, (P,X,)=1. 


Nach den Untersuchungen des Verfassers über Berührungstransforma- 
tionen bestimmen die soeben geschriebenen Relationen zugleich das 
allgemeinste Größensystem X,, P,, das eine Bedingungsgleichung der 
Form 

PadaX,r...+P,aX, =pda, +...+p2,da, + dR 


erfüllt. Die Abhandlung sucht den inneren Grund dieses Zusammen- 
hanges zwischen der Störungstheorie und der Theorie der Berührungs- 
transformationen. 
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Verlangt man die allgemeinste Transformation, die nur ein 
System (2) in ein ähnliches System umwandelt, so sind die Rela- 
tionen (3) nicht mehr notwendig. Alle Transformationen, die eine solche 
Forderung erfüllen, werden bestimmt. 


Mit dieser Selbstanzeige stimmt fast genau überein eine französisch ge- 
schriebene in dem „Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques“, Bd. XIV 
(II. Ser., Bd. III), 2. Abt., S. 185—186. Paris, November 1879. Nur der Satz: ‚Die 
Abhandlung sucht“ usw. lautet da so: 

„Le present M&moire explique la raison intime de cette dependance 


entre la theorie des perturbations et celle des transformations de contact.“ 


2. F. d. M., Bd. IX, Jahrg. 1877, S. 259—261. Berlin 1880. 
In der Störungstheorie wird das folgende Problem erledigt: [259 
Problem I. Bestimme die allgemeinste Transformation 


z re X, MZ %, Pı> errtt9 P,); P% FRE P,&, al Ln Pı; EN, P,) [260 
welche gleichzeitig sämtliche simultane Systeme der Form 


dF 


daF 


da, 


in Systeme derselben Form überführt. 


Jacobi und Bour haben gezeigt, daß die allgemeinste Transfor- 
mation der verlangten Art durch die Gleichungen 


(1) (XX%,)= (X P)=-(PRP)=0, (PX)-1 


definiert wird. 
Für die Theorie der Berührungstransformationen liegt auf der 
anderen Seite nach den früheren Arbeiten des Verfassers das folgende 


Problem zu Grunde: 
Problem II. Bestimme in allgemeinster Weise 2n Größen 
Kr Pre u Pi 
als Funktionen von 
2%, u, ze) Pı> ee P. 
derart, daß eine Relation der Form 
PdX,+...+P,aX, = md, +:..+p,d2,+aV 
stattfindet, dabei vorausgesetzt, daß V als eine unbestimmte 
Funktion von &,, ..., p, aufgefaßt wird. 
Man erhält bekanntlich die allgemeinste Erledigung dieses Problems, 
indem man ein beliebiges Größensystem X,, P, nimmt, welches die 
Relationen (1) erfüllt. 
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“ 


Hiermit war ein genauer Zusammenhang zwischen zwei anscheinend 
verschiedenen Problemen nachgewiesen. In der vorliegenden Arbeit 
wird der innere Grund dieser Identität durch analytische Betrachtungen 
dargelegt. Gleichzeitig werden mehrere analoge Probleme aufgestellt 
und erledigt. Insbesondere wird das folgende neue Problem erledigt: 


Problem III. Bestimme die allgemeinste Transformation, 
die ein vorgelegtes System der Form 
dF dF 
4,7, a Fr 
in ein ähnliches System überführt. 
Es wird gezeigt, daß die betreffenden Transformationen, die [261 
sämtlich bestimmt werden, im allgemeinen keine Berührungstransforma- 


tionen sind. T 


XXI. 


Theorie des Pfaffschen Problems. [338 
(Erste Abhandlung.) 


Von SopHus Lie. 


Arch. for Math. Bd. II, Heft 3, S. 338—364 (ersch. Juli), Heft 4, 8. 365—379. 
Kristiania 1877. 


Das Pfaffsche Problem in seiner ursprünglichen Form wurde be- 
kanntlich schon von Pfaff erledigt. Später haben viele Mathematiker, 
unter denen insbesondere Gauß, Jacobi, Natani, Cayley, Clebsch, 
Graßmann, Weiler, Mayer zu nennen sind, einerseits das Problem 
verallgemeinert, andererseits seine Erledigung vereinfacht. 

Schon 1872 teilte ich der hiesigen Gesellschaft der Wissenschaften 
eine neue einfache Integrationsmethode des allgemeinen Pfaffschen 
Problems mit!) (vgl. auch die Verhandlungen der genannten Gesell- 
schaft für 1873, 8. 320—343°)). Bei verschiedenen anderen Gelegen- 
heiten (1872, 1873°)) habe ich angegeben, daß alle meine Untersuchungen 
über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung (Gruppen, infini- 
tesimale Transformationen, Transformationsprobleme, Diskussion der 
Integrationsmethoden, Ausdehnung der Theorie des letzten Multipli- 
kators usw.) sich auf das allgemeine Pfaffsche Problem ausdehnen 
lassen. Der Zweck dieser Arbeit ist, diese meine Untersuchungen in 
ausgeführter Form darzustellen. Ich behalte mir vor, bei einer späteren 
Gelegenheit genauer auf die geschichtliche Entwicklung dieser [339 
Theorie einzugehen. .‘ 

Ich setze im folgenden einige bekannte einfache Sätze aus der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und aus 
der Theorie der Berührungstransformationen als bekannt voraus. Für 
die einfachste Begründung dieser Sätze erlaube ich mir zu verweisen 
auf ein hoffentlich bald erscheinendes Werk von mir: Theorie der Be- 
rührungstransformationen und der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


1) [Hier Abh. V, S. 27, 2.4 v.u.— 28, 2.3.] 
2) [Hier Abh. XI, S. 126—147.] 
3) [Hier Abh. V, S. 27, Z. 15-12 v.u., Abh. VI, 8. 30, Z. 14.] 
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$ 1. Das Fundamentaltheorem des Pfaffschen Problems. 


I. Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung entnehme ich die beiden folgenden Sätze: 


Satz 1. Sind die Größen P, - : -, Pa» Is >> %n durch eine Re- 
lation verknüpft, so kann der Ausdruck 


pP da, ae ne a P„4%, 
immer auf die Form 


day +qdyı +... + m-14%-ı 
gebracht werden, wobei die q, und y, Funktionen der x, und p, Sind. 


Satz 2. Sind die Größen 2,5, :::, Zn Pı> -- -, P, durch eine Re- 
lation verknüpft, so kann der Ausdruck 
de — pda, —...— p,dx, 
immer die Form 
qdy, +. ar 9„AY,, 
erhalten.*) 

Diese beiden Sätze bleiben noch gültig, wenn die vorgelegten 
Größen x,, p, (oder z, x,, 2,) nicht nur durch eine, sondern [340 
dureh mehrere Relationen verknüpft sind. Denn eine einzige unter die- 
sen Relationen gestattet die betreffende Reduktion auszuführen; sodann 
ergeben die übrigen Relationen nur eine gewisse Abhängigkeit zwischen 
den Größen y, und gq.. 


%. Diese Sätze wende ich nun an auf einen Ausdruck 
(1) Xda, +... + X de. =D Xar, 
1 


wo die X, beliebig gegebene Funktionen von &,, ..., 2, sind. Da die 
Größen 2, .: 5 Zn» Xi > X, durch Relationen verknüpft sind, 
indem die X, Funktionen der x sind, so kann SXdx die Form 


(2) dY+Qalı+:::+ Qun-ı8Ia-ı 


erhalten. Hier sind die 2m — 1 Größen Q,, Y, Funktionen ‚von den 
m Größen x,,...,%,; ist daher m>1 und also auch 2m — 1>m, 


so sind die Größen Q,, Y, durch Relationen verknüpft, alsdann kann 
dY+20Q,dY, die Form 


Rd ts HR, 
1) Diese beiden Sätze beruhen bekanntlich darauf, daß jede partielle Diffe- 


rentialgleichung erster Ordnung vollständige Lösungen besitzt. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 21 
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erhalten. Hier sind die 2m — 2 Größen R, Z Funktionen von den 
m Größen ©, .--, 2,5 ist daher m >2 und also auch 2m —2>m, 


so sind die Größen R, Z durch Relationen verbunden, folglich kann 
ZRaZ die Form 


BE oder 


erhalten. Hier sind die 2m — 3 Größen Y’,Q’ Funktionen von %,, ..., 5 


ist daher m>3 und also auch 2m —-3>m, so sind die Y’,Q’ 
durch Relationen verbunden, alsdann kann dY’ + ZQ’dY’ die Form 


Rozır 17 02 


m— 2 
erhalten, und so weiter. | 

In dieser Weise kann man nun unter allen Umständen fortfahren, 
bis man einen reduzierten Ausdruck erhält, der nicht mehr als m Größen 
enthält. Sind auch diese m Größen durch Relationen verknüpft, so [341 
kann die Reduktion noch weiter fortgesetzt werden. Hiermit ist das 
folgende fundamentale Theorem bewiesen: 


Theorem I. Der Ausdruck X,da, ++ X „dx, in dem die X, 
beliebige Funktionen von &, »- -, X] bezeichnen, kann immer entweder 
die Form 

Fdfn+:..-+ Far 
wo 2nZ m, oder auch die Form 
dpa + Ddyı +... + D,_1d9.-1 
wo 2n—1Zm, erhalten, und zwar so, daß die in den reduzierten 
Ausdruck eingehenden Größen f,, F, (oder p;, ®,) von einander unab- 
hängig sind. 

Um die Sprache zu erleichtern, bezeichne ich als eine Normal- 

form des Ausdrucks ZXdz eine jede Form desselben: 
ZF,df, oder dp, + ZD,dyp,, 


deren Funktionen (f,, F, oder @,, ®,) von einander unabhängig sind. 


8 2. Die Funktionenzahl der Normalform ist die einzige Invariante. 


3. Um die folgenden Untersuchungen vorzubereiten, erledige ich 
zuerst das folgende Hilfsproblem.') 


1) Zu den Entwickelungen dieser Nummer vergleiche man Graßmanns Aus- 
dehnungslehre (1861), S. 352. [H. Graßmanns gesammelte mathematische und 
physikalische Werke, Bd. I, 2, S. 346, Nr. 503; Leipzig 1896.] 

Auch im folgenden ($ 3) habe ich die tiefen Untersuchungen von Graß- 
mann zu zitieren. Sieh auch Math. Ann. Bd. IX, 8. 250. [D. Ausg. Bd. IV, Abh. 
I, $ 1.] 
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Problem. Bestimme das allgemeinste Gleichungssystem 


ER rd (k=1,..,n), 
vermöge dessen der Ausdruck p,da,+...+7,dz, identisch 
verschwindet. 


Die gesuchten Gleichungssysteme ordnen sich naturgemäß in [342 
zwei Kategorien, solche nämlich, die keine Relation zwischen den & 
allein bestimmen, und solche, die dies tun, zwischen deren Gleichungen 
sich also alle p eliminieren lassen. Ein System der ersten Art be- 
stimmt offenbar auch keine Relation zwischen den Differentialen dx. 
Soll also der Ausdruck Epdx für alle Werte der Größen dx ver- 
schwinden, so müssen alle » gleich Null sein. Daher enthält jedes 
System der ersten Art die Gleichungen 

mn =d, a) 2,= 
und andererseits ist auch klar, daß es keine weiteren Gleichungen ent- 
halten darf, denn sonst ließen sich die p eliminieren. 

Sodann wenden wir uns zu dem Falle, daß sich die p zwischen 
den Gleichungen des Systems eliminieren lassen. Die in dieser Weise 
gefundenen Relationen zwischen z,, ..., 2„, deren Anzahl g sein mag, 
können immer hinsichtlich qg unter den x, etwa 2,, 2%, -- 
werden; hierdurch nehmen sie die Form an 


(3) a CE N (k=1,2,..Q) 


und durch Differentiation findet man g Relationen zwischen den d«: 


aufgelöst 


e) Xp 


DS af: 2 j 
da, Se da; da, (k=1,2,..,9)5 


i=g+1 

welche den Ausdruck Zpdx auf die Form 

i=n - d 

IA ae TP = He. + Bde U tp)de 

i=g+1 
reduzieren. Hier sind alle zurückgebliebenen dx von einander unab- 
hängig, und daher müssen für‘=g-+1,..., » folgende Relationen 
bestehen 


d d 
(4) Pr er u a Pr {U Se @=g+h..n). 


Also enthält jedes Gleichungssystem, welches Zpdx = 0 identisch [343 

befriedigt, n Gleichungen der Form (3) und (4). Umgekehrt ist ein- 

leuchtend, daß diese Gleichungen an und für sich Zpdx identisch ver- 

schwinden: lassen. Enthält daher unser Gleichungssystem noch weitere 
21* 
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Gleichungen, so sind dieselben nur noch der Beschränkung unterworfen, 
mit dem Systeme (3), (4) algebraisch vereinbar zu sein. 
Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 


Satz 3. Ist pda, +...+p,de, identisch gleich Null und sind 
dabei nicht alle p gleich Null, so sind die Größen x und die Verhält- 
nisse der p jedenfalls durch n unabhängige Relationen verknüpft. 


4. Indem wir diesen Satz zu Grunde legen, werden wir beweisen, 
daß die verschiedenen Normalformen eines vorgelegten Ausdrucks ZXdx 
immer gleichviele Funktionen enthalten. 

Seien zunächst 


DXde= DFaf, DXdr= Dddy 
2 2 a 2 
zwei Normalformen von Z2Xdx. Alsdann besteht die Gleichung 
I rFaf- Soap =0, 
1 1 


und folglich sind nach dem vorangehenden Satze die Größen f,, F,, 
9,, ®, jedenfalls durch n + r Relationen verbunden. Wäre daher z. B, 
n>r, so beständen jedenfalls n — r Relationen zwischen den Größen 
f;, Fj,, was ausgeschlossen ist. Folglich kann » nicht größer und also 
auch nicht kleiner als r sein, so dßr=n ist. 

Laß uns andererseits voraussetzen, daß 2Xdx zwei ungleichartige 
Normalformen 


EXde= DFaf, EXde=dy,+DG,dp, [344 
j 1 1 
besäße. Alsdann käme 


dp + = 9,dp, = ST,df, =(0, 


und folglich beständen jedenfalls » + r + 1 Relationen zwischen @,, ®,, 
fi, F,;. Wäre nun r>n, so käme durch Elimination der f., F, jeden- 
falls eine Relation zwischen den 9,, ®,. Wäre dagegen r <n, so 
käme jedenfalls eine Relation zwischen den f,, F,. Wir erkennen somit, 
daß unsere Voraussetzung gar nicht eintreten kann. 


Seien endlich 
ZXdar=dh + I Fdf,, ZXde=dp, + 9,49, 
Ei 


zwei Normalformen von &Xdx. Alsdann ist 


r 


af, Rr P) + <T,df; - 29,49; =(, 
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und folglich sind die Größen 
fr — 90 far Fur Par PD; 


jedenfalls durch n+r-+ 1 Relationen verbunden. Wäre nun z. B. 
n>r, so käme durch Elimination von den Größen fy — Pu, 9, P; 
jedenfalls eine Relation zwischen den f,, ,. Folglich kann » nicht 
größer und also auch nicht kleiner als r sein, so daßn = r ist. Dies gibt: 


Theorem II. Die verschiedenen Normalformen des Ausdrucks ZXdx 
enthalten gleichviele Funktionen. 


Die Anzahl der in die Normalform eingehenden Funktionen ist 
somit eine charakteristische Eigenschaft des betreffenden Pfaffschen 
Ausdrucks IZXde. 


5. Seien jetzt vorgelegt zwei Pfaffsche Ausdrücke [345 


Kl ing Bad BAUR ee EL L/F 


deren Normalformen gleichviele Funktionen enthalten. Ich werde zeigen, 
daß es in diesem Falle möglich ist, 2Xdx in &Ydy zu transformieren. 
Seien zunächst 


ZXde= DFaf, ZYdy= D0ddp 
1 x 


die beiden Normalformen, deren jede 2%» Funktionen enthält. Es sind 
nun sowohl die f,, F, wie die p,, ®, unabhängige Funktionen der be- 
treffenden Argumente x und y. Daher ist es möglich, m — 2n Funk- 
tionen @,, ..., 4,_e„ von den x, und ebenso m — 2n Funktionen 


Ey... &,_g„ von den y derart zu wählen, daß die Gleichungen 


£=9, FAR=-d%. yo, 


J J 


eine Transformation zwischen den Variabelnsystemen x und y bestimmen. 
Es ist einleuchtend, daß vermöge dieser Transformation 


ZF,df, = ZP,dp, 
‘und also auch 

ZX,.de, = ZY,dy, 
wird. 

Enthielten. die beiden Normalformen von ZXdx und ZYdy eine 
ungrade Anzahl, z. B. 2» + 1 Funktionen, so könnte man durch ein 
vollständig analoges Räsonnement nachweisen, daB ZXdx sich in 
. Z&Ydy transformieren läßt. Also können wir das folgende Theorem auf- 
stellen: . 
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Theorem III. Enthalten die Normalformen der beiden Ausdrücke 
X iA AN, Ym)Ey; [346 


gleichviele Funktionen, so kann der eine Ausdruck in den anderen trans- 
formiert werden. 


6. Es stellt sich die Aufgabe, einen vorgelegten Pfaffschen Aus- 
druck &Xdx in allgemeinster Weise in einen anderen Ausdruck 
ZYdy mit derselben Normalform zu transformieren. 

Seien zunächst 


2Xde=F,dfi,+...+F,df, 
ZYday=d,dp,+...+©,dyp, 
die zugehörigen Normalformen. Früher sahen wir, daß die Gleichung 
ZFdf=Zbdyp 
2n Relationen zwischen f,, F',, 9,, ®, nach sich zieht, und da sowohl 
die f,, F, wie die @,, ®, en Funktionen der betreffenden Ar- 
gumente sind, so läßt jede Größe [jeder] der beiden Reihen 
ei 
Py +. Pu; ®,, di 2 
sich als Funktion von den Größen der andern Reihe ausdrücken. Hiermit 
ist das vorliegende Transformationsproblem zurückgeführt auf das von 
mir erledigte Problem der homogenen Berührungstransformationen.!) 
Setzt man wie gewöhnlich 
daU dV dU dV 
a (am a, am) (Un) 
so bestimmen die Gleichungen 
(9,9) = (9 9)=(8,8)=0, (8, 9) Li 
dp; x 7 dB, nf 
2,F,aR,” 0, 2,F,gR,— od, 


das allgemeinste Größensystem p,, ®,, welches die verlangte For- [347 
derung erfüllt. Ich erinnere auch daran, daß die Gleichungen 


d 
(P;9,) =(, ZF,iF F, = 


allein eine derartige Transformation Best Hieraus folgt, daß 9, 
eine arbiträre Funktion der /,, F', ist [‚die nur in den F', homogen von 
nullter Ordnung sein muß). 


1) Man vergleiche hierzu Clebsch, Crelles Journal Bd. 61, 8. 150. 


82; Nr.5,6. Pfaffsche Ausdrücke mit derselben Normalform 327 


Seien jetzt vorgelegt zwei Pfaffsche Ausdrücke in den Variabeln 
ur: %m und 5. ,.%m, deren Normalformen 2» + 1 Funktionen 
enthalten: 


ZXdxr = af + IF,df, EZYdy=dp+ 29.49. 


Soll 
3Xdı= ZYdy 


und also auch 
af+ SF,df, =dp+ = 2,49, 


sein, so erkennt man ganz wie früher, daß die Größen f—p, fu, Fir 
p,, ®, jedenfalls durch 2n +1 Relationen verbunden sind. Mehr als 
%n-+ 1 Relationen dürfen aber nicht stattfinden, da die f,, F, (und 
auch die p,, ®,) unabhängige Größen sein sollen. In dieser Weise er- 
kennen wir, daß eine jede Größe [jeder] der beiden Reihen 


Ay.2ı, a) Bu, F, 
9, +++, Pur D,,-.-. ®, 


sich als Funktion von den Größen der andern Reihe ausdrückt, daß 
ferner f—g sich sowohl als Funktion von den f,, F, wie von den 
9,, ®, ausdrückt. Nach meinen Untersuchungen über Berührungstrans- 
formationen sind daher die ‚Größen 9, 91,..-- Par Pıs +, D,, auf- 
gefaßt als Funktionen von fj fi, ++» fa» F,,..., F, in allgemeinster [348 
Weise durch die Gleichungen 


(9;9,) = (9,8,) = (®,; 9)=d, (dp)=1 
[9 9;] 2 0, [d,p| mi ®, 


bestimmt. Die Gleichungen (9,p,) = 0 allein bestimmen bekanntlich 
eine solche Transformation. Hieraus fließt, daß p, eine arbiträre Funk- 
tion der f,, F\, ist. 

Da ich an anderem Orte die Theorie der Berührungstransforma- 
tionen ausführlich behandelt habe, wobei ich allerdings die Theorie 
des Pfaffschen Problems als bekannt voraussetzte, beschränke ich mich 
hier auf die Bemerkung, daß meine Untersuchungen über Berührungs- 
transformationen durch eine schöne Note von Mayer von ihrem Ab- 
hängigkeitsverhältnisse zum allgemeinen Pfaffschen Probleme be- 
freit sind. 
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$ 3. Wie viele Funktionen enthält die Normalform 
eines vorgelegten Ausdrucks EXdx? 


Es stellt sich jetzt die Frage, wie man die Funktionenzahl der 
Normalform eines vorgelegten Ausdrucks bestimmen kann. Wir werden 
zeigen, daß diese Bestimmung immer durch ausführbare Operationen 
geleistet werden kann. Hierzu entwickeln wir zunächst zwei Hilfs- 
theorien. 

€. Laß mich voraussetzen, daß ich schon weiß, daß der vorgelegte 
Ausdruck X,dz, ++ X dx, die Form 

Pdf +... + F,df, 


erhalten kann. Hierbei kann ich nach den Entwickelungen des ersten 
Paragraphen voraussetzen, daß 

2n<m 
ist. Ich werde untersuchen, ob noch eine weitere Reduktion möglich 
ist, anders ausgesprochen, ob ZXdx die Form 


n—i 


dp, + >27 D,dp, [349 


erhalten kann. Diese Frage deckt sich mit der Frage, ob die Größen 
his >» fs Fi; ---, F, unabhängig sind oder nicht, 


Ich nehme 2n beliebige Größen unter den Variabeln «,, Ygy 2443 Im 
und bezeichne die gewählten Größen mit 


a 
Ich bilde sodann die Determinante 


Ale ed an 


en 


die ich der Kürze wegen mit 


(ab... )) 


bezeichne. Wir haben zu untersuchen, ob alle diese Determinanten ver- 
schwinden, oder ob einige unter ihnen von Null verschieden sind. Wir 
werden zeigen, daß jede solche Determinante sich durch einen eigen- 
tümlicher, von Brioschi herrührenden, Kunstgriff auf eine Determi- 
nante, die wir durch ausführbare Operationen berechnen können, redu- 
zieren läßt. 
Hierzu bemerken wir, daß 41 auch die Form 
a-(, ee =, 


7, 
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erhalten kann. Daher kommt, indem wir diese beiden Ausdrücke für 4 
nach der bekannten Regel mit einander multiplizieren: 


P= (0,0. )=D, 


wo 
(da9F, dF, an) 
GT \an,da, da, day) 
Nun aber ist 
af, 
also kommt 
15. 0B 2, (EA) ” 
ar du, 2 A\da,dae, da, day)’ | 


woraus sich ergibt, daß 


Also kann die Determinante D= 4? immer berechnet werden, wenn 
die X, gegebene Funktionen der x, sind, und da 4 gleichzeitig mit 
D verschwindet, so ist es eine ausführbare Operation, zu untersuchen, 
ob die Normalform von ZXdx weniger als 2n Funktionen enthält. 


8. Ich setze") andererseits voraus, daß ich schon weiß, daß I Xdx 


die Form 
(1) : ZXdı=dp, + Ddp, +:::+ P,_ıdp,-ı 


erhalten kann, wobei ich ohne Beschränkung annehmen kann, dab 
2n—-1l<m 
ist. Ich stelle die Frage, ob &Xdzx die Form 
Faf, t.--+F,-ıdf.-ı 
erhalten kann. Nach dem Vorangehenden kommt diese Frage darauf 
hinaus, ob die Größen @,, P1, -- + Pan Pi; -:-, ®,_, unabhängig 


sind oder nicht. 
Ich nehme 2» — 1 beliebige unter den Größen &,, .. ., %,, etwa 


Tar %p SE. I; 
und bilde die Determinante 
n (e 9... pi 9 --- ) 
Da taaıı 
die ich wiederum der Kürze wegen mit 
(ab...) 


1) Zu den Entwickelungen dieser Nummer vergleiche man Graßmanns 
Ausdehnungslehre (1861) $. 365 und fg. [H. Graßmanns Werke Bad.I, 2, S. 359 f., 
Nr. 513 f.} 
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bezeichne. Um 4 zu berechnen, bringe ich diese Determinante [351 
nach der bekannten Regel auf die Form 


1= 2, (-1y-149 9 :-:. 9-1 ®, ... ®,_ı 








ds, | x 2%, x 
es . U_1%rı- 1 
Nun aber ist (1) x . 
dg, dp, 
FE X, — 210, dm,’ 


also kommt 


Be ® ...® 
De, De x 5 Pal 1 n—1 i 


ae | 








Es handelt sich darum, die Determinante 


| a OD Be 
Era 9,.-ı #1 1 


| 
i $ | 
| La lets ,_1 %;r1- Dr %, | 


zu berechnen. Dies gelingt durch Anwendung des in der vorangehen- 
den Nummer angewandten Kunstgriffs. Es ist in der Tat auch 


I 
Id, ... d,_1ı —- 9 3 Per 
ae © ® Er 
Ede ii I 
woraus wie früher 
2 
ee (du rt Yrıııdaee e,) =D,, 


wo 
dy, dd, dd,d 
er ( es eh) 


dx, de, de, da, 


x Po > ( P} 
4 da, - ,®, de, y 


also kommt 
aX, a ( dd, ‚9.9 
R nn } 


de, de dx, da, da, da, 
woraus sich ergibt, daß .' 
ER 0X 


Nachdem man in dieser Weise die Größe D, bestimmt hat, findet 
man unmittelbar zuerst 
A = wi VD, ') 

1) Die Entwickelungen des Textes ‚bestimmen das Zeichen der Größe 4, 
nicht. Um diese Bestimmung auszuführen, könnte man die Produkte 4,4, berechnen. 
Man findet, daß diese Produkte sich als rationale Funktionen der Größen «a,, aus- 
drücken. Es ist übrigens leicht zu erkennen, daß die 4, selbst rationale Funk- 
tionen der Größen «,, sind. 
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und sodann durch Einsetzung die Größe (ab ... I), womit die ver- 
langte Berechnung ausgeführt ist. 


9, Die Entwickelungen der beiden vorangehenden Nummern geben 
eine direkte Methode zur Bestimmung der Funktionenzahl der Normal- 
form eines vorgelegten Ausdrucks X,da, ++ X„d2,. 

Man weiß nämlich (Theorem I), daß EXdz jedenfalls auf eine 
Form mit m Funktionen gebracht werden kann. Um nun zu entschei- 
den, ob XXdx eine Form mit nur m— 1 Funktionen erhalten kann, 
berechnet man den Ausdruck (1, 2,..., m), wobei man, wenn m eine 
gerade Zahl ist, die Regeln der Nummer 7 anwendet, während man, 
wenn m ungerade ist, die Regeln der Nummer 3 benutzt. Ist (1,2,..., m) 
gleich Null, so kann 2Xdx eine Form mit nur m — 1 Funktionen 
erhalten. Um in diesem Falle zu entscheiden, ob ZXdzx eine Form 
mit nur m — 2 Funktionen erhalten kann,.berechne man, indem man 
mit A, 4, ...,@, die Zahlen 1,2, ..., m im einer beliebigen Reihen- 
folge genommen bezeichnet, alle Ausdrücke 


(GG, ı»: 0:3). 


Gibt es unter ihnen sölche, die nicht identisch verschwinden, so ent- 
hält die Normalform m — 1 Funktionen. Sind sie dagegen sämtlich 
null, so enthält die Normalform höchstens m — 2 Funktionen. Um in 
diesem Falle zu entscheiden, ob 2 Xdx eine Form mit nur m — 3 [353 
Funktionen erhalten kann, berechnet man wiederum alle Ausdrücke 
(A Gy... An_e) 

und so weiter. 

Theorem IV. Man kann immer durch ausführbare Operationen 
bestimmen, wie viele Funktionen die Normalform eines vorgelegten Aus- 
drucks & X dx enthält. 


Um zu untersuchen, ob alle Ausdrücke (a, a, ... a,) verschwin- 
den, oder ob einige unter ihnen von Null verschieden sind, ist es un- 
nötig, alle diese Ausdrücke wirklich zu berechnen. Hierauf brauche 
ich indes nicht näher einzugehen, da man in der Theorie der linea- 
ren algebraischen Gleichungen lehrt, wie man am besten verfährt. 


$ 4. Reduktion eines linearen Involutionssystems 
auf eine einzige Gleichung. 
10. Ich entnehme der bekannten Theorie der linearen partiellen 


Differentialgleichungen einige Sätze, die ich in diesem Paragraphen, 
größtenteils ohne Beweis, zusammenstelle. 
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Satz 4. Sei 


eine vorgelegte lineare partielle [-Differentialgleichung] erster Ordnung, und 
seien die X, synektisch in der Umgebung des Wertsystems x,—a,. Alsdann 
existieren n — 1 unabhängige Lösungen, die in der Umgebung dieses Wert- 
systems symektisch [sind.] Es gibt insbesondere ein System Lösungen, 
welche bei der Substitution x, — a, die Werte a5, &, ..., x, ammehmen. 
Diese ganz bestimmten Größen nenne ich die Hauptlösungen der 
vorgelegten Gleichung hinsichtlich: =. 


Kennt man ein beliebiges System Lösungen 9,, ..., 9, 80 [354 
findet man die Hauptlösungen, indem man setzt 


9%, 5 2)= pl, A... «,) (k=2,...,.n) 
und sodann hinsichtlich «,, ..., «, auflöst: 
%n=h, .., 0,=h,.. 
Alsdann sind die h, die Hauptlösungen. 
Satz 5. Seien jetzt 


er, 
4, = + 2 Kuga, 0 


(1) 





vorgelegte lineare Gleichungen, die paarweise 
4; (AN) A, (AN) ey 


ergeben, und seien die X, synektisch in der Umgebung des Wertsystems 
2%, = 0. Alsdann existieren n— q unabhängige Lösungen, die in der 
Nähe dieses Wertsystems symektisch sind. Insbesondere gibt esn—g 
Lösungen, die bei der Substitution 


2, =0,, N) u,=0, 


die Werte x, ,1,..-,x, ammehmen. Diese gang bestimmten Lösungen nenne 


ich die Hauptlösungen hinsichtlich: ln. =, 


q k 

11. Dieses vorausgesetzt, werde ich zeigen, daß die Integration 
des Involutionssystems (1) sich auf diejenige einer einzigen Gleichung 
zwischen » — q Variabeln zurückführen läßt; ich werde ferner wichtige 
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' Beziehungen zwischen den Hauptlösungen des Involutionssystems und 
' denjenigen der reduzierten Gleichung entwickeln.!) 

Seien f,j1, - --, /, ein System Lösungen des Involutionssystems. [355 
Ich bezeichne mit A,, A,,...,A, unbestimmte Parameter und mache in 
den f die Substitution 
A) Bey th, By tm). met Ali — 0). 
Hierbei geht eine jede Funktion p von 2, ..., %, In eine Funktion 
p’ von %, 2415 ++, %, über. Insbesondere gehen f,,,, -. -, f, in 
ER RE % über, und es ist klar, daß die fi für allgemeine Werte 
der A unabhängig sind. Die f; sind daher die Lösungen einer ge- 
wissen linearen partiellen Differentialgleichung zwischen «&,, & 
%,, die wir aufstellen werden. 

Hierzu bemerken wir, daß 


df \%_ aft 
@) rer 
daß ferner 
8) az 


Nun aber ist, wenn wir mit f eine beliebige Lösung des Involutions- 
systems bezeichnen, 


PREISE ERR 











df * | 
. +2 2. 3, = 0) (=1,..,9) 
gti 
‚also folgt 
| af | @f 1 af % 
La are 
Se 2 a\ | dr]: 
+ DH +2 Xsr + u - 1,X,,) Ida, >= 0, 


g+1 
oder mit Benutzung von (2), (3): 


Be af? 
I 4 Rose: 1X, +- Pe ae —0. 
g+l 


ak) dx, 


Diese Gleichung, deren Lösungen die Größen f,; sind, bezeichnen [356 
wir der Kürze wegen mit 


Ay=(. 


Wir bemerken, daß die Koeffizienten der Differentialquotienten synek- 





1) Man vergleiche hierzu Mayers und meine Arbeiten aus dem Jahre 1872. 
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tisch in der Nähe des Wertsystems: ,—= «,, 2,,,— nr nl 
sind, daß daher Ap = (0 Hauptlösungen hinsichtlich &, — «, besitzt. 

In den Hauptlösungen h,,,, -.., %,n des Involutionssystems hin- 
sichtlich: x, = &,, ..., %, = «, mache ich die Substitution (A). Hierdurch 
erhalte ich ein System Lösungen h},ı, ..., hi der Gleichung Ag =. 
Ich behaupte, daß diese Größen durch die Substitution x, — «, die 
Werte @,,1, ---, 2, annehmen. Zum Beweis bemerke ich, daß die suc- 
cessive Ausführung der Substitution (A) und der Substitution 2, = «, 
mit der Substitution 


A E PARERRFRBIE 77.7.2 


äquivalent ist; durch diese letzte Substitution aber gehen die h,,,; nach 
Voraussetzung in die x, ,, über. 
Hiermit ist der folgende Satz erwiesen: 


Satz 6. Die Hauptlösungen des Involutionssystems gehen durch die 
Substitution (A) in die Hauptlösungen der Gleichung Ay = 0 über. 


Führt man daher auf die Hauptlösungen der Gleichung Ay — 0 
die inverse Substitution 


2, — a %— EC. 
4 »=2—, .., „Weilna 
( ) 2 2 A 


aus, so erhält man die Hauptlösungen des Involutionssystems. Dies gibt: 


Satz 7. Seien ty, -- -, in ein System Lösungen der Gleichung 
Ayp—0. Man bestimmt die Hauptlösungen dieser Gleichung: k,y1, - - -, Im 
hinsichtlich x, = «,, führt sodann auf diese Größen die Substitution (4) 
aus; die hierdurch hervorgehenden Größen sind die Hauptlösungen [357 
des Involutionssystems, dessen Integration hiermit geleistet ist. 


Die Parameter «,, ..., «, sind, wie schon gesagt, nur der Beschrän- 
kung unterworfen, daß die X in der Nähe des Wertsystems x, = «,, 
5 %n = &, synektisch sein müssen. 
12. Ich erlaube mir, an dieser Stelle eine Betnerkung über meine 
Integrationsmethode der allgemeinen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung einzuschalten. 


Sei 
”»,=h, .. »=h 


ein Involutionssystem, und seien fj,..-, /, Funktionen von p,,1, I 
Pay %, +, %n, die in der Nähe des Wertsystems ß,,1, -- +, Br, &, 

.., & Synektisch sind. Nach meiner Erweiterung der Cauchyschen 
Methode verlangt die Integration des Involutionssystems nur die Be- 
stimmung aller Lösungen des linearen Involutionssystems 


9 -9)=0, ehr M-,9)=0. 
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Dieses Gleichungssystem hat Hauptlösungen hinsichtlich: 2,= «, ..., 
&%,—=@,. Daher können wir es auf eine äquivalente lineare Gleichung 
durch die Substitution 


n=%H+A, @ — 9). =%+ Al, — &ı) 


reduzieren. Hierbei nimmt die reduzierte Gleichung die Form 


B-lRtufrt.:: Pa), pt 


an. Folglich ist hiermit das Involutionssystem 9, —f,=0 «=1,...,n auf 
eine äquivalente Gleichung 


M-fthft... +Af 


reduziert, und zwar sind die Konstanten «, ..., @, nur der 
Beschränkung unterworfen, daß die f; synektisch in der Nähe 
des Wertsystems 2,=«,, p, = ß, sein müssen. 

Auch bei der Anwendung des Mayerschen Theorems sind die [358 
in demselben auftretenden Konstanten nur derselben evidenten Beschrän- 
kung unterworfen. 


S5. Reduktion eines (2rr + g)-gliedrigen Ausdrucks auf einen 
äquivalenten 2»2-gliedrigen Ausdruck. 


Sei vorgelegt zur Integration ein Ausdruck 


Kid, +. 4 Agay dlanrcn 
dessen Normalform 
F,df} +... + Frdfn 


2n Funktionen enthält. Wir werden zeigen, daß die Integration von 
ZXdz sich auf diejenige eines 2n-gliedrigen Ausdrucks zurück- 
führen läßt. 


13. Nach den Entwickelungen des $3 sind nicht alle Ausdrücke 
Beh 0 


b...d)= 
% | 


gleich Null. Laß uns z. B. voraussetzen, daß die Größe (1,2,...,2n) 
von Null verschieden ist. 

Bezeichnen wir unter dieser Voraussetzung eine beliebige unter 
den Zahlen 1,2,...,2n mit «, so kann, werden wir zeigen, nicht für 
jedes « eine Relation der Form 


E,& x 
Ah; 0, In F’ .., m Dar Van+ir rg) = 
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stattfinden. Diese Relationen müßten nämlich jedesmal x, enthalten, 
weil die Existenz einer Relation 
Pan 
Dlfı, fm Fr’ nr a} Baar 9 %gn+9) u; 
durch das Nichtverschwinden des Ausdrucks (1, 2,...,2n) ausgeschlos- 
sen ist. Also käme durch Auflösung, für « gleich 1, 2, ...., 2n: 


W F, F,-1 i 
@ fh» ln) Va) 0 I, Vn+1r +) Yan+g)o [359 
und wenn man diese Werte in die identische Gleichung 


F (&; or Kom Vantıı ** Yan+9) Te F, 
einführte, käme 
KW, u We Vontiy rn a4) =F,; 


das heißt, es existierte eine Relation 
13 
v (fi, EEE, In 12 7 Be Up n419 , U) Far F,; 
was indes durch das Nichtverschwinden des Ausdrucks (1, 2, ..., 2n) 
ausgeschlossen ist. Es gibt also jedenfalls eine Größe x,, die von den 


Größen 
fh» GR =. EI nn Yonyıy + Mandy 
unabhängig ist. 
Um zu entscheiden, ob z. B. eine Relation der Form 


F, Pen 
(1) &(h, lm) F,’ a) a gar Pan+ilr > %un4,) = 


stattfindet oder nicht stattfindet, hat man, werde ich zeigen, nur den 
Ausdruck (1, 2,..., 2» —1) zu bilden. 
Es bestehe in der Tat eine solche Relation. Macht man sodann 


in der Gleichung 
2n+q 


X da = -Irar “ 
die Substitution 
%gn lan ...y Ion+g an+g 
und bezeichnet die Größe, in die etwa @ hierbei übergeht, mit 9°, so 


kommt 
2n—1 


X dx -Ir° af; 
woraus 


2n—1 
1 > e ee m 
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folgt. Bei unserer Substitution geht andererseits &=(0 über in eine [360 
Relation zwischen den Funktionen, die in die rechte Seite der letzten 
Gleichung eingehen. Daher kann diese rechte Seite eine (n — 1)-glied- 
rige Form erhalten. Folglich kann auch ZX’dz eine (n — 1)-glied- 
rige Form erhalten, was darauf hinauskommt, daß der Ausdruck 
(1,2,..., 2» — 1) verschwindet. 

Ist andererseits (1, 2,..., 2”»—1)= 0, so kann EX°dx, und also 
auch diese Größe dividiert mit F\ eine (n— 1)-gliedrige Form erhalten. 
Demzufolge ($ 3) besteht eine Relation 


Fi F° 
c 1 n—1 
v(h; RR LE | n) F%? u. 4) =0 
und also auch eine Relation der Form 2 =. 


Satz 8. Ist der Ausdruck (1, 2,...,2n) von Null verschieden, so sind 
die 2n Größen (1,2,...,°—1,i+1,..., 2n) nicht sämtlich gleich Null. 
Ist 2. B. (1,2,....2%»—1) von Null verschieden, so sind die Größen: 

F, F 


n—1 
h ST LM) 2 , Sr RR, Kan Manııy Wgnyg 


von einander unabhängig. 


14. Wir wenden uns jetzt zur Darstellung der Grundlage meiner 
neuen Integrationsmethode. Dabei kann ich nach dem Vorangehenden 
voraussetzen, daß die beiden Ausdrücke (1,2,...,2») und (1,2,...,2%»—1) 
von Null verschieden sind. 

In dem Ausdruck X,d2, +...+ X,,,, 
Substitution 


(A) Cgnyn gun t Ayla, — 0.) a 


dx, „„,„ wachen wir die 


wo die «, und A, zunächst unbestimmte Parameter bezeichnen. Wir er- 
halten hierdurch einen 2»-gliedrigen Ausdruck 
2n—1 


SI xXds+ da, Kant aXsnrıt... + Xinro), 


_ den wir der Kürze wegen mit P,, bezeichnen. Ich werde zeigen, daß [361 
die Normalform von P,, 2n Funktionen enthält. Ich zeige darnach, daß 
die Integration von P,, diejenige von 2Xdx nach sich zieht. 
Die Ausführung der Substitution (A) auf die Gleichung 
2n+q n 

| I x,de, -IF,df, 
1 1 
gibt 
Pu=DEaf,. 

1 


So phus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 23 
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Es fragt sich, ob die Determinante 
en 


ee 


A1= 








verschwindet oder von Null verschieden ist. 
Um diese Frage zu entscheiden, bemerken wir, daß 
































dy* dp |? dg dp dp |% 
N vr En Be he 
dngn—_x Bann ’ day, dx, Ta AXgn+% 
und daß daher 
a 1a AR I BR i 
Er %gn| I... Kgn—1 Yanık 


ist. Hier ist jedenfalls das erste Glied rechts von Null verschieden, 
weil (1,2,...,2n) und also auch (1,2,..., 2n)* nicht identisch ver- 
schwindet. Für allgemeine Werte der Parameter A ist also 7/ von Null 
verschieden. Dies gibt: 
Satz 9. Die Normalform des Ausdrucks (ZXdx)"= P,, enthält 
2n Funktionen. 
15. Ich setze jetzt voraus, daß die Integration von P,, geleistet 
ist, daß man also hat 
(ZXaa)’ = P.= D,dyp, “5 er Ar D,dp,, 
wo die und ® bekannte Funktionen von &,,...,%,, und den ) [362 
sind. Ich werde zeigen, daß es dann möglich ist, Größen f,, F, aufzu- 
finden, welche die Gleichung 
2n+q 
DXdz= Fafı+...+F,df, 
1 
befriedigen. 
Zunächst bestimmen wir 2n— 1 unabhängige Funktionen der Größen 
F Ba 
fr Fa 7. ini m re, 


Diese Größen genügen den q+ 1 partiellen Differentialgleichungen 
Ei Sea 1 f | =.() 


|. + Zan-ı Yanril 

In diesen Gleichungen hat der Differentialquotient von der unbekannten 
Funktion f hinsichtlich z,,,, jedesmal denselben Koeffizienten, nämlich 
die Größe 


(k=0,1,...,9% 


Af- 


| 
E 
| 
: 
F 
| 
ö 
| 
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die nach den Entwickelungen der Nummer 13 nicht identisch verschwinden 
kann, weil der Ausdruck (1,2,....2”»—1) von Null verschieden ist. 
Hieraus ergibt sich leicht einerseits, daß unsere g + 1 Gleichungen un- 
abhängig sind, andererseits, daß sie ein vollständiges System bilden, 
da sie 2» — 1 unabhängige Lösungen besitzen, drittens, daß sie Haupt- 
lösungen hinsichtlich: 


Kon Mgnr +9 Manıg  Manrg 
für passend gewählte Werte der « besitzen. 
Die Größen nn. 
(a) Bee 7 
sind ihrerseits die Lösungen einer Gleichung zwischen &,,..., &,,, die 
wir mit dem Symbole 


2: 








n | 


Ay=0 [363 


bezeichnen wollen. Dabei bemerken wir, daß das Involutionssystem 
A,f=0 zu der Gleichung Ap= 0 eben in der Beziehung steht, die 
wir in Nummer 11 untersuchten. Nun aber ist 


ZP’df' = (EX de) — ZDdp. 


Also sind auch die bekannten Größen 
® &® 
1 n—1l 
De ee, ee 
a eh N; 


als unabhängige Funktionen von (a) ein System Lösungen von Ay=. 
Hiermit ist die Integration dieser Gleichung geleistet und folglich kann 
man nach den Regeln der Nummer 11 die Hauptlösungen h,, ..., Rg,_ı 
des Involutionssystems A,f—= 0 berechnen. 
Satz 10. Nachdem P,, auf seine Normalform gebracht ist, findet 
man durch ausführbare Operationen 2n — 1 unabhängige Funktionen h,, 
.., Rau. der Größen 
F, #., 
fh» N, BR a 2, 


welche Funktionen h, bei der Substitution %,— Agny +++, Lanyg Sgnyy 


die Werte &,, ..., %„_ı annehmen. 
16. In der Gleichung 


2Xdx = F,(af, + Fahrt en + 7° 4f,) 


sind die f, und die Verhältnisse der F', Funktionen der h,. Es besteht 
_ daher eine Relation der Form 


2n+tq 2n—1 


f (3) >Xda en oZH,(h,, .. Nan-ı)&h,, 


22* 
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in der allerdings die H, zunächst unbekannte Funktionen der h, sind. 
Man bestimmt diese Funktionen folgendermaßen. In der soeben geschrie- 
benen Gleichung setzt man: x,,—= &gy, : +; #gn4g = %gn+, und findet so: 


2n—1 2n—1 


SIR, -- +, Laa-ın am +7 Aanıg) I = "IH, ---, Ln-ı)dR, 
1 1 
woraus sich ergibt, daß [364 


1 
Han + &n-ı) = r72 Kulay .2 0, Ban-ır an Oyn+9) 
und also auch 
H,(Ch,, .. Mg-ı) as 6X,(h, ne EEE one fa...) 
ist. Hierdurch geht (3) über in die Gleichung 


2n+tq 2n—1 


ZXde - X, ee, oje, 


deren rechte Seite wir jetzt auf eine n-gliedrige Form bringen werden. 
In der bekannten Integralgleichung 


(ZXde"=P,,= Ddp +... +9,dy, = Z0dy 


setzen wir %,,— %,. Hierdurch kommt: 
an—i 


Kla Lgn_1, Kany*) 4); = D,(l& , RL LACH A 


und also auch 


2n-1i 


Kılh,, rn ae 4 )A,=ZEPd,(h,, 0, )Apıllı, ---, &g,), 


woraus sich ergibt, daß 


f 


2n+tq 


Xdr- oZIo,(h,, a 


ist. Dies ist die gesuchte Integralgleichung von ZXdx. In derselben 
wird die noch unbekannte Größe & durch eine beliebige der Gleichungen 


X, = o >! ER Re | Apzlhrr:. 1 Can) 
n de; 


bestimmt. 


Hiermit ist das angekündigte Resultat erreicht, und wir können 
folglich das folgende von mir (1872) entdeckte Theorem aussprechen: 
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Theorem V. Die Integration eines (2n + g)-gliedrigen Pfaffschen 
Ausdrucks, dessen Normalform 2n Funktionen enthält, verlangt nur [365 
die Integration eines gewissen 2n-gliedrigen Pfaffschen Ausdrucks, dessen 
Normalform ebenfalls 2n Funktionen enthält. 


8 6. Aufstellung eines vollständigen Systems. 


17. Ehe wir den in dem vorangehenden Paragraphen betrachteten 


Ausdruck 
zZ dr taist X 


ang lanıı 


auf seine Normalform 
Fafh+t-..+F,d, 


bringen können, ist es notwendig, dasjenige vollständige System auf- 
zustellen, dessen Lösungen die Größen 


F, F.-1 
(1) fon ne NE Re 
sind.!) : 1 
Zunächst stellen wir diejenigen q Gleichungen auf, deren Lösungen 
fir fa Fu, F, sind. Läßt man in der Gleichung 


Aech NE | 

I a a 
k successiv die Werte 1, 2, ..., q annehmen, so erhält man g lineare 
partielle Differentialgleichungen, die von fi, ..., fa» Fi, ---, F„ befriedigt 
werden. In diesen Gleichungen hat der Differentialquotient von f hin- 
sichtlich &,,,, jedesmal zum Koeffizienten die Größe: 


RB LE... 


E20: 


I=(1, 2... 2%), 

die wir wie früher von Null verschieden annehmen. Folglich sind unsere 
q Gleichungen unabhängig. Da sie außerdem die größtmögliche Zahl [366 
gemeinsamer Lösungen besitzen, bilden sie ein vollständiges System. 
Diese Gleichungen besitzen, da 


fı nF * VL. hitln:,20, 2048) 
%...%_1%r1: . Bere Konlan+k| 


ist, die Form 
ya 9-84, 2m 2n +) L=0. 


1) Man vergleiche hierzu Clebsch, Crelles Journal Bd. 60. 
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Diese q Gleichungen werden eo ipso von den Größen (1) befriedigt; 
außerdem haben sie aber noch eine Lösung. Um also das vollständige 
System zu finden, dessen Lösungen eben die Größen (1) sind, brauchen 
wir nur zu den schon gefundenen g Gleichungen eine von ihnen un- 
abhängige hinzuzufügen, die ebenfalls von den Größen (1) befriedigt wird. 

Es ist 

K-Rget. +RgE-ZHZE O0 enmtn 


1 de, 
woraus wie früher 


OD es ah dR,) 
Te de Arlda,da, da,de, 











Da nun die Determinante 
(O1, &gpy ++, &gn,9n) = (1, 2,..., 20) 
nach Voraussetzung von Null verschieden ist, so sind die Gleichungen 
X, = th Fa +-.. + &gn,1®an 
L oh Fiat +-:.+ fg n,2Fan 
%,,= & and t Rande t --- + gm, an2en 


verträglich. Durch Einsetzung der Werte der Größen X, und «,, nehmen 
diese Gleichungen die Form an 


En (7 (Gen + in not ea 29 t F,) Eu 





dx dx, dX,n 
dF, (dfı ar, af, ) ee: 
n rar ah. taten \-0, [367 


wo i successiv die Werte 1,2, ..., 2» anzunehmen hat. Da nun die 

Determinante 

BE 
8 i 


= (1,2... 2n 
Eh, Ko (h 








n 


von Null verschieden ist, ziehen unsere 2n Gleichungen, aufgefaßt als 
lineare homogene algebraische Gleichungen, die 2n folgenden nach sich: 





dF, dF, dF, 
Er Fl Ay FE AR nV, 
af. afı, af, & 
dx, &9 + Ada, °° + ... + de, en =( (h=1,..„n). 
Die » ersten Gleichungen zeigen, daß 
Be o. 2 
F' Fr 


BEN, ee ee, 
dn, ar er %a+t-..+ 1 
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ist, so daß die Gleichung 


d d 
(2) nt. 4 gan 0 
von den Größen 
F, 2 


N— 


fa m Pr HF 

befriedigt wird. R i 
Diese Gleichung, die von den früher gefundenen q Gleichungen 
unabhängig ist, weil sie nur Differentialquotienten von f hinsicht- 
lich 2,, -. -, %, enthält, fügen wir zu ihnen hinzu und erhalten hier- 
durch das (g + 1)-gliedrige vollständige System, dessen Lösungen die 
f, und die Verhältnisse der F, sind. Dabei bemerken wir, daß dieses 
Gleichungssystem nach den Entwickelungen der Nummer 15 sich hin- 


sichtlich 
ar, ar 3 [368 
Ang,’ Argnyı’ ’ dlgnyg 








auflösen läßt und daß es daher für passend gewählte Werte von 
&gny ++, &gn4, Hauptlösungen hinsichtlich: 23, = 1, ++, Xan+g — Canrg 
besitzt. 

Ist insbesondere g= 0, so daß es sich um die Reduktion eines 
2n-gliedrigen Ausdrucks auf eine n-gliedrige Normalform handelt, so 
reduziert sich unser vollständiges System auf die einzige Gleichung (2). 


$ 7. Meine neue Integrationsmethode. 


18. In $ 5 lehrten wir, einen jeden (2n + g)-gliedrigen Aus- 
druck, dessen Normalform 2» Funktionen enthält, auf einen äqui- 
valenten 2n-gliedrigen Ausdruck 


Pr. = Xıda, +. + Isla 


dessen Normalform 


Fafh +..:-+f,af, 
ebenfalls 2» Funktionen enthält, zurückzuführen. Es fragt sich, wie man 


P,, in einfachster Weise auf seine Normalform bringen kann. 


Betrachte ich 
Fafh +.--+F,af, 


als eine bestimmte Normalform von P,,, dagegen Z®dy als die: all- 
gemeinste Normalform desselben Ausdrucks, so ist nach der Theorie 
der Berührungstransformationen die Größe p, eine beliebige Funk- 
tion von 


F Fa-1 


hr >: n) W223 ’ 
N 


Ss 
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das heißt, p, ist eine beliebige Lösung von der in dem vorangehenden 
Paragraphen aufgestellten linearen partiellen Differentialgleichung 


(0) nt te [369 


2n 
Ist eine solche Lösung, die f, heißen möge, gefunden, so existieren also 
immer weitere Größen /, und F,, die 


2n 


(1) P,.= ZZ Xde = Fdf, +... + F,df, 


ergeben. Ich löse die Gleichung 


h(&; ey Ian — b = Const. 
hinsichtlich x,, auf 
= dlays 2, Dan, Ö) 


und führe diesen Wert in (1) ein. Da f, bei dieser Substitution, die 
ich mit dem Symbole b bezeichne, in eine Konstante übergeht, so kommt: 
k=2n—1 d 

> (%+X,, 7) = PB, = Faß +... +Fap; 

k=1 
woraus hervorgeht, daß die Normalform von P,,_, jedenfalls nicht 
mehr als 2» — 2 Funktionen enthält. Diese Normalform kann auf der 
anderen Seite nicht weniger als 2» — 2 Funktionen enthalten. Existierte 
in der Tat eine Relation 


Die En 
so fände man durch Rückwärtssubstitution: eine Relation zwischen den 
7. und..F,. 
Ich behaupte, daß die Integration von P,, sogleich geleistet werden 


kann, wenn P,,_, integriert ist. 


Sei in der Tat 
Bilı Erz D,dp, + en + D,_,dp,_, 


eine beliebige bekannte Normalform von P,,_,. Ersetzt man hier die 
Konstante b durch f,, und betrachtet wiederum &,, ..., 2,, als absolute 
Variabeln, so kommt sogleich eine Gleichung der Form 

2n 


—Xda = D,dp, +...+&,_,dp,_, + Fıdf,, 


was eine Integralgleichung von P,, ist. Also: 


Satz 11. Ist eine Lösung der Gleichung (0) gefunden, so kann [3710 
die Integration von P,, durch ausführbare Operationen auf die Integration 
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eines (2n— 1)-gliedrigen Ausdrucks P,,_, zurückgeführt werden. Dabei 
enthält die Normalform von P,,_, 2n--2 Funktionen, so daß P,,_, 
durch ausführbare Operationen auf einen äquivalenten (2n — 2)- gliedrigen 
Ausdruck P,,„_, zurückgeführt werden kann. 


Dies gibt nun unmittelbar eine allgemeine Methode zur Integration 
eines beliebigen Pfaffschen Ausdrucks, dessen Normalform eine gerade 
Anzahl Funktionen enthält: 


Theorem VI. Sei vorgelegt zur Integration ein (2n + q)-gliedriger 

Ausdruck 
Pan ZB FF rn 

dessen Normalform 2n Funktionen enthält. Man führl zunächst P,,, e 
durch ausführbare Operationen auf einen äquivalenten 2n-gliedrigen Aus- 
druck P,, zurück. Man sucht sodann ein Integral von dem zu P,, ge- 
hörigen ersten Pfaffschen Systeme, führt danach P,, durch ausführbare 
Operationen auf einen äqwivalenten (2n — 2)-gliedrigen Ausdruck zurück. 
Durch eine Integrationsoperation reduziert man sodann P,,_, auf einen 
Ausdruck P,„_,, der wiederum in entsprechender Weise auf einen Aus- 
druck P,„_s reduziert wird, usw. Zuletzt kommt man zu einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung P, mit zwei Variabeln. Ist 
dieselbe integriert, so geht man rückwärts und bestimmt suecessiv durch 
ausführbare Operationen Integralgleichungen von: 


Pi Pi; et Dust, Bis - 


Diese Methode stimmt hinsichtlich der Zahl und Ordnung der not- 
wendigen Integrationsoperationen mit der Clebsch-Mayerschen. Einer- 
seits ist aber die Begründung meiner Methode prinzipiell einfacher, 
andererseits dürfte es praktisch bequem sein, daß die Eliminationsope- 
rationen nach meiner Methode größtenteils erst dann verlangt werden, [371 
wenn die Integrationsoperationen ausgeführt sind. 


$ 8. Meine Integrationsmethode eines Ausdrucks, dessen Normalform eine 
ungrade Anzahl Funktionen enthält. 
19. Ich wende mich jetzt zur Betrachtung von Pfaffschen Aus- 
drücken 
X,da, +..:-+X dx 


2n+q Zn+9? 


IHRE +... + Fedf. 


eine ungerade Anzahl, etwa 2» + 1 Funktionen enthält. 
Alsdann können die Determinanten 


he Alm Pi 


rule... 


deren Normalform 


FF 
| 


346 XXI, Theorie des Pfaffschen Problems, I. Arch. IL, 1877 


nicht sämtlich verschwinden. Sei insbesondere 


4,2... + EV 
oder ausgeführt 


Re B, 


Lg ++ Dany 


: en 
ter 13? Konyı) ; 
I #ı 





{ 20. 








. Kg | 


Folglich verschwinden auch nicht alle in die letzte Ungleichheit ein- 
gehenden Determinanten, die wir in $3 berechnen lehrten. Sei z.B. 








a 
a 
2 dene 


Dies vorausgesetzt, mache ich in dem Ausdruck ZXdz, indem ich 
mit A, und vorläufig auch mit «, unbestimmte Parameter bezeichne, die 
Substitution 
(A) Lonzn = anyı + Arlanıı — Man+1) aka BEST 


und erhalte hierdurch einen (2» + 1)-gliedrigen Ausdruck 


Sx da, un 1X, +4, a, r- St A, Dur)” Din [372 


Ich zeige zunächst, daß die Normalform von P,,,, 2% +1 Funktionen 


enthält. 
Sei in der Tat df + ZF,df, eine Normalform von IXdz, alsdann 


kommt, wenn wir die Substitution (A) ausführen, 
(ZXde) = P,,,, = af + Flafi+...+Faf,. 


Wir haben zu zeigen, daß die rechte Seite dieser Gleichung eine Nor- 
malform von P,,,, ist, daß also 








2 ı gi A 
re >0 
Dr. Kp cier Du Baaa rin Mana 
Dieses beruht darauf, daß für k=]1,...., 2n: 
ae _| ae 
e da; | da|?’ 
während: 
dd | ds "La dad | 
Axgn+ı a,,1] A ldag.y:| 





ist. Infolgedessen erhält die obenstehende Determinante die Form 


Bin MR m | 


Lg... Dgn Yanıı u U Kyır Kg, Man+i, 


Az, 


’ 
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wo jedenfalls das erste Glied nicht identisch verschwindet, so daß auch 
der ganze Ausdruck für allgemeine Werte der A nicht verschwinden 
kann. 

Hiermit ist nachgewiesen, daß die Normalform von P 


2n +1 Funktionen enthält. nn 
20. Sei 
(B) Pony =Ap + Ddp, +...+ D,dp, 
eine bekannte solche Normalform. Ich werde zeigen, daß man jetzt 
P,,;, vermöge ausführbarer Operationen auf seine Normalform 
Par = Ih t+Faft+:::- +F,af,. [373 


bringen kann. 


Hierzu bemerken wir, daß fj, ..., fu #4, ---, # die q Gleichungen 
Bee re 


nn 


4,f= 


befriedigen. Diese q a deren Koeffizienten 


ER: 
‚X .. LT, 1 ns . 


eh. „I—hitl,...,2n, 2n-+k) 


Vonrk 


früher berechnet sind, müssen unabhängig sein, weil der Koeffizient 


hf Te | 
we 
des Differentialquotienten von f hinsichtlich z,, ,, von Null verschieden 


ist. Unsere q Gleichungen bilden daher ein vollständiges System, das 
_ für passend gewählte Werte der «, Hauptlösungen hinsichtlich: 
et Dgn+ı I gn+ır De Dgn+g ER Ryarg 

Auf der anderen Seite sind die Größen Q,, ..., 9, ®,, .-.., ® 


n 


> va 14 .. hd ° . 
wie auch f,, -- -, ‚F, Lösungen einer linearen partiellen 


n? 


Differentialgleichung in den Variabeln &,, ..., @gn4ı: 
Ay=(0. 


Es ist klar, daß diese Gleichung zu dem vollständigen System A,f=0 
in derjenigen Beziehung steht, die wir in $ 4 untersuchten. Da ich 
nun ein System Lösungen g,,...., ®, von Ap=( kenne, so kann ich 
_ nach den Regeln des genannten Paragraphen die Hauptlösungen 
hr> ---; ha, der Gleichungen A,f= 0 hinsichtlich Konz = au DO 
hast 
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Nun aber sind die f, F, Funktionen der h,; daher besteht eine 
Relation der Form 


2n+tgq 


= Xda — = af + IH, 3 hy,)dh,, 


in der allerdings die ZH, zunächst unbekannte Funktionen der h, [374 
sind. Um siezu bestimmen, setzen wir 23, ,;—= &,„,,, wodurch die h, in die 
%, übergehen. Es kommt also 


2n 


Slam ann NAHEN ,:., 0) 


woraus sich 
ea 





H(& .--, a) Xulaı --, Rgnyiy FEN) Ks 


dz, 
und also auch 
GEB r > Eon dire ante) 
1: A NWERRE NE D.(( JORREIE JORREBEORL "REN ns Due. LEE LIE 


ergibt. Indem wir diesen Wert einsetzen und dabei 


Et »-.: Aa Ugnyıy 7 Agnyy) 
mit © bezeichnen, folgt 
3n+g 


2 Xda — do ‚>= eo ee 


wo wir jetzt leicht die rechte Seite auf ihre Normalform bringen 
können. In der Gleichung (ß) setze man nämlich &,,,, =@g,„,,, dann 
kommt 


BDICH rn Kgmy Manyıı 9 Opn49)dz, er 


n 
= dp + DI 0,2, er Da %,41)I 9%, 4, Dany Aany+ı) 
1 


und also ist auch 


2n 
Kl, nr ...)dh,= do r Z6;(h,, .. %41)4Y; (hr, .. Ogn+ı) 


wo o die Größe p(h,,..., Agn, &n,1) bezeichnet. 
In dieser Weise findet man, indem man die übrigens unbekannte 
Größe @+o mit f bezeichnet: 


2n+tgq 


_Xas — ER df+ 20, (ur.- Man gn41)Api(hı, ze Nun Oyn41)» 
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was die gesuchte Integralgleichung ist. Die unbekannte Größe f wird 


bestimmt durch die Formel 
day fi [2Xdn — ZB;(h,,..., Rous Cansı)UPilhıy + Man kanzı)) - [875 


Dies gibt das folgende Theorem: 


Theorem VII. Die Integration eines (2n +q)-gliedrigen Ausdrucks 
EXdx, dessen Normalform 2n + 1 Funktionen enthält, läßt sich immer 
zurückführen auf die Reduktion eines gewissen (2n + 1)-gliedrigen Aus- 
drucks auf seine Normalform, die ebenfalls 2n +1 Funktionen enthält. 

21. Um nun meine neue Methode darstellen zu können, brauche 
ich nur die folgenden Überlegungen zu machen: 


Sei | 
df+Fdf +... +F,df, 


eine bestimmte Normalform, 
dp 5 D,dyp, + RS sr D,dyp, 


die allgemeinste Normalform eines vorgelegten (2» + 1)-gliedrigen Aus- 


drucks 
Banıı - Ydı, +...+ I... 10u,,\- 


Alsdann ist, wie man in der Theorie der Berührungstransformationen nach- 
weist, p, eine arbiträre Funktion von fj, ..., F,, das heißt, g, ist 
eine beliebige Lösung des in diesem Paragraphen aufgestellten voll- 
ständigen Systems A,f=0. Ist eine solche Lösung, die f, heißen möge, 
gefunden, so existieren immer weitere Größen f,, F,, welche 


(@) Porn hr 
ergeben. Ich löse die Gleichung 
CE ... N) =-b=- Const. 


hinsichtlich a,,,, auf: 

Zn =UlMy : 4, Dan D) 
und führe diesen Wert in («) ein. Bei dieser Substitution geht /, in 
eine Konstante über, und also kommt 


2n 


2 I (R oe ) da,-df +Fdf +... +Fldf,. [306 
1 

Da nun die Größen f’, f,, ---, Ben, F’ nicht durch eine Re- 
lation verknüpft sein dürfen, weil sonst auch die Größen f, fi, - fm 
F,,..., F, nieht unabhängig wären, so muß die Normalform von 
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P,„ 2» —1 Funktionen enthalten, und es ist klar, daß die Bestimmung | 
einer Normalform 

Pn=dp+9,dp, +...+9,_,dp,-ı 
von P,, die Integration von P,,,, nach sich zieht. Ersetzt man näm- 
lich in der letzten Gleichung 5b durch f,, so erhält man sogleich eine 
Normalform von P,,;ı- 

Andererseits lehrten wir in der vorangehenden Nummer, P,, durch 
ausführbare Operationen auf einen äquivalenten Ausdruck P, _,, dessen 
Normalform ebenfalls 22 —1 Funktionen enthält, zurückzuführen. 

Um P,._ı auf seine Normalform 

P,,.-ı = du + U,du, +... + U, _ıdu_ı 
zu reduzieren, verfährt man genau wie bei der Behandlung von P,,,,. 
Man sucht eine beliebige Lösung des vollständigen Systems, dessen 
Lösungen %, -..., W,_1» Us ---, U„_ı Sind, reduziert sodann P,,_ı 
‚auf einen Ausdruck P,„_,, der seinerseits nach den Regeln der vor- 
angehenden Nummer auf einen Ausdruck P,,_, zurückgeführt wird, 
und so weiter. Also: 

Theorem VIII. Sei vorgelegt zur Integration ein (2n + g)-gliedri- 


ger Ausdruck 
Sarg == X,da, Hr Bu as Konz Plgnrgı 

dessen Normalform 2n +1 Funktionen enthält. Man reduziert zunächst 

P,„,, @urch ausführbare Operationen auf einen äquivalenten Ausdruck 

P,„;1, dessen Normalform 


Bose bay dp + D,dyp, + Sur + D,dp, 

ebenfalls 2n + 1 Funktionen enthält; sodann sucht man durch eine [877 
Integrationsoperation eine arbiträre Funktion von p, -::, Pr Dis ---, ®, 
und führt damach P,„,, durch eine zweifache Reduktion zurück auf 
einen äquivalenten Ausdruck, dessen Normalform 2n — 1 Funktionen ent- 
hält. In dieser Weise fährt man fort und erhält schließlich einen Aus- 
druck P,, das heißt ein vollständiges Differential, dessen Integral man 
durch eine Quadratur findet, sodann geht man rückwärts und bestimmt 
successiv Integralgleichungen von den Ausdrücken: 


25: 2,, ee, RE I Ta: 


Note. [378° 
22. Eine Anzahl Gleichungen der Form 
(1) BE 2,0, 0) =1, 2...) 


bestimmen bekanntlich im allgemeinen eine Berührungstransformation, 
weil die Gleichungen 


d2,; ’ d2, ir 
(2) PLA FR re Pope er k=l,..m) 
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zusammen mit den 2,= 0 die Gleichung 
Zp,dx, = Zp,da, 


identisch befriedigen. Bei mehreren Gelegenheiten habe ich den Aus- 
nahmefall, daß die Gleichungen (1), (2) keine Transformation zwischen 
den Größensystemen x,, p, und x), 9, bestimmen, untersucht. Ich 
werde andeuten, wie ich meine früheren Resultate in einfachster Weise 
begründen kann. 

Sind die Größen x,, p, vermöge (1), (2) durch q Relationen ver- 
knüpft, so erkenne ich wie früher (vgl. z. B. Math. Ann. Bd. XI)'), daß 
die Normalform von pn 2 m q) Funktionen enthält. Sind anderer- 
seits die Größen x’, p’ durch g’ Relationen verbunden, so enthält die 
Normalform von Zp’dx’ 2(n — g’) Funktionen. Also kommt, da die 
Normalformen der beiden gleichgroßen Ausdrücke Zpdx und Zp’dx’ 
gleichviele Funktionen enthalten: 

2n—-9)=2n-4), 
das heißt, es muß 





9=d 

sein, wie ich früher gefunden habe. 

Seien jetzt vorgelegt g+1 Gleichungen der Form [379 
2—2= Way. ,% n Dr. x), 
aD, N (=1,...,9) 
Zusammen mit 
im dw a 

= da, +2: A MT ge er (kzal,..,%) 


bestimmen sie im allgemeinen eine Berührungstransformation, weil sie 
de — Epdaz = dz’ — Zp’ da’ 


nach sich ziehen. Es trete jetzt der Ausnahmefall ein, daß die oben- 
stehenden Gleichungen keine Transformation zwischen den beiden 
Variabelnsystemen 2, x, p und 2’, x’, p bestimmen. Alsdann beweist man 
leicht, daß die Größen z, x, p durch genau soviele Relationen wie die 
Größen 7’, «’, p' verknüpft sind. 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Note 2 am Schlusse. | 
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XXlIa. 
Selbstanzeigen von XXI. 
1. Repertorium Bd. II, S, 407—408. Berlin 1879. 
Die Reduktibilität eines Pfaffschen Ausdrucks 


X,dr, +... + X,de, 


auf die bekannten Normalformen wird in einer neuen einfachen [408 
Weise nachgewiesen. 

Der Verfasser behauptet, daß die Kriterien, die zwischen den ver- 
schiedenen Typen des Ausdrucks EXdx scheiden, zuerst von Graß- 
mann in seiner Ausdehnungslehre (1861) gegeben sind. 

Im übrigen gibt die Abhandlung eine ausführliche Darstellung einer 
Integrationsmethode des Pfaffschen Problems, die der Verfasser schon 
1875 skizzierte. 


Mit dieser Selbstanzeige stimmt fast genau überein eine französisch geschrie- 
bene in dem „Bulletin des Sciences mathematiques et astronomiques“, Bd. XIV 
(II. Ser., Bd. II), 2. Abt., S. 187, Paris, November 1879. Nur der zweite Absatz 
lautet etwas anders: 


L’auteur etablit que les criteriums qui distinguent les divers types 
de l’expression X,dz, +---+ X,dx,, ont et& donnes pour la premiere 


fois par fraßmann dans la seconde &dition de son Ausdehnungs- 
lehre. 


2. F.d.M., Bd.IX, Jahrg. 1877, S.255—257. Berlin 1880. 


In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- [255 
nung beweist man die beiden folgenden Sätze: 


I. Sind die Größen pP, :: :» Py> %ı, - - -, &, durch eine Relation ver- 
knüpft, so kann der Ausdruck n 


pda, +... +p,dz, 
immer die Form [256 


dy, ar qayı ar en T -ı @Yy,-ı 
erhalten; dabei sind die y, und q, Funktionen von x, und p,. 


II. Sind die Größen 2, &,, :.., %5 Pıy ---, P, durch eine Relation 
verknüpft, so kann der Ausdruck 
ds — PAR, —...— 2,40%, 
immer die Form 


i day, a: u + 9,4%, 
erhalten. 
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Diese Sätze bleiben eo ipso noch gültig, wenn die Größen z,, p, 
(oder z, &,, p,) nicht nur durch eine, sondern durch mehrere Relationen 
verknüpft sind. 

Diese Sätze geben einen äußerst einfachen Beweis des Pfaffschen 
Fundamentalsatzes. Sei in der Tat vorgelegt ein Ausdruck 


Eidn +...+Xyda, = 2Xdr, 


wo die X, beliebige gegebene Funktionen der x, sind. Da die 2m Größen 
Kup ee Im Xıy > X,, durch Relationen verknüpft sind, so zeigt Satz I, 


m) 


daß &Xdx die Form 
Ar +QGAH, +... + On-ıdIa-ı 


erhalten kann, und dabei sind die 2m —1 Größen Y,, @, immer durch 
Relationen verknüpft, ausgenommen, wenn m=1 ist. Daher kann der 
Ausdruck dY+Z0Q,dY, nach dem Satze II die Form 


N ARE ee CH 


m—1 


erhalten, und dabei sind die 2m — 2 Größen R, Z durch Relationen ver- 
knüpft, ausgenommen, wenn m=2 ist. Daher kann ZR,dZ, im allge- 
meinen die Form 


aY,+ Gar, a + Ba 


erhalten, und so weiter. 
In dieser Weise ergibt sich der bekannte Satz: 


Der Ausdruck 
X,dx, +... +X,dz, 


kann immer entweder die Form 
Faf, +... +F,df, 
wo 2n< m, oder auch die Form 


dp + P,dp, +..-+ 9,_1dP,._1 


wo 2n—1<m, erhalten, und zwar so, daß die in den reduzierten [257 
Ausdruck eingehenden Größen unabhängig sind. 


Die reduzierte Form wird als eine Normalform bezeichnet. Die 
verschiedenen Normalformen, die ein vorgelegter Ausdruck erhalten 
kann, enthalten gleichviele Funktionen. Zwei Pfaffsche Ausdrücke, 
deren Normalformen gleichviele Funktionen enthalten, können in ein- 
ander transformiert werden. Die Zahl der unabhängigen Funktionen ist 
daher die einzige invariante Eigenschaft eines Pfaffschen Ausdrucks. 

Der Verfasser stellt sich die Aufgabe, durch ausführbare Operationen 


zu entscheiden, wie viele Funktionen die Normalform eines vorgelegten 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 23 
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Pfaffsehen Ausdruckes enthält. Diese Aufgabe wird in einer einfachen 
direkten Weise behandelt. Die gefundenen Kriterien stimmen mit den 
zuerst von Graßmann gefundenen überein. 

Nach diesen vorbereitenden Entwicklungen, die insbesondere hin- 
sichtlich der angewandten Methode etwas Neues bieten, wendet sich der 
Verfasser zu einer ausführlicheren Darstellung derjenigen neuen Inte- 
grationsmethode des Pfaffschen Problems, die er 1872 skizzierte. Die- 
selbe hat eine große Ähnlichkeit mit seiner neuen Integrationsmethode 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. (Vgl. F.d.M. 
1873, V,S 207—210.) L. 


XXU. 
Geometriske Meddelelser (Geometrische Mitteilungen). 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.)' 


Christ. Forh., Aar 1879, Oversigt over Videnskabs-Selskabets Möder i 1879, 
S.3 u. 14. Christiania 1880. 


1. 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 7. Februar 1879. 
Oversigt 8.3, 2.12 v.u.—S.4 26v.u. 
S. Lie hatte folgende geometrische Mitteilungen eingesandt: [3 
Ist das Linienelement einer Fläche gegeben durch!) 


ds?’= e”’dady, 


so sind deren geodätische Kurven, wie bekannt, bestimmt durch 


Soll diese Differentialgleichung eine Transformationsgruppe gestatten, 
so sind drei Fälle möglich: 
Entweder ist 


in diesem Falle kann man setzen 


e— erde —y). 
Oder auch es ist [4 
a: _ an i 
ee 
in diesem Falle kann man setzen 
er yf(«) er F(&), 
wo f und F' durch einfache Differentialgleichungen bestimmt sind, die 
ich integriert habe. Oder es ist endlich 
ds 


in uni dy 


1) In dieser Mitteilung wird von den Flächen mit konstantem Krümmungs- 
maße abgesehen; deren Transformationsgruppe enthält acht Parameter. 
28* 


dn j 
Zd, TER 


N, 


356 XXII. Geometriske Meddelelser. Christ. Forh. 1879 


in diesem Falle kann man setzen 
e®=gpla+y)+ day), 


wo g und ® durch Differentialgleichungen bestimmt sind, von denen 
ich mehrere partikuläre Lösungen kenne. 

Soll eine Fläche mehrere Transformationen der ersten Art besitzen, 
so kann man setzen 


a ei 


(hier begegnet man der HRotationsfläche einer gewissen Kurve dritter 
Ordnung). 

Ich habe alle Flächen bestimmt, die mehrere Transformationen 
gestatten (vorausgesetzt jedoch, daß diese Transformationen nicht sämt- 
lich der dritten Art angehören). Die betreffende Transformationsgruppe 
enthält niemals mehr als drei Parameter. 

Man erhält die allgemeinste Minimalfläche, deren geodätische Kurven 
eine konforme infinitesimale Transformation gestatten, wenn man setzt 


F(s) = (0, + Ci)mtmi, 


Ich habe alle Minimalflächen bestimmt, die sich durch Translations- 
bewegung einer reellen oder imaginären Kurve erzeugen lassen. 

Ich habe gefunden, daß jedem allgemeinen Punkte gewisser Flächen 
eine bestimmte Fläche zweiten Grades entspricht; drei konsekutive Er- 
zeugende (jedes Systems) oskulieren die gegebene Fläche in drei kon- 
sekutiven Punkten, die einer Haupttangentenkurve angehören. Hier- 
durch habe ich eine außerordentlich einfache Bestimmung aller Flächen 
gefunden, deren Haupttangentenkurven linearen Komplexen angehören. 

2. 


Mathematisch -naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 17. Oktober 1879. 
Översigt S. 14, 2. 6—15. 


Von $. Lie war eine Mitteilung vom 23. September eingelaufen, 
„daß es ihm gelungen sei, die Haupttangentenkurven auf einer beliebigen 
Fläche mit konstantem Krümmungsmaße zu bestimmen“, und als Zu- 
satz eine Mitteilung vom 27. September, „daß es ihm zugleich gelungen 
sei, auf jeder Fläche mit konstantem Krümmungsmaße die Krümmungs- 
linien zu bestimmen. Man kann die Gleichungen der Haupttangenten- 
kurven auf eine solche Form: u=const., v=const. bringen, daß u£v=const. 
die Gleichung der Krümmungslinien ist.“ 

In der Sitzung entwickelte Lie die in diesen Mitteilungen aufge- 
stellten Sätze. 


XXI. 


Bestimmung aller in eine algebraische Developpable [334 
eingeschriebenen algebraischen Integralflächen 
der Differentialgleichung s=0. 


Von SopuHuvs Lie. 
Arch. for Math., Bd. IV, Heft 3, S. 334—344. Kristiania 1879. 


Unter den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind 


die beiden Gleichungen 
t=0 unds=0 
die einfachsten. 


Die Integralflächen von = 0 besitzen die Gleichungsform 
= yF(a)+ Pla); 


sie sind Regelflächen, deren Erzeugende mit der Ebene «= 0 parallel 
sind. Diejenige Integralfläche von t= 0, die eine beliebige algebraische 
Fläche nach einer beliebigen algebraischen Kurve berührt, ist selbst 
immer algebraisch; denn durch jeden Punkt der gegebenen Berührungs- 
kurve geht eine und nur eine, algebraisch bestimmbare Gerade, die 
mit der Ebene « = 0 parallel ist und dabei in der Tangentenebene der 
gegebenen Fläche enthalten ist. Das Problem, alle in eine vorgelegte 
algebraische Fläche eingeschriebenen algebraischen Integralflächen von 
t= (0 zu bestimmen, ist hiermit eo ipso erledigt. 
Jede Integralfläche von s= 0 besitzt die Gleichungsform 


2=F(x) + Dl(y); [335 


sie ist dadurch charakterisiert, daß sie die Ebenenschar x = Const. und 
zugleich die Ebenenschar y = Const. nach kongruenten und gleichge- 
stellten Kurven schneidet. Diejenige Integralfläche von s = 0, die eine 
vorgelegte algebraische Fläche nach einer beliebig gewählten algebra- 
ischen Kurve berührt, ist im allgemeinen transzendent, und es ist sogar 
gewöhnlich sehr schwierig oder vielleicht unmöglich, Berührungskurven, 


358 XXII. Algebraische Integralflächen von s=0. Arch. IV, 1879 


die algebraische eingeschriebene Integralflächen liefern, anzugeben. In 
dieser Note gebe ich eine nach meiner Auffassung bemerkenswerte Er- 
ledigung des folgenden, anscheinend schwierigen Problems: 


Problem. Bestimme alle algebraischen Integralflächen 
von s=(, die in eine beliebige vorgelegte algebraische Deve- 
loppable eingeschrieben sind. 


L 


Ich suche zunächst diejenige Integralfläche z2= F(x) + ®(y) von 
s—(), die eine gegebene Kurve x, y, z enthält und dabei längs dieser 
Kurve die bekannten Richtungskosinus X, Y, Z besitzt. Ich denke mir 
x%,y, 2, X, Y, Z als gegebene Funktionen eines Parameters. Die bei- 
den äquivalenten Gleichungen 


d2 = da +7, 49, Zdz + Xda + Yay=O 
geben 
eat 
de 2: dy Der 
woraus 


F(«) = a de, ©) = ie dy. 


In diesen Integralen denke ich mir die Größen X:Z und Y:Z be- [336 
züglich als Funktionen von x und y ausgedrückt. Die Gleichung 


ee 


gibt daher, wenn man die Größen x und y nach der Integration als 
unabhängige Variabeln auffaßt, die verlangte Fläche. Hiermit ist nach- 
gewiesen, daß es immer eine und nur eine Fläche gibt, die die gestellten 
Forderungen erfüllt. 3 

Sind die Größen x, y, 2, X, Y, Z algebraische Friend des Para- 
meters, so sind die Integrale /(X:Z)dx und [(Y:Z)dy im allgemeinen 
transzendente Funktionen, und die Fläche [ist] infolgedessen selbst 
transzendent. 


11. 


Ich setze’ voraus, daß in eine algebraische Developpable, deren 
Ebenen die Richtungskosinus X, Y, Z besitzen mögen, schon eine be- 
kannte algebraische Integralfläche von s= O0 eingeschrieben ist, und ich 
suche alle übrigen eingeschriebenen algebraischen Integralflächen. 

Sind z,, %,, 2, die Punktkoordinaten der Berührungskurve der be- 
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kannten Fläche und &,, Ys, 2, die entsprechenden Größen der gesuchten 


Fläche, so ist!) 
X 2 
nn [&aa, dyı, 


die Gleichung der ersten Fläche und ebenso 


X € 
2= -[Eam—[Zay, 


die Gleichung der gesuchten Fläche. Unsere Voraussetzung, daß die [337 
erste Fläche algebraisch sein soll, kommt darauf hinaus, daß die 


beiden Integrale 
p. a% 
I dx, Szan 


algebraisch sind; und die Forderung, daß auch die neue Fläche alge- 
braisch sein soll, kommt darauf hinaus, daß auch die Integrale 


X r 
5 dxz, San 


algebraisch sein sollen. Setze ich nun 
n-ueh y-Y-Nn BA-ımd 


so ist meine Forderung damit äquivalent, daß die Integrale 
X Y 
JE z4s, s) zen 
algebraisch sein sollen. 
Es ist 


Xda, + Yay, +Zde,=0, Xda, + Yay + Zdy=0, 
woraus folgt 
Xdt+Ydan+Za=d. 
X; —2)+ Yy-y) + Za-4)=0, 


weil — 2, 9 —y, und 3— 2, mit den Richtungskosinus der Er- 
 zeugenden proportional sind, und also kommt 


X+Yn+Z=0. 


Endlich sind die Riehtungskosinus der Erzeugenden durch eine gewisse 
algebraische Relation 


Ferner ist 





a ZH) oO 
aa’ 

1) Im Texte betrachte ich die Größen X, Y, Z, &, , Yu» 21, I» Ya, 2, als [alge- 
braische] Funktionen eines Parameters, dessen verschiedene Werte den verschiedenen 
Erzeugenden der Developpablen zugeordnet sind. 


360 XXIII. Algebraische Integralflächen von s=0. Arch. IV, 1879 


verknüpft, und daher sind die Verhältnisse der Größen &, n, & durch 
die entsprechende Gleichung 


(4; 2) = 0 [338 
5 
verbunden. 

Durch Einführung der Größen &,n, & als unbekannter Größen nimmt 


daher unser Problem die neue Gestalt an: 
Bestimme die Größen &, n, &, die durch eine vorgelegte al- 
gebraische Relation der Form 
we 
a, 2)-0 
verbunden sind, in allgemeinster Weise derart, daß die beiden 


Integrale 
ndg—tdn yg (tdE-Ear 
Sana, [ge 
algebraische Funktionen des Parameters sind. 


Dieses neue Problem kann aber folgendermaßen formuliert werden: 


Finde die allgemeinste algebraische Integralfläche von 
s=(, die in einen vorgelegten algebraischen Kegel 2=0 ein- 
geschrieben ist. 

Ill. 

In der vorangehenden Nummer setzten wir voraus, daß eine in die 
vorgelegte algebraische Developpable eingeschriebene algebraische Inte- 
gralfläche von s= (0) schon gefunden war. Wir werden zeigen, daß 
diese Voraussetzung immer erlaubt ist. 

Die Developpable schneidet die Ebene y= b = Üonst. nach einer 
[algebraischen] Kurve, deren Gleichungen ich folgendermaßen schreibe: 


(1) = Al), =BÜ=b 1-0; 
dabei ist B,(f) eine Konstante und also nur anscheinend eine Funktion 


von t. Die Developpable schneidet die Ebene x = a = Const. nach [339 
einer anderen [algebraischen] Kurve, deren Gleichufgen sein mögen: 
(2) s-4rM)=-a %»=B(lr), %= Or). 

Ich kann dabei ohne Beschränkung annehmen, daß die Parameter # und . 
t derart gewählt sind, daß Tangenten der beiden Kurven, die in den 
Punkten = r gezogen sind, einander immer schneiden; was darauf hin- 
auskommt, daß die Gleichung 


| A, (fd) SR A, (£) B, () 23 B, (£) C, () Er Q, (£) | 

(3) | dA) dB, (d) ac, 0 
| dA, dB, () IR 

für jeden Wert von £ stattfindet. 
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Dies vorausgesetzt, bilde ich die Gleichungen 
(4) = 3(A,® +4@), y=$(B®+ Bm), 2=3(C,0 + (0,9), 


die eine [algebraische] Integralfläche von s= 0 darstellen. Ich behaupte, 
daß diese Fläche längs der [algebraischen] Kurve {= r die vorgelegte 
Developpable berührt. 

Die Tangentenebene der Fläche (4) in einem Punkte t=1r ist ge- . 
geben durch die Gleichung 


2-44 +4%U) 9-3 B$Ö+BB) 2— (+ 0,6) 
(5) a4, () aB,(t) ac, () 


0346 AB, () Bo 


| 
o 


die wegen (3) sowohl durch die Annahme 
z=A(l), y=B(), :=0C 
wie durch die Annahme 
z= All, y=Bll), 3= (Cl) 


befriedigt wird. Die Tangentenebene enthält daher die betreffenden [340 
auf den Kurven (1) und (2) gelegenen Punkte, und da die Richtungs- 
kosinus der entsprechenden Tangenten dieser beiden Kurven bezüglich 
da, (t), dB, (t), dC,(t) und dA,(t), dB,(t), dÜ,(t) [proportional] sind, so 
enthält die Tangentenebene diese Tangenten. Hiermit ist gezeigt, daß 
die Tangentenebene (5) die beiden Kurven (1) und (2) berührt, daß 
also die um diese Kurven umgeschriebene Developpable die Fläche (4) 
längs der Punkte 


z=4(4,d +40), y=3(B&+B%), = (0,0 + 6) 


berührt. 

Hiermit ist eine in die vorgelegte algebraische Develop- 
pable eingeschriebene algebraischen Integralfläche vons= 0 
gefunden, und wenn man den Konstanten a und b successiv alle 
möglichen Werte erteilt, so erhält man 0? solche eingeschriebene 
[algebraische] Flächen. 

Es wäre übrigens leicht nachzuweisen, daß die Gleichungen 

Ai a mA, d)+NnA,(e) y- mB,()+nB,@) Pe mc, !d+nC, 
m—tn g m+n 2 mtn ’ 











in denen m und n arbiträre Konstanten sind, immer eine eingeschrie- 
bene [algebraische] Integralfläche bestimmen. Man beweist dies, indem 
man ganz wie soeben verfährt, worauf ich jedoch nicht näher eingehe. 
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IV. 


Wenn man alle in eine beliebige algebraische Developpable ein- 
geschriebenen algebraischen Integralflächen von s=0 zu bestimmen 
wünscht, so genügt es nach den Entwickelungen der beiden voran- 
‘ gehenden Nummern, alle algebraischen Integralflächen in einen Kegel, [341 
dessen Ebenen mit denjenigen der vorgelegten Developpablen parallel 
sind, einzuschreiben. Es ist nın sehr merkwürdig, daß die Erledigung 
dieses reduzierten Problems ziemlich leicht aus den Entwickelungen der 
Nummer III hervorgeht. 

Ich bilde die Gleichungen 


(6) 7=A, (#) u (7), y=B, (£) er (7), nee C,) GG (7), 


die eine [algebraische] Integralfläche bestimmen. Die Tangentenebenen 
dieser Fläche längs der Kurve {= sind gegeben durch die Gleichung 


12- (40-46) y—- (B&-B6) 2—- (0,0 - 06)| 

Mn | dA, aB,(t) de, | = (0) 
| dA;(t) d.B,(t) dG,(t) | 

und sind daher mit den Tangentenebenen der Fläche 

() = HAd+4m) y=4Bd+Bm), 2=3(0,0 + 0) 


längs der Kurve {=r parallel. Die betreffenden Tangentenebenen 
der ersten Fläche sind also parallel mit den Ebenen derjenigen Deve- 
loppablen, die der letzten Fläche (8) längs der Kurve {=  umgeschrie- 
ben ist. Nun aber wird die Gleichung (7) wegen (3) für jeden Wert 
von £ identisch befriedigt durch die Substitution 2=0, y=-0, 2=0, 
und also ist diejenige Developpable, die die erste Fläche (6) längs der 
Kurve {=r berührt, ein [algebraischer] Kegel, dessen Spitze in Origo 
gelegen ist. 5; 

Wenn man daher durch die Methode der vorangehenden Nummer 
eine in eine algebraische Developpable eingeschriebene algebraische 
Integralfläche (8) gefunden hat, so kennt man sogleich eine [algebrai- 
sche] Integralfläche (6) mit einem [algebraischen] Tangentenkegel, dessen 
Ebenen mit den Ebenen der vorgelegten Developpablen parallel sind. 

Wünscht man daher in einen vorgelegten algebraischen Kegel o* 
algebraische Integralflächen einzuschreiben, so verführt man folgender- 
maßen: Man nimmt eine ganz beliebige [algebraische] Developpable, [342 
deren Ebenen mit denjenigen des Kegels parallel sind, konstruiert darnach 
nach den Regeln der vorangehenden Nummer eine in die Developpable 
eingeschriebene algebraische Integralfläche und bestimmt endlich nach 


Nr. IV. Die in einen Kegel eingeschriebenen Integralflächen 363 


den Regeln dieser Nummer die entsprechende in den Kegel eingeschrie- 
bene Fläche. 
Es fragt sich, ob diese Methode alle in den vorgelegten [alge- 
braischen] Kegel eingeschriebenen algebraischen Integralflächen liefert. 
Seien &, n, & die Koordinaten der Berührungskurve einer solchen 
eingeschriebenen Integralfläche. Alsdann sind (nach Nr. II) die Integrale 





I U a 
Edn—ndE ”’ Sdn—nds 


algebraisch. Ich bestimme nun in der Ebene y=0 eine Kurve x, 2, 
und in der Ebene x=(0 eine Kurve %,, 2, indem ich zunächst setze: 
$=— m, ne, sn 


und darnach verlange, daß die Gleichung 


Bee 
(9) ds dn d =0 
Ede, 0..de, 


identisch besteht. Geometrisch aufgefaßt heißt dies, daß ich in den 
Ebenen y=0 und £=0 zwei Kurven konstruiere, deren umgeschrie- 
bene Developpable zu dem vorgelegten Kegel in solcher Beziehung 
steht, daß einerseits die Erzeugenden der Developpablen mit denjenigen 
des Kegels parallel sind, daß andererseits die Segmente, die auf den 
Erzeugenden der Developpablen durch die beiden Kurven bestimmt 
werden, gleich den Segmenten (& 7 &) auf den entsprechenden Erzeugen- 
den des Kegels sind. Durch Auflösung von (9) kommt 





ak, 


oder 
| d2, = nas— dan 3: [343 


und 


wo das Integral eine algebraische Funktion von &, das heißt von z, 
ist. Hiermit ist nachgewiesen, daß die Kurve x,, 2, algebraisch ist. 
Dementsprechend ist auch die Kurve %,, 2, algebraisch, und ebenso 
ist die umgeschriebene Developpable algebraisch. Wenn man aber auf 
diese Developpable die im Anfange dieser Nummer gegebenen Regeln 
anwendet, so erhält man eben diejenige Integralfläche, die den vorge- 
legten Kegel nach der Kurve &, n, & berührt. 
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Die in dieser Nummer gegebenen Regeln liefern daher 
alle in einen vorgelegten algebraischen Kegel eingeschrie- 
benen algebraischen Integralflächen. 


V. 


Wünscht man nun in eine vorgelegte algebraische Developpable D 
alle möglichen algebraischen Integralflächen von s=(0 einzuschreiben, so 
nimmt man zunächst eine andere [algebraische] Developpable 4, deren 
Ebenen paarweise mit den Ebenen von D parallel sind. 1 schneide die 
Ebene y=(0 nach der Kurve 


I A,), VE B,() 0, 3= Ce) 
und die Ebene £©= O0 nach der Kurve 
=4)=0, y=Bl), 2=G(. 


Dabei kann ich annehmen, daß die Parameter t und r derart gewählt 
sind, daß die Tangenten unserer Kurven in den Punkten t=1r ein- 
ander immer schneiden. 
Seien andererseits 
«= 4), y-Bh=-0, 2= 0) 
und [344 
= 4,()=0, y-B(o), 2=(,(G) 


die Schnittkurven der Developpablen D mit den Ebenen y=0 und x=0. 
Ich kann ohne Beschränkung annehmen, daß in denjenigen Punkten 
der ersten und dritten Kurve, die demselben Werte von ? entsprechen, 
die Tangenten parallel sind, und ebenso, daß in denjenigen Punkten 
der zweiten und vierten Kurve, die demselben Werte von r entsprechen, 
die Tangenten parallel sind. 

Dies vorausgesetzt, bestimmen die Gleichungen 


= 3A + Am) + Alt) — As) 
y—=4(B,& + B,@) + B,(l) — B,;(«) 
:=3(G;H +0,@) +CM —- GE) 


immer eine in die Developpable D eingeschriebene algebraische Inte- 
gralfläche, und in dieser Weise werden alle derartigen Flächen erhalten.') 


1) Man erhält eine bemerkenswerte Ausdehnung der Theorien des Textes, 
wenn man sich erinnert, daß s= 0 durch 00*# algebraische Berührungstransforma- 
tionen in sich selbst transformiert wird. Unsere Theorien dehnen sich andererseits 
eo ipso auf alle partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei dis- 
tinkten und allgemeinen intermediären Integralen aus. 
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Die Flächen z = F(x) + ®(y) sind dadurch charakterisiert, daß sie 
in zweifacher Weise durch Translationsbewegung einer ebenen Kurve 
erzeugt werden können. Seien o die Ordnung, c die Klasse, t die Zahl 
der parallelen Tangenten einer Kurve der einen Schar; und seien o, 
x und z die entsprechenden Zahlen einer Kurve der zweiten Schar. 
Alsdann ist die Ordnung der Fläche nicht größer als ow, ihre Klasse 
nicht größer als cx und jedenfalls so groß wie die größere unter den 
Zahlen tx und rc. In jedem einzelnen Falle ist es leicht, die Ordnung 
der Fläche genau zu bestimmen. 


XXIlla. 


Selbstanzeigen von XXI. 
1. F. d. M., Bd. XI, Jahrg. 1879, S. 586. Berlin 1881. 


Die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung s= 0 be- 
sitzen bekanntlich die Gleichungsform 


= Fe) + D(y). 


Diejenige Integralfläche, die eine vorgelegte Kurve z, y, 2 enthält und 
welche längs derselben gegebene Tangentialebenen mit den Richtungs- 
kosinus X, Y, Z besitzt, wird bestimmt durch die Formel 


X Y 
»- [Fan [Hay. 


Sind x, y, 2, X, Y, Z gegebene algebraische Funktionen einer Hilfs- 
variablen, so ist die zugehörige Fläche im allgemeinen transzendent 

In der vorliegenden Note wird nun gezeigt, daß es immer oo” 
algebraische Integralflächen gibt, die in eine vorgelegte algebraische 
Developpable eingeschrieben sind; gleichzeitig werden alle diese einge- 
schriebenen algebraischen Flächen durch einfache Konstruktionen be- 
stimmt. 

Betrachtet man eine beliebige partielle Differentialgleichung, deren 
Integralflächen die Gleichungsform 


x=At+A,r, y=Bt+Br, 2=0t+(0r 


besitzen, so gelten immer ähnliche Sätze. Hierher gehört insbesondere 
die partielle Differentialgleichung der Minimalflächen. 18 
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2. Bulletin des Sciences mathömatiques et astronomiques, Bd. XVI 
(II Ser., Bd. V), 2. Abt., 8. 79. Paris, April 1881. 
Les surfaces integrales de l’&quation s= (0 ont des &quations de 
la forme 


(1) == F(a)+ 9). 


Pour qu’une telle surface eontienne une courbe donnee (x, y, 2), et 
qu’elle ait le long de cette courbe des plans tangents donnes, dont les 
coefficients de direction soient X, Y, Z, elle devra &tre reprösentee par 
Pequation 


X 3% 


x et y etant considerees, apres lintegration, comme variables indepen- 
dantes. Si ®,y,2, X, Y, Z sont des fonetions algebriques donnees 
d’une variable auxiliaire, la surface (2) sera generalement transcen- 
dante; ce qui veut dire que la surface (1) qui touche une developpable 
donnee suivant une courbe alg&brique choisie arbitrairement est en 
general transcendante. Dans le present travail, lauteur fait voir qu'il 
est toujours possible d’inscrire dans une developpable algebrique quel- 
conque oo” surfaces algebriques (1), et en m&me temps que toutes ces 
surfaces sont determindes par une construction remarquable. Des th&o- 
remes semblables ont lieu toutes les fois qu’il s’agit, en general, d’une 
equation queleongue aux derivees partielles du second ordre, dont les 
surfaces integrales sont representees par des @quations de la forme 


s-AM)+Al@d), y=-BÖ+B@), 2=CW+CM. 
Cette celasse comprend entre autres l’&quation aux derivees partielles 
des surfaces minima. 


XXIV. 
Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung. [345 


I. Bestimmung ihrer Haupttangentenkurven 
und Krümmungslinien. 


Von SopHus Lie. 
Arch. for Math., Bd. IV, Heft 3, S. 345—354. Kristiania 1879. 


In einigen kurzen Noten werde ich mir erlauben, einige neue 
Beiträge zu der interessanten Theorie der Flächen konstanter Krümmung 
zu liefern. In dieser ersten Note gebe ich eine allgemeine Methode zur 
' Bestimmung durch Quadratur von den Haupttangentenkurven und 
Krümmungslinien einer jeden solchen Fläche. Dabei stütze ich mich 
auf eine von Enneper!) herrührende Bemerkung, daß nämlich das 
Bogenelement dieser Flächen die Form 


ds’—= E(u)du?+ 2 F(u, v)dudv + @(v)dv? 


erhält, wenn % = Const. und v = Const. die Gleichungen der beiden 
Scharen Haupttangentenkurven sind. 

In meiner nächsten Note reduziere ich die Bestimmung der geo- 
dätischen Kurven dieser Flächen auf die Bestimmung der Kurven, deren 
Länge gleich Null ist. Ich zeige ferner u. a., daß eine soeben von Haz- 
zidakis gegebene merkwürdige Transformation dieser Flächen rezi- 
prok ist, daß sie Krümmungslinien und Haupttangentenkurven in eben- 
solche Kurven umwandelt; daß endlich die Bestimmung aller Flächen [346 
konstanter Krümmung sich darauf reduziert, die Kugel in allen mög- 
lichen Weisen in oo? infinitesimale Rhomben mit gleichen Seiten zu 
zerlegen. 


1) Göttinger Nachrichten 1870, Nr. 22. In meiner nächsten Note gebe ich 
übrigens einen einfachen Beweis dieses Satzes. 
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$ 1. Bestimmung der Haupttangentenkurven 
einer jeden Fläche mit konstantem Krümmungsmaße, 


1. Sei ds®= Edu? + 2 Fdudv + Gdv? 


das Bogenelement einer Fläche konstanter Krümmung, und sei 
(Bau — Adv) (Dau — Cdv) = 0 


die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven der Fläche. Ich er- 
setze die letzte Gleichung durch die äquivalente Gleichung 


(ad + 2f)(oäf 4 DEN) =, 


Man denke sich statt « und v beliebige andere unabhängige Vari- 
able «,, v, angewandt, und sei 


ds’= E,du? + 2F,du,dv, + G,dv! 
die Form des Bogenelements und 
af af df df 
A u. er au Du 0) 


die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven in den neuen Va- 
riabeln. Alsdann bestehen Gleichungen der Form 


E,duj + 2F,du,dv, + G,dv? = Edu?+ 2 Fdudv + Gdv? 
af af af af 
(a) Az + Ban ed t Bzn); 
af df 
Ga + Da loii+ DE), 
wo oe und 6 nicht gleich 1 zu sein brauchen. Dies gibt [347 


BE) + nt li)" 


+ Ele tee) + ae 
G,= - E(4.) + ra + el), 
eA-Ayut Bay eB- Ay +Bin 
0-4 Die, Dr D 
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Hieraus folgt, daß die beiden Gleichungen 
E4A+2F,4,B+GB=0(EA+2FAB+GB), 
E,0?+2F,0,D, + G,Di= o(EC?+2FCD+ GD’) 

stattfinden. 

Wir stellen jetzt an die neuen Variablen «,, v, die Forderung 
daß u,— Const. und v,= Const. die Gleichungen der beiden Scharen 
Haupttangentenkurven sein sollen. Alsdann hängt E, nach Enneper 
nur von ,, @, nur von v, ab. Schließen wir daher die Ausnahmfälle 
E,—=0 oder @,—= 0 aus, so können wir 


E=1, @%=-1 
setzen, und da unter den gemachten Voraussetzungen 


afäf_g 


du, do, 


die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven ist, so kommt 


A,=1, B=P0, CG,=0, D=1, 
und also wird 


1 0!(EA2+ 2 FAB+ GB9) = g°4, 


1=0(E®”+2FCD+GD)= 4, 
und [348 


womit oe und o bestimmt sind. Durch Einsetzung in (1) kommt 


BE SAGE Bd Ar Dar Dur 
au,  Yadu Tyam? din yadu! yaav’ 
woraus 
Ei ne he VE mn an 
yadu ya dv?’ 0 du y4 dv’ 
C du, D du, C dv, Dadv, 
77 du , dv’ 1= ya, au tyz dv * 


Die erste und dritte unter diesen Gleichungen geben durch Auflösung 


du, _ y4 D, du, —y4 0; 





du AD-—BC dv AD—BC 


woraus durch Integration 


Dementsprechend ist 
je AD (Bau — Adv). 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen Bd. III 24 
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Hiermit sind die beiden Scharen Haupttangentenkurven 
durch Quadratur bestimmt. Wie man sieht, ist der Ausdruck 


Vä 


AD-—-BC 


ein Integrabilitätsfaktor der Gleichung Dau — Odv = 0, [349 
und ebenso ist 


ein Integrabilitätsfaktor der Gleichung Bdu — Adv=0. 


2. Wir werden das Vorangehende auf den einfachen Fall, daß u 
und v die Größen x, y eines Cartesischen Koordinatensystems x, %, 2 
sind, anwenden. 

Die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven 


rda? + 2sdxdy + tdy?= 0 


zerlegt sich für eine Fläche mit konstantem Krümmungsmaße, das heißt 
für eine Integralfläche der Gleichung 


®—rt=K’1+P+qQ)% (X = Const.) 
in die beiden Faktoren 
tdy+(sE K1+p°’+ M)de=0 
oder, wenn wir K(1+p?+q°) =.» setzen: 
tdy+ (st o)de=0. 
Andererseits drückt das Bogenelement sich folgendermaßen aus: 
d®—= da? + dy? + de= da? + dy?’+ (pdz + qdy)’ 
d?—=(1+p)da®+2pgdedy+(L + M)dy:. 


In den früheren Formeln müssen wir daher 


oder 


A=t, B=-(s+o),, OÜ(=t, D=-(s—o) 
Bello on 0. |: 
setzen. Also kommt: 
4=- + P)P— 2pgiks+o)+ (+) +0), 
4-14 PP) 2pgis—-o)+A +) - m)". 
Die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven einer Fläche mit 
konstantem Krümmungsmaße 
tdy+(sto)Jda=0 (o=-Kil+p+M) [350 
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wird daher integrabel durch Multiplikation mit dem Integrabilitätsfaktor 





BVEFHP-IpatßFo)+Ä+NETF eo). 


Die Richtigkeit dieses Satzes kann übrigens auch leicht direkt 
durch elementare Rechnungen verifiziert werden. 


$ 2. Bestimmung der Krümmungslinien einer jeden Fläche 
konstanter Krümmung, 


3. Benutzt man wie früher die bekannten Gaußischen Bezeich- 
nungen, so werden die Krümmungslinien einer Fläche bekanntlich!) be- 
stimmt durch die Gleichung 


(E,du, + F,dv,)(D,du, + D/dv,)—(F,du, + G,dv,)(D,dau + D,dv,) =» 


Sollnun das Krümmungsmaß konstant sein, und läßt man dabei u, = Const. 
und v, = Const. die Gleichungen der beiden Scharen Haupttangenten- 
kurven sein, so kann man nach Enneper setzen: 


E29 0.0, 


die beiden letzten Gleichungen sagen ja eben, daß die Oskulations- 
ebenen der Kurven v, = Const. und u, = Const. mit der betreffenden 
Tangentenebene zusammenfallen. Also erhält die Differentialgleichung 
der beiden Scharen Krümmungslinien die einfache Form 

dW — da”! =0, 
woraus 

u, Ev, = Const. 


hervorgeht, und wenn wir die im vorangehenden Paragraphen ge- [351 
fundenen Werte der Größen u, und v, substituieren, so finden wir die 
Gleichungen: 


4 | En 
San Dan - Car) + [a Bdu — Adı) = Const 


als Integralgleichungen der beiden Scharen Krümmungslinien 
einer Fläche konstanter Krümmung. 


4. Es ist bemerkenswert, daß die Bestimmung der Krümmungs- 
linien der Flächen konstanter Krümmung zugleich in der Weise ge- 
schehen kann, daß man den Integrabilitätsfaktor der betreffenden Dif- 
ferentialgleichung a priori aufstellt. Dies soll jetzt gezeigt werden. 


1) Man vergleiche z. B. Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes, zweiter 
Teil, S. 198—199, Anmerkung; erste Ausgabe. 
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Sei 
af af f 
(Li rt la an 
die Differentialgleichung der Krümmungslinien und wie früher 


(A an. (oe! +D5)- 0 


die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven. Ich setze zur Ab- 


kürzung 
Bdf 


af a: 
Et MN, Date) 


y4tu 


Bezeichne ich nun mit «,, v, dieselben Größen wie früher, so be- 
stehen nach dem ee Relationen der Form 


NE N) = Fr > 2, a(f) = Fr ’ 


wo 9 eine gewisse Funktion von v und v bezeichnet. Hieraus folgt 


oder durch Ausführung [352 


(9) .A(f) + eleaN) — Ku) 
aa) -— au) = — "Rat. 


oder 


Diese Gleichung zerlegt sich in die beiden folgenden 


Ade Dar 15) -#(4)--®ı 





vadu " yad du\ya dv\ya er 
AdM, BdaM _ „ä/(B\_„yAL/B\_ _ ee) 
Van Fyzao Luz) z) a 


Eliminiert man zwischen ihnen die Größe « (0): _, so kann die hervor- 
gehende Gleichung folgendermaßen geschrieben werden 


(au Br) + aulaw ar) 0. 


Diese Relation sagt aber eben, daß die Differentialgleichung 
Mdu — Ldav=0, 


die die eine Schar Krümmungslinien bestimmt, den Integra- 
bilitätsfaktor 
v3 
AM—BL 
besitzt. 
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$ 3. Synthetische Betrachtungen. 


5. Die soeben ausgeführten Integrationen fand ich ursprünglich 
durch meine Untersuchungen über infinitesimale Transformationen. Ich 
werde mir erlauben, auch diese Methode zu entwickeln. 

Die Ennepersche Form des Bogenelements 


ds?—= E(u)du? +2 F(u,v)du dv + G(v)dv? 


gibt, wie Hazzidakis soeben bemerkt hat, unmittelbar den [353 
folgenden schönen Satz: 


Die von den Haupttangentenkurven gebildeten Vierecke haben gleich 
lange gegenüberliegende Seiten. 


Hieraus fließt leicht der folgende Satz, der mir nützlich scheint: 


Eine Fläche konstanter Krümmung wird von ihren Haupttangenten- 
kurven in 00? infinitesimale Rhomben, die sämtlich gleichlange Seiten 
haben, zerlegt, 


und da die Diagonalen dieser infinitesimalen Rhomben Tangenten 
der Krümmungslinien sind, besteht der Satz: 


Die Krümmungslinien zerlegen eine Fläche konstanter Krümmung 
in 00°? infinitesimale Rektangeln, die sämtlich gleichlange Diagonalen 
besitzen.‘) 


Ich denke mir jetzt alle Punkte der Fläche gleichlange Strecken 
nach den hindurchgehenden Haupttangentenkurven der einen Schar in- 
finitesimal verschoben. Hierbei wird zunächst eo ipso jede Kurve dieser 
Schar in sich selbst verschoben. Es ist ferner klar, 1) daß jede Haupt- 
tangentenkurve der zweiten Schar in eine benachbarte Kurve derselben 
Schar übergeführt wird, 2) daß die oo? infinitesimalen Rhomben unter 
sich vertauscht werden, 3) daß die oo? Diagonalen der Rhomben unter 
sich vertauscht werden. 

Wir kennen somit eine infinitesimale Transformation, die sowohl 
die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven wie die Differential- 
gleichung der Krümmungslinien invariant läßt. Dann aber lehrt ein 
Satz von mir, 


1) In meiner nächsten Note zeige ich, daß bei sphärischer Abbildung einer 
Fläche konstanter Krümmung die besprochenen Kurvennetze der Fläche in Kurven- 
netze der Kugel, die ganz dieselben Eigenschaften besitzen, übergehen. Wickelt 
man andererseits die Fläche auf die Kugel ab, so erhält man zwei andere solche 
Netze. [Hier Abh. XXV, Nr. II, III, S. 376—381.] 
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daß man den Integrabilitätsfaktor einer jeden unter die- 
sen Gleichungen aufstellen kann, und zwar findet man in [354 
dieser Weise eben die in den vorangehenden Paragraphen auf- 
gestellten Integrabilitätsfaktoren. 


Ist die betreffende Fläche konstanter Krümmung insbesondere eine 
Rotations- oder Schraubenfläche, so kennt man eine zweite infinitesimale 
Transformation, die die beiden besprochenen Differentialgleichungen in- 
variant läßt, und daher findet man zu jeder Gleichung einen zweiten 
Integrabilitätsfaktor und darnach durch Division je zweier Integrabili- 
tätsfaktoren, die zu derselben Gleichung gehören, das Integral der Glei- 
chung. Daher enthalten die endlichen Gleichungen der Krümmungslinien 
und Haupttangentenkurven einer Rotations- oder Schraubenfläche kon- 
stanter Krümmung nur solche transzendente Funktionen, die in der Glei- 
chung der Fläche vorkommen. 


22. September 1879. 


XXV. 


Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung. [355 


II. Das sphärische Bild 


der Haupttangenten- und Krümmungskurven. 


Von SorHus LIE. 


Arch. for Math. Bd. IV, Heft 3, S. 355—366. Kristiania 1879. 


In dieser Note versuche ich nach dem Vorgange von Bonnet 
die Theorie der Flächen konstanter Krümmung durch Betrachtung des 
sphärischen Bildes zu fördern. In dieser Weise erhalte ich einerseits 
eine neue Begründung von Sätzen, die von Enneper und Hazzidakis 
herrühren; andererseits finde ich mehrere wahrscheinlicherweise neue 


Theorien, die mir bemerkenswert scheinen. 


I. 


Die Gleichung der Haupttangentenkurven einer beliebigen Fläche 


rda? + 2sdxdy + tdy? = 0 
zerlegt sich in die beiden Faktoren 
tdy+(s+K1+pP +M)dxr=0, 
wobei K? das [negativ genommene] Krümmungsmaß 
go 
bezeichnet. Also kommt 
> .. 
N 
und wegen der beiden Gleichungen 


dp=rdı-+ sdy, dq = sdx +tdy 





folgt 
dp = rt res Kirn) 





st Ki +p+9) dy= +K(l +p? * g’)dy, 
dg= =+Kl1+p+ de. 


[356 
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Also kommt 
4 d 
a=+z7 er 
1 d 
4) mt rip 
_ tb gqgdp—pdg 
BE er 





In diesen letzten Formeln sind x, %, z die Koordinaten der Punkte einer 
Haupttangentenkurve, p und g sind Bestimmungsstücke der Oskulations- 
ebene derselben Kurve. 

Der Winkel dp zweier benachbarter Oskulationsebenen ist gleich 

















ee or 
andererseits ist 
u 3 3 a _ Vap?+dg? + (dp — pdgq” 
(A) ds = Vdx? + dy® + dz Kalp Le i 


und also ist der Torsionsradius ds: dp der Kurve gleich dem inversen 
[Werte der Quadratwurzel aus dem negativ genommenen] Krümmungs- 
maße 


ds jl 
tn 


Dies gibt die beiden folgenden von Enneper herrührenden Sätze: 


I. Der Torsionsradius einer Haupttangentenkurve ist in jedem [357 
Punkte gleich dem [reziproken Werte der Quadratwurzel aus dem negativ 
genommenen] Krümmungsmaße der Fläche im betreffenden Punkte. 

II. Auf einer Fläche konstanter Krümmung haben die Haupttan- 
gentenkurven konstanten Torsionsradius. 


In der Tat sind die Gleichungen (1), wenn man die Größe K als 
eine Konstante betrachtet, eben die bekannten Serretschen Formeln 
einer Kurve mit konstantem Torsionsradius. ; 


iD 


Aus dem Vorangehenden fließt nun fast unmittelbar eine, der Form 
nach neue, Bestimmung derjenigen Fläche konstanter Krümmung, deren 
Haupttangentenkurven ein gegebenes sphärisches Bild besitzen. 
Dabei setze ich zunächst voraus, daß ich a priori weiß, daß es über- 
haupt eine solche Fläche gibt, die das betreffende sphärische Bild be- 
sitzt. Im Schlusse dieser Nummer lernen wir sodann, wie man ent- 
scheidet, ob eine Fläche konstanter Krümmung ein vorgelegtes sphä- 
risches Bild besitzen kann. 
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In den Formeln 
la Pu, v), > A au, v) 

mögen p und g ihre gewöhnliche Bedeutung als die partiellen Derivierten 
von # hinsichtlich x und y besitzen; « und v mögen Parameter sein, unter 
denen u längs der Haupttangentenkurven der einen Schar, v längs der 
Haupttangentenkurven der zweiten Schar konstanten Wert besitzt. Als- 
dann bestimmen die Gleichungen p= P(u, v), g= Q(u, v) das sphärische 
Bild der Haupttangentenkurven einer Fläche. Giebt es nun Flächen 
konstanter Krümmung, deren Haupttangentenkurven dieses sphärische 
‚Bild besitzen, so werden dieselben bestimmt durch die Formeln: 








> 358 
„fi due url dawn, 
Ko du Kor dä ’ 
BD 7 dp (u, ©.) 1 dp(u, v) 
et GE Trage ee, 
=. 1 dp dq 
= Sein)... [is rg) do, 


Uo 


wenn K? das konstante Krümmungsmaß, [negativ genommen], & die 
Größe 1+p?+ 9°, u, und v, Konstanten, vw und v laufende Parameter 
bezeichnen. 

Man sieht somit, daß es jedenfalls nur 0° kongruente und gleich- 
gestellte Flächen konstanter Krümmung gibt, die ein gegebenes sphäri- 
sches Bild besitzen. 

Es ist übrigens klar, daß die betreffenden Flächen konstanter 
Krümmung zugleich durch die Formeln 


uU 
ws % dg(u,,®) 1 dqg(u,v) 
ee dv Ko du “du, 


(3) u fi 1 dr) zu nufe ar qu, 


EN Sicht dv ee 2). Un dv fast En 2) au 


bestimmt werden, und andererseits ist einleuchtend, daß, wenn die 
Formeln (2) und (3) [unter der Voraussetzung eines konstanten X] die- 
selbe Fläche darstellen, daß dann diese Fläche immer konstantes Krüm- 
mungsmaß besitzt. 
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Soll daher eine Fläche konstanter Krümmung das vorgelegte sphä- 
rische Bild p = P(u, v), q= Q(u, v) besitzen, so ist hierzu erforderlich 
und hinreichend, daß die drei ie 





dv GG 2) +3 1 (G 7) - 0, | [359 
@ lea) au lau 
Er Eee »22))=0 


stattfinden. Durch Ausführung reduzieren diese Gleichungen sich auf die 
beiden Relationen 


d’gq = dqdo dqgdo 
ee 
9 Ur 2 .( do dp do 

dudv du dv 7 dv 2): 


die, wie man leicht verifiziert, mit den beiden folgenden äquivalent sind: 
ltr) 


ale + ie) 0 


Durch Integration kommt daher 


(er) - re, 
rer) rw 


Dies gibt den folgenden, wie ich glaube, neuen Satz: 


(8) 


III. Das sphärische Bild der Haupttangentenkurven einer Fläche 
konstanter Krümmung ist dadurch charakterisiert, daß in jedem Vierseit 
der Bildkurven die entgegenstehenden Seiten dieselbe Länge haben. 


Bemerkt man, daß die Bildkurven der Haupttangentenkurven in- 
folge des soeben ausgesprochenen Satzes die Kugel in 00? infinitesi- [360 
male Rhomben, die sämtlich gleichlange. Seiten haben, zerlegen, und 
berücksichtigt zugleich die Entwickelungen im Anfange dieser Nummer, 
so erhält man den folgenden bemerkenswerten Satz: 


Das Problem, alle Flächen konstanter Krümmung zu finden, reduziert 
sich darauf, die Kugel in allen möglichen Weisen durch zwei Kurvenscharen 
in 00° infinitesimale Rhomben, die sämtlich gleichlange Seiten haben, zu 
zerlegen. 

In den besprochenen infinitesimalen Rhomben sind die Diagonalen 
Tangenten der Bildkurven der Krümmungslinien, und daher zerlegen 


Nr. II. Das sphärische Bild der Haupttangentenkurven 379 


diese Bildkurven die Kugel in oo? infinitesimale Rektangeln, die sämt- 
lich gleichlange Diagonalen besitzen. Hiermit gewinnen wir den Satz: 


Das Problem, alle Flächen konstanter Krümmung zu finden, läßt 
sich auch darauf reduzieren, die Kugel in allen möglichen ‚Weisen durch 
zwei Kurvenscharen in oo? infinitesimale Rektangeln mit gleichlangen 
Diagonalen zu zerlegen. 


Hiermit stellen sich nun eine Reihe Probleme, deren Erledigung 
jedenfalls nur die Integration von gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen verlangt. Man wähle in der Tat auf der Kugel eine beliebige 
r-fach unendliche Kurvenschar und frage, ob es möglich ist, unter 
diesen Kurven einfach unendlich viele zu wählen, welche das sphärische 
Bild der einen Schar Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien 
einer Fläche kontanter Krümmung sind. 

Die einfachste Aufgabe dieser Art besteht darin, unter den oo° 
Kreisen einer Kugel in allgemeinster Weise einfach unendlich viele zu 
wählen, welche das sphärische Bild der einen Schar Krümmungslinien 
sind. Dieses Problem deckt sich mit dem von Enneper gelösten: alle 
Flächen konstanter Krümmung mit ebenen Krümmungslinien zu finden. 

Die nächste Frage ist nach den Flächen konstanter Krümmung, 
deren Krümmungslinien oder Haupttangentenkurven der einen [s61 
Schar sphärische Kegelschnitte sind.') 

Hiermit ist, wenn ich nicht irre, eine fruchtbare Untersuchungs- 
richtung angedeutet. 


Verbindet man die beiden Formeln (A) und (5), so erhält man 
den folgenden von Hazzidakis ausgesprochenen Satz, der jedoch un- 
mittelbar aus Ennepers früheren Untersuchungen hervorgeht: 


Die Haupttangentenkurven einer Fläche konstanter Krümmung bilden 
immer Vierseite, deren entgegenstehende Seiten gleich lang sind. 


Hieraus fließen als Korollare die beiden Sätze: 


Die Haupttangentenkurven zerlegen eine Fläche konstanter Krüm- 
mung in oo? infinitesimale Rhomben mit gleichen Seiten. 

Die Krümmungslinien zerlegen eine Fläche konstanter Krümmung 
in 00° infinitesimale Rektangeln mit gleichen Diagonalen. 

Diese beiden letzten Sätze können (wenn ich nicht irre) umge- 
kehrt werden, weil die betreffenden Eigenschaften für die Flächen kon- 
stanter Krümmung charakteristisch sind. 


1) Die Bildkurven jeder Schar Haupttangentenkurven haben (wenn ich nicht 
irre) die merkwürdige Eigenschaft, dieselbe Bogenlänge zu besitzen. 
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II. 


Die Betrachtungen der letzten Nummer geben ohne Schwierig- 
keit eine Transformation, bei der jede Fläche konstanter Krümmung 
eine zweite solche Fläche liefert. 

Ist nämlich eine beliebige Fläche konstanter Krümmung vorgelegt, 
so findet man folgendermaßen in zwei verschiedenen Weisen auf der 
Kugel zwei Kurvenscharen, welche die Kugel in oo? infinitesimale Rhom- 
ben mit gleichen Diagonalen zerlegen. Einerseits kann man die Fläche 
auf eine Kugel abwickeln. Andererseits kann man das sphärische [362 
Bild der Haupttangentenkurven auf dieselbe Kugel nehmen. In beiden 
Fällen erhält man Kurvennetze der verlangten Eigenschaft. Diese Netze 
stehen dabei insofern in reziproker Beziehung, als entsprechende 
Winkel supplementäre Werte haben, während entsprechende Seiten 
gleich lang sind.) 

Daher stehen die beiden Flächen konstanter Krümmung, deren 
Haupttangentenkurven bei sphärischer Abbildung die beiden bespro- 
chenen Kurvennetze liefern, in reziproker Beziehung. Dabei entsprechen 
sich sowohl Haupttangentenkurven wie Krümmungslinien. Hieraus 
fließt nun zunächst der Satz: 


Kennt man eine Fläche konstanter Krümmung, so ist es, nachdem 
die Fläche auf eine Kugel abgewickelt ist, immer möglich, eine zweite 
Fläche konstanter Krümmung anzugeben. 


Dieser Satz stimmt mit einem soeben von Hazzidakis gegebenen 
Satze, wenn man bemerkt, daß die Abwickelung einer Fläche konstanter 
Krümmung auf eine Kugel immer geleistet werden kann, wenn die 
geodätischen Kurven der Fläche durch einen Punkt bestimmt sind. 

Aber andererseits geben meine vorangehenden Betrachtungen noch 
die folgenden Sätze: 


Die von Hazzidakis herrührende Transformation ist reziprok, [368 
insofern sie zweimal angewandt zu der ursprünglichen Fläche zurückführt. 


1) Es bestehen nämlich die beiden Relationen 


dx\? dy\ ? as\22 1 dp\? a) dq dp ‘) 
(2) a (4) e (2) Ku () + (25 re Pau Tau 
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bei dieser Transformation sind sowohl Haupttangentenkurven wie 
Krümmungslinien invariante Kurven. 


IY, 

Es ist mir nicht gelungen, eine allgemeine Methode zur Bestim- 
mung der geodätischen Kurven einer Fläche mit konstantem Krüm- 
mungsmaße zu entwickeln. Dagegen ist es folgendermaßen möglich, 
diese Bestimmung auf die Integration der Gleichung ds®?=0 zurück- 
zuführen. 

Ist in der Tat die Gleichung ds? = 0 integriert, so kann das Bogen- 
element der Fläche auf die Form 


ds? = e”dady 


gebracht werden, und alsdann ist 


d’y dydw Fr 


da” de da (da) ay 


die Differentialgleichung der geodätischen Kurven.!) Diese Gleichung 
gestattet (da die Fläche in drei Weisen in sich selbst verschoben wer- 
den kann) drei infinitesimale Transformationen &(z)p + n(y)g, die durch 
zwei Gleichungen 


dw 


dw _ p(y), m + 9 vo nn 


dg d 
rar = f(a) 
bestimmt werden. 

In der ersten Gleichung setzen wir y= y, = Const. und finden 
darnach aus der linearen Gleichung 


ds Es £ nn Y,) Br NG, R a Yo) _ 


Des - p(%) =0 


durch Quadratur die Größe & als Funktion von x und von vier Kon- [364 
stanten: %,, 7(Y9), P(Y,) und der Integrationskonstanten. In entsprechen- 
der Weise findet man n als Funktion von y und vier neuen Konstanten. 
Setzt man die a Werte von & und n in die beiden Relationen 


dw d& 


da A a "nit da de os 
dw dn 
tigt wtrnn- 


ein, so erhält man fünf Relationen zwischen den acht Konstanten. 





1) Man vergleiche hier und im folgenden meine „Klassifikation der Flächen 
nach der Transformationsgruppe ihrer geodätischen Kurven“. [D. Ausg. Bd. I, 
Abh. XXIV, $ 2; s. auch d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, $ 2.] 
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In dieser Weise findet man drei unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen 


Bf 77 &,(@)p Tr WE @=1, 2,3), 


die die Differentialgleichung der geodätischen Kurven invariant lassen. 
Man findet daher leicht zwei infinitesimale Transformationen 


Gf=«wBr+ßBBf+rnBf; 
Gf=%Bf+ßBbf+YnBf, 


die in der Beziehung 
an) —- HEN) = Of 


stehen, und folglich integriert man die Gleichung (B) nach meinen 
Integrationstheorien durch zwei Quadraturen. 

Nach dieser Methode verlangt die Bestimmung der geodätischen 
Kurven, nachdem die Gleichung ds? = 0 integriert ist, vier Quadraturen. 
Es ist indes möglich, eine einfachere Methode zu entwickeln, wie jetzt 
gezeigt werden soll. 

Nach Liouville besitzt das Bogenelement ds?= F(z,y)dxdy einer 
jeden Fläche konstanter Krümmung die Form 


dXdY 1 


ds? = 57 dy Be dxdy. 
Daher ist 
VDRUDE 1 365 
(C) de dy & m Foy), [36 


und diese Gleichung kann zur Bestimmung von X und Y dienen. 
Setzt man nämlich y = %y, = Const., so kommt 





daX 1 
am” Const. Ei Y.4 
woraus 
= Const 
xy, Const. [F(«, y)d 
und 
Const. 
TE 
Dementsprechend ist 
vor Const. 


SF(&., y) dy ö 


und wenn man die gefundenen Werte von X und Y in (C) einführt 
so erhält man eine Bestimmung der Konstanten. 

Führt man darnach die Größen X und Y als neues x und als 
neues y ein, so nimmt das Bogenelement die Form 
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während die geodätischen Kurven durch die Gleichung 


d’y 2 ar 2 (e) 








da  a—yda ! x —-y\de 


bestimmt werden. Diese Gleichung kann folgendermaßen geschrieben 
werden 


dı 
z 192 d(x — Y) 0 
ze 
dx 
Also kommt 
d 2 
nn (x — y)? = A = Const., [366 


welche Gleichung integrabel wird, wenn man y—x=o setzt und 
darnach ® statt y als unbekannte Funktion einführt.!) 


4. Oktober 1879. 


NXVs. 


Selbstanzeigen von XXIV und XXV. 
1. F.d.M. Bd. XI, Jahrg. 1879, 8. 528f. Berlin 1881. 


Die erste Note lehrt die Haupttangentenkurven und Krüm- [528 
mungslinien einer jeden Fläche konstanter Krümmung in folgender 
Weise bestimmen: 

Es seien 


1) Kay—- Yax=0, Xdy— Ydar=0, X,dy— Ydar=0 


drei vorgelegte Differentialgleichungen, deren unbekannte Integrale 
die Form 


u,v, f(u) +Yp(v) 


erhalten können. Alsdann besitzen die drei Differentialgleichungen 
immer Eulersche Multiplikatoren M,, M, und M,, die eine Relation 
der Form 


(2) M,(X, dy — Y, da) = M,(X,dy — Y, da) + M,(X,dy — Y,dz) 


1) Eine Fläche konstanter Krümmung ist eindeutig bestimmt, wenn zwei auf 
derselben gelegene Haupttangentenkurven, die einander schneiden, gegeben sind. 
Theorem VI, Bd. 3, 8. 125 ist unrichtig formuliert. [Dieses Theorem steht in der 
Abhandlung: Theorie der Transformationsgruppen III; Arch. for Math. og Natur- 
vid. Bd. III und zwar in $5, am Schlusse von Nr. 15; D. Ausg. Bd. V, Abh. IV. 
Es bezieht sich auf die Ähnlichkeit zweier r-gliedriger Transformationsgruppen 
durch Punkttransformation.] 
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erfüllen. Also folgt: 





+ 4% _ MYı+MY} 
n 





woraus i 5 [529 
2. A A 2 
(3) 4-73, 4M=-f-. IR 


wo f eine bekannte Funktion von x, y bezeichnet. Setzt man diesen 
Wert von M, in die Gleichung 


dlogM, |, y.dlogM, _ dx, Ay, 
dx ae are 








X, 


ein, so erhält man die Relation 


d _ —_ 











u ax, dY, dlogf _ Y. dlogf 
2 


ee ee dy N) 


% dx dy 2 de 


+Y, 


wozu die bekannte Gleichung 


eu ee dx Nor 


ae ıL 


Lı dy de dy 


gefügt wird. In dieser Weise findet man log M, und danach M, durch 
Quadratur, endlich auch M, und M, durch (3) und (2). Hiermit ist 
die Integration der Gleichungen (1) durch zwei successive Quadraturen 
geleistet. 

Nun aber ist bekannt, daß die Haupttangentenkurven und die 
Krümmungslinien der Flächen konstanter Krümmung durch Gleichungen 


der Form 
w—= Const, u=Const, ut v = Üonst. 


dargestellt werden können. Also verlangt die Bestimmung dieser Kurven 
nur Quadraturen. 

Die Sätze der zweiten Note sind fast sämtlich früher von anderen 
Mathematikern, besonders von Dini (Brioschi Annali (2.), IV, 175— 
206, s. F. d. M. II, 1871, 8. 352) gegeben worden.“ Ei; 


2. Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques Bd. XVI (II. Ser., Bd. V), 
2. Abt., S. 79—80, Paris, April 1881. 

Pour determines les sections prineipales et les lignes de cour- [79 
bure d’une surface queleonque de courbure constante, l’auteur presente 
d’abord les considerations suivantes: 

Soit propose d’integrer les trois equations aux differentielles ordi- 
naires du premier ordre 


1) Kday—- Yaxz=0, Kday— Ydı=0, Kdy— Ydar=0, 
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dont les ee inconnues d’ailleurs, peuvent se mettre sous la 
forme 


u, v, flu) + po). 


Alors nos equations admettront des multiplicateurs enterieurs M,, M,, M, 
‚ satisfaisant ä une relation de la forme 


M,(X,dy— Y,dx) + My(X,dy— Y,da) + M,(X,dy— Y,da) = 


De lä resulte que l’on a 








(2) aaa SA, M, 

hab [80 
r..,- 1X 

(3) M, = Y.x,rx MH = op(x,y)M,, 


p designant une fonetion eonnue de x et de y. Portons cette valeur 
dans lV’equation 











= a en dX, dY, 
La, + dy WR TE dy ’ 
ce qui conduit & la relation 
a = dlogM, ax, day, dlogy dlogy 
= I dy er %, 5 I dy ? 


ä laquelle nous joindrons l’equation connue 


dlog M, ax, ay, 


RT EEE TB 








ze ıy, 


Nous obtenons ainsi d’abord M, par une quadrature, puis M, et 
M, au moyen de (3) et de (2). L’integration de l’&quation (1) n’exige 
done que deux quadratures consdeutives. 

Mais on sait maintenant que les &quations finies des sections prinei- 
pales et des lignes de courbure d’une surface quelconque de eourbure 
constante peuvent se ramener ä la forme 


u= const, v%= const., U+v = const. 


Par suite, la determination de ces courbes n’exige que deux quadra- 
tures successives, dont l’une peut m&me ötre 6vitee. 
» p 


Sur les surfaces de courbure moyenne constante, les lignes de 
courbure sont des courbes isothermes. En consequence, sur ces sur- 
faces, les lignes de courbure, ainsi que les lignes g&odesiques dont la 
longueur est egale ä zero, sont determindes par une quadrature. Cette 


integration se rattache d’ailleurs de la manidre la plus 6troite avec 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 25 
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celle que nous avons effectu&e tout & P’heure. En effet, par une di- 
latation eonvenable, une surface de courbure moyenne constante se 
change en une surface de courbure constante, et en m&me temps les 
lignes de courbure deviennent des lignes de courbure; les lignes geode- 
siques de longueur nulle deviennent des sections principales. 

Cette theorie, developpee dans la premiere Note, nous parait &tre 
nouvelle, tandis que les theoremes de la seconde Note ont &te dejä 
donnes par Dini.') 








1) Annali di Matem., 2° serie, t. IV, p. 175—206. 


XXVL 
Über Flächen, deren Krümmungsradien _fsor 
durch eine Relation verknüpft sind. 
Arch. for Math., Bd. IV, Heft 4, S. 507—512. Kristiania 1880. 
Von SoPHus Lie. 


In französischer Übersetzung veröffentlicht unter dem Titel: Sur les surfaces 

dont les rayons de courbure ont entre eux une relation. Par M.S. Lie. 

Bulletin des sciences math&matiquss et astronomiques Bd. XV (II. Serie Bd. IV), 
Abt. I, S. 300—304, Paris, August 1880. 


1. Aus Weingartens schönen Untersuchungen (Örelles Journal, 
Bd. 59) über die Flächen, deren Hauptkrümmungsradien og und go’ durch 
eine Relation verbunden sind, folgt sehr leicht eine allgemeine Bestim- 
mung der Krümmungslinien einer jeden solchen Fläche. Dies soll jetzt 
gezeigt werden. 

Die Gleichung og = Const. bestimmt auf der Zenterfläche einer be- 
liebigen Fläche F eine Schar äquidistante Kurven, deren ÖOrthogonal- 
kurven g = Const. geodätische Kurven der Zenterfläche sind. Die 
Tangenten einer Kurve der Schar qg = Gonst. schneiden die Fläche 
F in den Punkten einer Krümmungslinie. Daher sind die Bestimmung 
der Krümmungslinien von F' und die Bestimmung der geodätischen Kurven 
q = Const. auf der Zenterfläche, wie bekannt, äquivalente Probleme. 

Laß uns jetzt insbesondere annehmen, daß die Krümmungsradien 
o und oe’ der Fläche F durch eine [gegebene] Relation verknüpft sind. 
Dann ist das Bogenelement dS der Zenterfläche nach Weingarten /301 
bestimmt durch die Formel: 

2 f et, 


(1) dS®=deo’+te egg, 


welche zeigt, daß die Zenterfläche auf eine Rotationsfläche abwickel- [508 
bar ist. Da nun Bour die geodätischen Kurven einer jeden auf eine 
Rotationsfläche abwickelbaren Fläche, deren Krümmungsmaß nicht kon- 
stant ist, bestimmt hat, so erkennt man sogleich: 

daß die Krümmungslinien einer Fläche, deren Krüm- 


mungsradien durch eine Relation verknüpft sind, durch 
25* 
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Quadraturen bestimmt werden können, ausgenommen, wenn 
die entsprechende Zenterfläche konstante Krümmung besitzt. 

Die hiermit geleistete Bestimmung ist indes in zweifacher Weise 
unvollkommen. Einerseits verlangt sie zu viele Rechnungen, anderer- 
seits bleiben einige Ausnahmefälle unerledigt. Es ist daher zweck- 
mäßig, eine einfachere und gleichzeitig allgemeinere Methode zu ent- 
wickeln. 

Bezeichnet man die Cartesischen Koordinaten der Punkte der 


Zenterfläche mit $&, », &, so gibt die Gleichung (1) durch Auflösung 
die Formel: 
a 


gi 0; 2. 
dq=e Vedae® +d? + d® — de? 


oder die äquivalente: 








fan 
(2) 9,5 Vai? + da? + d& — de? 


In derselben müssen die Größen o, 0’, &, n, & als Funktionen der Punkt- 
koordinaten x und y der Fläche F ausgedrückt werden, wodurch die 
Quadratwurzel die Form: 


X(x, y)dz + Yla,y)dy, 


wo X und Y bekannte Funktionen von x und y sind, annimmt. Hier- 
mit ist q als Funktion von x und.y bestimmt, womit die eine Schar 
Krümmungslinien der Fläche F' bestimmt ist. 

Sind daher die Krümmungsradien o und 0’ einer Fläche 
durch eine Relation verknüpft, so werden die Krümmungs-[509 
linien der Fläche bestimmt durch die Formel g = Const., (2). 
In derselben bedeuten &, n, & die Koordinaten desjenigen 
Krümmungsmittelpunkts, der dem Radius o entspricht. 


2. Die soeben entwickelte Methode ist allgemeingültig. Sie be 
steht daher insbesondere auch, wenn die Relation zwischen g und /302 
o’ die Form: 

oe—g = a = Const. 
annimmt, in welchen Falle die Zenterfläche nach Beltramis und 
Dinis Untersuchungen konstante Krümmung besitzt. Diese Bemer- 
kung komplettiert, wenn ich nicht irre, in glücklicher Weise eine von 
Bianchi soeben gegebene Theorie (Ricerche sulle superficie a curva- 
tura costante, Pisa 1879). 

In dieser Arbeit macht Bianchi die, wie es scheint, neue und 
jedenfalls wichtige. Bemerkung, daß aus einer vorgelegten Fläche ® 
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konstanter Krümmung, deren geodätische Kurven bestimmt sind, 
immer oo! weitere Flächen ®, konstanter Krümmung hergeleitet wer- 
den können. Hierzu braucht man nur das Bogenelement der Fläche ® 
auf die Form: 


[O0 


% 


(3) d? = do? +e “äg: (A = Const.) 


zu bringen, was nach Beltrami in oo! verschiedenen Weisen möglich 
ist. Zieht man darnach die Tangenten aller geodätischen Kurven der 
Schar g = Const. und konstruiert alle Flächen F, die diese Tangenten 
orthogonal schneiden, was eine ausführbare Operation ist, so haben 
alle diese Flächen eine gemeinsame Zenterfläche, deren eine Schale eben 
® ist. Die zweite Schale ®, ist ebenfalls eine Fläche konstanter 
Krümmung. In dieser Weise leitet man aus der vorgelegten Fläche 
® unendlichviele (00!) Flächen ®, konstanter Krümmung her. 

Wäre es nun möglich, das Bogenelement einer Fläche ®, auf die 
Form (3) zu bringen, so könnte man aus ®, wiederum oo! Flächen 
konstanter Krümmung derivieren. Nach dem Vorangehenden ist dies 
eine ausführbare Operation; es ist dabei sogar unnötig, die end- [510 
liche Gleichung der Flächen F' zu bestimmen. 


Daher verlangt die successive Ausführung von Bianchis 
Operationen zur Bestimmung von Flächen konstanter Krüm- 
mung gar keine Integrationen [von Differentialgleichungen], 
nachdem die geodätischen Kurven der ursprünglich vor- 
gelegten Fläche ® bestimmt sind. 


Beiläufig bemerke ich, daß man aus Bonnets Untersuchungen 
(Journal de l’&cole polyt., Bd. 24, 25) ohne Schwierigkeit eine Methode 
zur Bestimmung von oo! Flächen konstanter Krümmung, wenn eine solche 
Fläche vorgelegt ist, herleiten kann. Aus der vorgelegten Fläche /303 
kann man nämlich zuerst durch eine zweckmäßige Paralleltransforma- 
tion (Dilatation) eine Fläche mit konstanter mittlerer Krümmung her- 
leiten; aus dieser neuen Fläche leitet man (Journ. de l’6c. pol., Bd. 25, 
8. 76—78) oo! neue Flächen konstanter mittlerer Krümmung her, 
und findet daher schließlich oo! Flächen konstanter Krümmung. 

Es scheint wünschenswert, zu untersuchen, in welchem Verhält- 
nisse diese Operation zu Bianchis Operation stehe. Bonnets Unter- 
suchungen zeigen jedenfalls, daß die Flächen konstanter Krümmung 
sich naturgemäß in Scharen, jede enthaltend oo! solche Flächen, zu- 
sammenordnen. 


3. Wenn die Krümmungsradien einer Fläche durch eine beliebige 
Relation og’ = 4A(e) verknüpft sind, scheint es im allgemeinen nicht 
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möglich, die Haupttangentenkurven, und ebensowenig, die geodätischen 
Kurven, deren Länge gleich Null ist, zu bestimmen. In gewissen inter- 
essanten, wenn auch speziellen Fällen ist eine solche Bestimmung all- 
gemein möglich. 

Um dies in einfacher Weise nachzuweisen, werde ich mich wieder- 


um auf Bonnets soeben zitierte Arbeit stützen (Journ. de l’&cole pol., 
Bad. 25, S. 92—111). Setzt man: 


= ol), = ya) — kyiek) 
und wählt die Krümmungslinien als Koordinatenlinien (u = Const., 
v = Const.), so kann man das Bogenelement ds der Fläche auf die 


Form: 
2 FETEn® 
as = du + FL an [sı1 


bringen. Die geodätischen Kurven, deren Länge gleich Null ist, werden 
daher bestimmt durch die Gleichung: 





p :p 
; du ti 


die integrabel wird, wenn die Funktion p(k) die Bedingung: 


p—ky m ze (C= const.) 
p k 

erfüllt. Diese Bedingung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, 

deren allgemeines Integral die Form k?—= My? — 20 besitzt, während 

9=—Kk2:2C das singuläre Integral darstellt. Das allgemeine In- /304 

tegral liefert alle Flächen mit konstanter mittlerer Krümmung, während 

das singuläre Integral die Minimalflächen liefert. 

Auf den Flächen konstanter mittlerer Krümmung können 
daher nicht allein die Krümmungslinien, sondern zugleich 
die Kurven ds=0 durch Quadratur bestimmt werden. Die 
Krümmungslinien sind isotherme Kurven. “ 

Die Haupttangentenkurven einer Fläche, deren Krümmungsradien 
durch eine Relation verknüpft sind, werden bestimmt durch die Glei- 
chung: 


Zaw + IE du =0, 
die integrabel wird, wenn @ die le 


Loy” == ki(p — kp’) (L = Const.) 
erfüllt. Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung erster Ord- 


nung besitzt die Form: 
= Al?+ LA?; 
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die entsprechenden Flächen haben konstante Krümmung; das singuläre 


Integral: 
k2 [512 





% 
2 syn 
liefert nur die Minimalflächen. 

Auf den Flächen constanter Krümmung können daher 
nicht allein die Krümmungslinien, sondern zugleich dieHaupt- 
tangentenkurven durch Quadratur bestimmt werden. 

Diesen Satz habe ich bei einer anderen Gelegenheit [hier Abh. 
XXIV, S. 367—374] in einer anderen Weise bewiesen.') 


1) Ich behalte mir vor, die gegebenen Andeutungen hinsichtlich der allge- 
meinen Theorie der Flächen konstanter Krümmung weiter zu verfolgen. Sie 
werden, wenn ich nicht irre, diese Theorie fördern. 

[Die französische Übersetzung zeigt sonst keine Abweichungen von dem deutschen 
Urtexte, nur die Anmerkung am Schlusse ist länger. Sie lautet so:] 

Je me reserve de developper les indieations qui precedent rela- 
tivement & la theorie generale des surfaces ä courbure constante; d’une 
surface ä eourbure constante, dont on a determine les lignes geodesiques, 
on peut deduire par des quadratures successives oo” telles surfaces qui 
ne satisfont & aucune dquation & differences partielles, excepte l’&qua- 
tion proposee 


2 2\2 
an tee. 


XXVla. 


Selbstanzeige von XXVI. 
F. d. M., Bd. XI, Jahrg. 1879, S. 529—531. Berlin 1881. 


Die Krümmungslinien einer Fläche können bekanntlich ohne wei- 
teres angegeben werden, wenn die geodätischen Kurven der Zenter- [530 
fläche gefunden sind. 

Nimmt man nun eine Fläche, deren der oe und 90 
durch eine ganz beliebige Relation verknüpft sind, so ist die Zenter- 
fläche nach Weingarten abwickelbar auf eine Rotationsfläche; anderer- 
seits hat Bour gelehrt, auf einer Rotationsfläche, deren Krümmungs- 
maß nicht konstant ist, die geodätischen Kurven zu finden. Daher 
verlangt die Bestimmung der Krümmungslinien einer Fläche, deren 
Krümmungsradien durch eine Relation verknüpft sind, nur gewisse 
Quadraturen. 

Der hier gegebene Beweis dieses Satzes bleibt nicht mehr gültig, 
wenn die Zenterfläche konstante Krümmung besitzt. Es ist indes 
möglich, einen Beweis des betreffenden Satzes zu geben, der den be- 
sprochenen, ganz besonders wichtigen Ausnahmefall umfaßt: Die be- 
kannte, von Weingarten (Borchardts Journal Bd. LIX) herrührende 
Formel: 
ee 

2-0 


a®+d?+dß=deo’+te ag? 
gibt nämlich durch Auflösung: 
ae: 
aaa 
und durch Integration: 











[) do 
no. 
im VdE +dn? +dE — de?, 
womit die Gleichung g — Const. der einen Schar Krümmungslinien be- 
stimmt ist. Die zweite Schar wird in entsprechender Weise gefunden. 
Ein besonderes Interesse bietet die Anwendung dieser Bestimmung 
auf den Fall, daß go und 0’ durch die Relation: g— 0 = a = Const. 
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verknüpft sind, in welchem Falle die beiden Schalen der Zenterfläche, 
wie Beltrami und Dini bemerkt haben, konstante Krümmung be- 
sitzen. 

Bianchi hat nämlich gelehrt, einfach unendlich viele neue Flächen 
konstanter Krümmung zu bestimmen, wenn eine Fläche F' konstanter 
Krümmung mit bekannten geodätischen Kurven vorgelegt ist. Nach 
dem Vorhergehenden ist es nun leicht, auch auf diesen neuen Flächen 
die geodätischen Kurven durch Quadratur zu bestimmen. Daher [531 
kann Bianchis Operation wiederum auf die neuen Flächen angewandt 
werden. Indem man in dieser Weise verfährt, findet man successiv 00 
Flächen konstanter Krümmung, deren geodätische Kurven, Krümmungs- 
linien und Haupttangentenkurven ohne weiteres angegeben werden 
können. 

Es gibt eine andere bemerkenswerte Weise, in welcher man aus 
einer vorgelegten Fläche konstanter Krümmung eine andere derartige 
Fläche herleiten kann: 

Bezeichnet man mit s und 6 die Bogenlängen der Haupttangenten- 
kurven einer Fläche konstanter Krümmung, mit © den Winkel zwischen 
zwei einander schneidenden Haupttangentenkurven, so besteht nach 
einer Bemerkung von Bonnet eine Gleichung der Form: 

ie KK .2n® (K= Const.). 
Ist nun @=f(s, 6) eine bekannte Lösung dieser partiellen Differential- 
gleichung, so ist: 


= f(ms, 2) (m = Const.). 


eine allgemeinere Lösung. Infolge derselben können aus einer vorge- 
legten Fläche immer oo! neue derartige Flächen hergeleitet werden. 

Allerdings verlangt die Bestimmung der endlichen Gleichung dieser 
Flächen die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, die jedoch auf eine Gleichung erster Ordnung reduziert wer- 
den kann. 

Nimmt man alle in dieser Weise erhaltenen Flächen und kon-, 
struiert die zugehörigen Parallelfiächen konstanter mittlerer Krümmung, 
so sind diese Parallelflächen auf einander abwickelbar. 


XXVII. 


Resume af en Integrationstheori. [1 
Af SopHus Lie. 
(Resume einer Integrationstheorie.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh., Aar 1880, Nr 1. 4 Seiten 8°. Christiania 1881. 
Vorgetragen in der Sitzung vom 6. Febr. 1880. 


Ich erlaube mir, der Gesellschaft der Wissenschaften ein Resum& 
einer umfassenden Integrationstheorie mitzuteilen, die ich schon vor 
drei Jahren mehreren meiner Korrespondenten mitgeteilt habe, darunter 
Professor Klein in München und Professor Mayer in Leipzig, die aber 
in extenso zu redigieren ich noch nicht Zeit gefunden habe. Um 
das Verständnis zu erleichtern, beschränke ich mich hier auf die Be- 
trachtung einfacher Spezialfälle, indem ich jedoch hervorhebe, daß meine 
Methode auf jedes System angewandt werden kann, das aus genügend 
vielen simultanen partiellen Differentialgleichungen m-ter Ordnung 
besteht mit einer beliebigen Anzahl abhängiger und unabhängiger Ver- 
änderlicher. 


1. Beispiel I. Gegeben seien zwei simultane Gleichungen zweiter 
Ordnung: 
F@9y399,n5)-0, 8439951) =0, 
die ein allgemeines Integral (vgl. Darboux) mit willkürlicher Funktion 
besitzen. Ich bestimme eine Funktion F von x, y, 2, ?, q durch die 
an: 


ws dv av 


dV 
+5 + ER = tz a 


av 
Zwischen diesen und den gegebenen Gleichungen können r, s, £ eli- [2 


miniert werden. Dadurch erhält man eine Gleichung erster Ordnung 


aV daVaV dV dV = 
ale, Y, 2,P, g; de’ dy?’ dz’ dp’ 1)” ’ 


die von nullter Ordnung ist in bezug auf die Differentialquotienten. 
Diese Gleichung besitzt charakteristische Streifen. Infolgedessen haben 
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auch die Gleichungen ?=0, ®=0 charakteristische Streifen. 
Das stimmt wie bekannt mit L&vys Untersuchungen. Die Integration 
der gegebenen Gleichungen ist damit im wesentlichen auf die Integra- 
tion von & = zurückgeführt. 


2. Beispiel II. Gegeben seien drei Gleichungen: 


AR %, 2, 52, 94,7%, x) = 0 (k=1,2,3) 


von erster Ordnung und mit zwei unabhängigen Veränderlichen. Ich 
nehme an, daß die Gleichungen ein Integral mit willkürlicher Funktion 
besitzen. Ich suche eine Funktion Y von &,, &,, 2, & durch die Glei- 


chungen: 
aV daV 


daV 
tr +g,® e a ass 
zu bestimmen. Zwischen diesen und den gegebenen Gleichungen werden 
?, 9, 2, # eliminiert. Die hierdurch entstandene Gleichung: 


daV dV dV dV 
ala, 19,2, 5, da,’ da,’ de’ TE) 
wird integriert. Ihre Charakteristiken liefern Charakteristiken für das 


gesuchte Integral. Damit ist die Integration der gegebenen Gleichungen 
im wesentlichen geleistet. 


3. In den voranstehenden Beispielen erhält man nur eine Gleichung 
2=0. Im allgemeinen erhält man mehrere Gleichungen erster Ordnung: 
2,=0,..., &,—=0, die ein Involutionssystem bilden. Ist die Zahl q [3 
gleich ihrem Maximumswerte oder nur um eine Einheit kleiner, 
so kann das allgemeine Integral der gegebenen Gleichungen aus dem 
allgemeinen Integral der Gleichungen 2,— 0 abgeleitet werden. 

Ist die Zahl q größer als Null, jedoch nicht so groß, daß das all- 
gemeine Integral der gegebenen Gleichungen bestimmt werden kann, 
so findet man in jedem Falle durch Bestimmung der charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten der Gleichungen 2,— 0, daß auch das allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichungen von charakteristischen Mannigfaltig- 
keiten erzeugt wird.!) In gewissen Fällen findet man ein vollständiges 
Integral. 

Die hiermit angedeuteten Theorien hängen genau mit den allge- 
meinen Ideen zusammen, die ich in einer Note aufgestellt habe, die 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen im Oktober 1872 vor- 


1) Obgleich meine Untersuchungen von denen Bäcklunds unabhängig sind, 
muß ich selbstverständlich darauf aufmerksam machen, daß sich Bäcklund früher 
mit denCharakteristiken simultaner partiellerDifferentialgleichungen beschäftigt hat. 
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gelegt worden ist.!) Ich hoffe bald eine vollständigere Entwickelung von 
ihnen im dritten Teile meiner „Allgemeinen Theorie der partiellen Dif- 


ferentialgleichungen erster Ordnung“ geben zu können (Mathematische 
Annalen, Bd. XIX, XX1).?) 


4. Bei dieser Gelegenheit gestatte ich mir außerdem, folgende, ver- 
mutlich neue Sätze zu veröffentlichen: 


Die Krümmungslinien können auf jeder Fläche bestimmt werden, 
deren Krümmungsradien durch eine beliebige Relation verbunden sind. 

Ist die Summe der inversen Krümmungsradien konstant, so kann 
man die geodätischen Kurven finden, deren Länge gleich Null ist. 

Ist auf einer gegebenen Fläche von konstanter Krümmung eine 
Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, deren Integralkurven geo- 
dätische Kurven sind, die durch einen gemeinsamen Punkt gehen, so 
kann der Integrabilitätsfaktor immer aufgestellt werden. Hiermit ist [4 
Bianchis schöne Methode zur successiven Bestimmung von Flächen 
konstanter Krümmung auf ausführbare Operationen zurückgeführt. 

Die Krümmungslinien können auf jeder Fläche bestimmt werden, 
deren Zentrafläche abwickelbar ist auf eine Spiralfläche, oder insbe- 
sondere auf eine Rotationsfläche, die nicht konstante Krümmung hat. 


XXVIa.. 
Selbstanzeige von XXVII, 
F. d. M., Bd. XI, Jahrg. 1880, S. 293—294. Berlin 1882. 


Es existiert ein allgemeiner Zusammenhang zwischen der Integrations- 
theorie der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit einer unbe- 
kannten Funktion und der Theorie der simultanen partiellen Differentialglei- 
chungen, die Darboux betrachtet hat, welche ein gemeinsames Integral 
mit einer oder mehreren willkürlichen Funktionen besitzen. 


Beispiel I. Vorgelegt seien zwei Gleichungen zweiter Ordnung: 
Fa, Yy,2,P, 9, r,5; 0, 0-0, 


die ein gemeinsames Integral mit einer willkürlichen Funktion besitzen. 
Wir setzen: 


Bu ot oe 
Dee Er re Ber Tune, 


eliminieren r, s, t zwischen diesen beiden Gleichungen zusammen mit: 


1) [Hier Abh. IV, 8. 16—26.] 
2) [Nicht erschienen.] 
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F=0, ®=0 und bilden so die partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung: 


&l oU 0U OU 9U )=- 0. 


‚Y,%, P,9; 2x’ day?’ 92’0p’ oq 


Die Integration des simultanen Systems F=0, ®=0 reduziert sich 
auf diejenige von &—=0. Der Umstand, daß &—= 0 Charakteristiken 
besitzt, zeigt, daß das simultane System ebenfalls solche besitzt, was 
bekanntlich mit Levys Untersuchungen übereinstimmt. 


Beispiel II. Gegeben seien drei Gleichungen: [294 
h=I9, h=9ı h>I9 


%, 9%, #, 21, P, Pr» % A 
und die Existenz eines gemeinsamen Integrals mit einer willkürlichen 
Funktion [werde] vorausgesetzt. Wir setzen: 


eU AR n U oU 
tat ratur 


zwischen: 


und bilden durch Elimination von p, ?,, 9, 9, die Gleichung erster 
Ordnung: | | 
ale, Y,?,2, u. =) meh, 
02’ 0y’ 02’0z, 
deren Integration mit derjenigen des simultanen Systems äquivalent ist. 
. + In entsprechender Weise reduziert sich die Integration eines simul- 
tanen Systems von hinlänglich vielen partiellen Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung auf die Integration eines Systems von Gleichungen 
erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion. 

Dieser merkwürdige Zusammenhang tritt am schärfsten hervor, 
wenn man die vom Verfasser herrührende Verallgemeinerung des Be- 
griffs der vollständigen Lösung von [partiellen] Gleichungen erster Ord- 
nung. zu Grunde legt. 16° 

Diese Selbstanzeige stimmt fast vollständig überein mit einer französisch 
geschriebenen und schon früher veröffentlichten in dem „Bulletin des sciences 
mathematiques et astronomiques“, Bd. XVI (II. Ser. Bd. V), 2. Abt., S. 130—131, 
Paris, Juli 1881. Nur der Satz: „Der Umstand, daß &—=0... übereinstimmt“, ist 
in der französischen Fassung noch nicht enthalten. 


XVII. 
Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung. III. [es 


Von SorHus Lie: 
Arch. for Math., Bd. V, Heft 3, S. 282—306. Kristiania 1880. 


In der Abhandlung: Ricerche sulle superficie a curvatura 
costante, Pisa 1879, lehrt Bianchi, indem er sich auf frühere Unter- 
suchungen von Weingarten, Beltrami und Dini bezieht, aus einer 
vorgelegten Fläche F' konstanter Krümmung mit bekannten geodäti- 
schen Kurven oo! neue Flächen ®, konstanter Krümmung herzuleiten. 

Hierzu fügte ich, indem ich mich ebenfalls auf Weingartens 
schöne Untersuchungen stützte, die Bemerkung, daß die geodätischen 
Kurven der derivierten Flächen ®, immer durch Quadratur bestimmt 
werden können. (Über Flächen, deren Krümmungsradien durch eine 
Relation verknüpft sind, Bd. IV, S. 507 dieser Zeitschrift.t)) 

Hieraus folgt, daß die suecessive Ausführung von Bianchis 
Operation zur Bestimmung von Flächen konstanter Krümmung gar 
keine Integrationen von Differentialgleichungen, sondern nur eine Reihe 
Quadraturen verlangt. Hierdurch erhält die schon von Bianchi ge- 
stellte Frage, ob man durch successive Ausführung seiner Operation 
aus der Pseudosphäre, oder laß mich allgemeiner sagen, aus einer be- 
liebigen vorgelegten Fläche konstanter Krümmung jede andere derartige 
Fläche herleiten kann, eine fundamentale Wichtigkeit für die Theorie [283 
dieser Flächen. Ich präzisiere diese Frage folgendermaßen: 


Sei vorgelegt eine Fläche konstanter Krümmung, das 
heißt eine Integralfläche der Gleichung: 


_A++ 


2 
— rt Pr) 


Ich stelle die Frage, ob diejenigen Flächen konstanter Krüm- 
mung, die aus der vorgelegten durch unendlichmalige, suc- 


1) [Hier Abh. XXVI, S. 387—391.] 
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cessive Ausführung von Bianchis Operation hergeleitet wer- 
den, außer der Gleichung: 


a _ tete 
a 


noch weitere Differentialgleichungen befriedigen müssen. 


Ist diese Frage mit Nein zu beantworten, so verlangt die Bestim- 
ınung des allgemeinen Integrals der Gleichung: 


?—ıt= Su Zu Ei 

77 
gar keine Integration von Differentialgleichungen, sondern nur die suc- 
cessive Ausführung von Quadraturen. 

Es ist mir noch nicht gelungen, die aufgestellte Frage definitiv zu 
entscheiden.!) Nichtsdestoweniger habe ich eine Reihe bemerkenswerte 
Resultate erhalten, welche es äußerst wahrscheinlich machen, daß 
die gestellte Frage mit Nein zu beantworten ist, woraus folgen würde, 
daß die Vereinigung von Bianchis und meinen früheren Unter- 
suchungen die allgemeine Bestimmung aller Flächen konstanter Krüm- 
mung leistet. 

Im folgenden erlaube ich mir, einige von meinen Resultaten kurz 
auseinanderzusetzen.?) Ich behalte mir übrigens vor, bei einer späteren 
Gelegenheit meine sämtlichen Untersuchungen auf diesem Gebiete aus- 
führlich auseinanderzusetzen. 


8 1. Eine unendlichdeutige [284 
Transformation einer partiellen Differentialgleichung. 
1. In den Gleichungen: 
| @-a)”+ W-W+@-a a, 
p @— 2) + yw-y) -@-3) =, 
Io. (@ — 2%) +4,.W-4) -e@-4) 9 
pp, + 29, 1=0 


(4) 








\ 


interpretiere ich wie gewöhnlich x, y, 2,9, q als Bestimmungsstücke 
eines Flächenelements und ebenso 2;, Yı, 2, P1, 9, als Bestimmungsstücke 


1) Bianchi geht gar nicht auf diese schwierige Frage ein. Er wendet seine 
Operation einmal auf eine Schraubenfläche konstanter Krümmung an und erhält 
hierdurch nicht 00, sondern nur eine einzige neue Fläche konstanter Krümmung. 

2) Ich finde nachträglich, daß meine Frage wirklich mit Nein zu 
beantworten ist. 
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eines anderen Flächenelements. Gibt man nun z.B. den Größen Lg 
bestimmte Werte, so werden die fünf Größen X, *.., Q, nicht bestimmt, 
während sie allerdings durch vier Relationen verbunden werden. 
Einem bestimmten Elemente «,...,g entsprechen somit einfach un- 
endlich viele Elemente x,, ...., q. 

Hieraus folgt sogleich, daß die Gleichungen (1) keine Berührungs- 

transformation bestimmen. Nichtsdestoweniger besitzt unsere Trans- 
formation, wenn sie auf Integralflächen der Gleichung: 
(2) | PER BL, er 
das heißt auf Flächen konstanter Krümmung angewandt wird, die 
wichtigsten Eigenschaften der Berührungstransformationen, wie jetzt 
gezeigt werden soll. 

Einem Flächenelemente &, ..., q entsprechen, wie wir sahen, 
oo! Elemente x, ..., q. Den 00? Flächenelementen Diese Ge 
eine vorgelegte Fläche bilden, entsprechen daher 00° Flächenelemente 
%, +, 4 Wir stellen die Forderung, daß diese 00° Elemente «0! 
Flächen erzeugen sollen. Hierzu ist erforderlich, zeigen wir, daß 
die vorgelegte Fläche konstante Krümmung besitzt, und in [285 
diesem Falle haben die transformierten Flächen ebenfalls konstante 
Krümmung. 

2. Betrachten wir z als eine gegebene Funktion von x und y(ze=f(e, y) 
ist die Gleichung der vorgelegten Fläche), deren Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung wie gewöhnlich mit P,9,r,s,t bezeichnet 
werden, so geben die Gleichungen (1, 1,2) durch Differentiation: 


(@— 2,)(da — da) + (Yy— yı)ldy — dy)+(@— z3)(de — da)—0 
(@— 2,)(rda + sdy) + (y — yı)(sdx + tdy) + 
+p(de — da) + g(dy—dy,)—de+da =0, 
oder wegen: de=pdx +gdy, dz, = pda, Be 
@-m1+P@-a)de +y—-y+g9e- 2))dy = 
=-@- 1 +ne-e)dy +y-y+He— 2))dy, 
(«ar +y— y)s)da + («—2)s + y— y)day = 
= (p—p)da, +(g— 4,)dy.. 


Diese Gleichungen lösen wir hinsichtlich dx und dy auf und finden 
hierdurch Ausdrücke der Form: 


(3) I.da= Ada, +Bdy, 4.dy= (dx, + Ddy, 
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wo: 

(4 = —- 4, +9n%-2))@ 2) + y- MN) — 
-@-P)y—-NM+g4@—2)), 

B=-Yy-y+ane@e—-2))(a -2)s+y-WH)-— 

N -4-Wy-N+ga@— 2), 
C=--(@- 1 +m@- 2a) - dr +y-y)d)+ 
+p-Da—ı +p@— 2) 

D--Y-yt+ae@-a)@ Ir ty -wWS)+ 

\ +4-WR@-% +P@— 2)) 





ist; den Wert von 4 brauchen wir nicht hinzuschreiben. 
Sodann differentiieren wir die beiden letzten Gleichungen (1): 
pdp, + qdg, = — Pıdp — 914, 
(@ — ,)dp, + y— yı)ldqı = (da, — dx) + (dy, — dy) + de — da, 


woraus: 


pdap, + gadaq, = (- Ar — Hs)dr + (—- ms — qi)dy, [286 

(«— 2,)dp, + y— yı)dq, = P—p)de+ (ga — )dy. 
Diese Gleichungen geben durch Auflösung: 
(5) Dädp, = Ldx + Mdy, Ddq, = Ndx + Pdy, 
wo: 

L=-(y-y)ar+as)- ale —P), 
(6) =-(Yy-y)ms3s+4 a: 

B - (-2)mr +4) +PlP—n), 
P=- (-2.)ms+taÖ+trl@—-q)- 


Jetzt setzen wir die Werte (3) von dx, dy in (5) ein und finden so: 
DA.dp, = (LA + MO)da, + (LB+ MD)dy, 
D4A.dqgy =(NA+ PCO)dz, +(NB+ PD)dy,, 


dp, _ 4 Ä 
WOTBUS. Wegen 7, = 7, folgt: 


LB+MD=NA+PC. 


Setzt man hier die Werte (4), (6) ein und berücksichtigt dabei die 
Gleichungen (1), so findet man die Relation: 


Rırt—s®)+8=0, 





wo: 
R=q4(— 2) —-p(y—y), 8 = N a —2)—-pYy-—Yyı) 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 26 
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ist, und wenn man die Größen p, und q, vermöge (1) durch a, y, 2,, 9, 
»,q ausdrückt, so kommt: 








I +“ 5 EDS FIT 
we) —-Ppy—y)’ we — 1) —py— yı)’ 
so daß die gesuchte Bedingungsgleichung die Form: [287 


ia tere 


annimmt. 
3. Hiermit ist der folgende merkwürdige Satz erwiesen: 


Satz. Die partielle Differentialgleichung (2) gestattet die unendlich- 
deutige Transformation (1), die im übrigen keinen analytischen Sinn hat, 
wenn sie auf Flächen angewandt wird, welche diese Differentialgleichung 
nicht befriedigen. 

Es ist evident, daß Bianchis Operation ihren analytischen Aus- 
druck eben in meiner unendliehdeutigen Transformation findet. Diese 
meine Auffassung scheint mir neu und insofern fundamental, als sich 
jetzt, wie ich beiläufig bemerke, überhaupt die Aufgabe stellt, die un- 
endlichdeutigen Transformationen, die eine vorgelegte Differentialglei- 
chung invariant lassen, zu bestimmen. 

Ich bemerke, daß sich auf diese Andeutung, wenn ich nicht irre, 
neue allgemeine Integrationstheorien, die von den bisherigen gänzlich 
verschieden sind, begründen lassen.') 


$ 2. Eine infinitesimale unendlichdeutige Transformation 
unserer Differentialgleichung. 


4. Wenden wir die im vorangehenden Paragraphen betrachtete. un- 
endlichdeutige Transformation auf eine vorgelegte Fläche F' konstanter 
Krümmung an, so erhalten wir oc! derartige Flächen, die mit dem ge- 
meinsamen Symbole ®, bezeichnet werden mögen. Wenden wir dar- 
nach dieselbe Transformation auf alle ®, an, so erhalten wir oo? Flä- 
chen F, konstanter Krümmung. Dabei ist klar, daß alle F, eine [288 
kontinuierliche Schar bilden, der die ursprünglich vorgelegte Fläche F 
angehört, während die Flächen ®, dieser Schar nicht angehören. Aus 
den oo? Flächen F, leitet man 00° Flächen ®, her, welche eine Schar 
bilden, der alle D, angehören. Aus den oo° Flächen ®, deriviert man 
wiederum oo* Flächen F,, usw. Überhaupt ist klar, daß eine 2n-malige 


1) Mehrere Geometer, insbesondere Bäcklund, betrachten unendlichdeutige 
Transformationen, die eine vorgelegte partielle Differentialgleichung in eine Glei- 
chung höherer Ordnung überführen. Die im Texte betrachtete Transformation 
ist von anderer Art. 
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Wiederholung unserer Transformation uns oo?” Flächen F,, liefert, 
und ebenso, daß eine (2» + 1)-malige Wiederholung uns o0°”+! Flä- 
chen ®,,,. liefert. Hierbei ist indes denkbar, daß die oo?” Flächen 
F,, »icht sämtlich verschieden sind, sondern daß nur 00°"-" unter . 
ihnen verschieden sind. 

Die Flächen ®, sind im allgemeinen endlich verschieden von der 
vorgelegten Fläche F. Dagegen gibt es unter den Flächen F, unend- 
lich viele, die von F nur infinitesimal verschieden sind. Der Übergang 
von F' zu einer solchen benachbarten Fläche F, wird vermittelt durch 
eine unendlichdeutige infinitesimale Transformation, deren analytischen 
Ausdruck wir jetzt suchen müssen. 

5. In den Gleichungen: 


@-2”+y-W+e@- aa, 
»,@-2)+4y-9)-@—-2)=0 
lassen wir die Größen x,, Y,, 2, ?,, 9, Invariant, während wir die Größen 
%, Y,2,p, q variieren lassen. Dies gibt: 
@—2)da+y—y)y+ la 2)d2=0, 


p,0x + 1dy ker dz=(, 
woraus: 
dx x dy d2 
-W-y)-4e—-2) «@-m)tmn@-2) @-m)—- my) 








Aber andererseits geben die Gleichungen: 


o—ı —y)-(@-2)=V(, 
o) je rk ie en | ) 








Rn Tre U Pi + 1 = () 
p ss Ei ie met, —. [289 
y—Yytqa%@— 2) — EB) ni —h) — 1 @—)+mY—Yı) 
Also folgt: 


wo g eine gewisse infinitesimale Größe bezeichnet. 
Wir müssen die entsprechenden Inkremente der Größen p und g: 


ıp=eP, dga=eQ 
berechnen. Zu diesem Zwecke variieren wir die Gleichungen (7), wo- 
durch kommt: 
@-a)dp + y—y)dga—dz—pdr— göiy-— ol +PF+) 


P,6p + dg=0, 
26* 
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und durch Auflösung: 








sy Eee 

pP In®@-2)-nW-Y) or 
1 | >: 

ge r,4+P’+q%) 26 


41a —%)— 9, Y—Yı) 
oder nach Wegschaffung der Größen p, und g;: 


g zZ (2 —- u +P@— 2)), 











1 2 2 
= +p -_ Y„-yt+tga@-— 32)). 
Wir setzen: 
y-yzıre— 3%), 
woraus: 
Sm ech are. q u 
1 ı ra VILELIoteN Ya’ 


und führen darnach diese Werte in die Ausdrücke der Größen P und 
Q ein, wodurch kommt: 








p_- _AtrtDArpripn [290 
ay4d 

0 dA+P+N@ HAHN 
ayd ? 


Hiermit sind die Inkremente: 











ö2= op, öy=9g, b=—9, 
ARE HP’ Hip 
(8) op=—o aya ’ 
ar dm IN Ppg LAT 
nn zer ayd 4 


welche die Größen x, y, z, p, g durch den Übergang von der Fläche F 
zu einer benachbarten Fläche F, erhalten, bestimmt. Wie man sieht, 
sind diese Inkremente Funktionen von &, y, 2, p, q, 4 und og. Die Größen 
) und o sind selbst gewissen Differentialrelationen, die wir später be- 
stimmen, unterworfen. 

6. Aus den obenstehenden Entwickelungen läßt sich nun leicht 
schließen, daß man durch wiederholte Anwendung von Bianchis 
Operation auf eine beliebige vorgelegte Fläche konstanter Krümmung 
immer jedenfalls o0° Flächen konstanter Krümmung herleiten kann. 

Die soeben bestimmte infinitesimale Transformation der Flächen- 
elemente x, y, 2, ?, q zerlegt sich nämlich wegen des unbestimmten 


Vorzeichens der Größe YA in die beiden: 
0) da=op, dy=og, de=—o, dp=dg—0 


’ 
| 
| 
| 
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und: 
dc=ödy=dz=0, 
ER De Ai 2 a de 2 Ask, 
öp= nr (1+p°’-+Apg), dq = (pg+A+M. 


Die letztgeschriebene Transformation aber liefert wegen des unbe- [291 
stimmten Parameters A die beiden infinitesimalen Transformationen: 


da=dy=dz—=(, 
(10) _Zelt+tP+®) N BEBRDE 1ida 0 nal 
a Fr 
und: 
oga=ödy=dz—(, 
(11) —el+e+N,, ei +p°’+ 9%) 
don = 2 dgy=— 3), 
p 7 pq, q eG (E10) 
Vermöge der infinitesimalen Transformation (8) erhält 
daher ein beliebiges Flächenelement z, y,2,P,q drei wesent- 
lich verschiedene benachbarte Lagen, die durch die drei Glei- 
chungssysteme (9), (10) und (11) in einfachster Weise bestimmt sind. 
Um den Inbegriff aller Lagen, die ein Element durch unendlich- 
malige Wiederholung dieser Operation erhalten kann, zu bestimmen, 
bilden wir nach den gewöhnlichen Regeln die drei Gleichungen: 


d d d 
ANn-n3+ En 5! - 


d d 
Bf) +P) Fr +24 4 — 0 
d d 
Wr) pg nr 072) a 0. 
Da die Determinante: 


ee ET 
p rg 
gleich Null gesetzt, keine Fläche konstanter Krümmung liefert, so kön- 


nen wir statt der beiden Gleichungen: &,f=0, &f=0 die äqui- 
valenten: 








—1 +P'+ q°, 


d d 
Wiesn Mu nn 0 


setzen. Wir bilden die Gleichungen: [292 
d 
we, N) Be ALM; N) Pa sc 0, 


WLAN) - AlMN)- z = 
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Hierdurch erhalten wir fünf unabhängige Gleichungen: 
d d d d d 
En 0 u =, 0, 
die keine gemeinsame Lösung besitzen. 

Daher wird ein Flächenelement, das die Gleichung 
1+p°+g?=0 nicht befriedigt, durch unendlichmalige Wieder- 
holung unserer infinitesimalen Transformation successiv in 
alle anderen Flächenelemente übergeführt. 

Aus einer vorgelegten Fläche konstanter Krümmung erhält man 
daher durch unendlichmalige Wiederholung unserer infinitesimalen Trans- 
formation jedenfalls so viele Flächen konstanter Krümmung, daß ihr In- 
begriff keine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


va, y,2,p,q) = 0 
befriedigt; anders ausgesprochen: man erhält jedenfalls 0° verschiedene 
Flächen konstanter Krümmung. Hierbei ist jedoch nicht ohne weiteres 


die Möglichkeit ausgeschlossen, daß diese oo® Flächen entweder sämt- 
lich oder auch teilweise kongruent sind. 


$ 3. Inkremente der Differentialquotienten zweiter Ordnung. [293 


7. Bei der unendlichdeutigen infinitesimalen Transformation: 


da=op, dy=og, 92=—9 
ns er +) (1+p tpad sc Phi +) Etat» 
p= q 
ayd ayd 
werden nicht allein die Größen x, y, z, p, q, sondern zugleich die Diffe- 
rentialquotienten zweiter und höherer Ordnung transformiert. Wir be- 
stimmen jetzt die betreffenden Inkremente der Differentialquotienten 
zweiter Ordnung, die wir wie gewöhnlich mit r, s, # bezeichnen. 
Zunächst entwickeln wir gewisse Differentialrelationen, denen die 
Größen o und A, die wir als Funktionen von x und ? y betrachten können, 
genügen. 
Durch Variation der Gleichung: 








dz— pdxz — qdy = 
kommt: 
ö(dz — pdz — qdy) = 0 
oder: 
d(ıö2) — dp.dx — öqg.dy— pd(dx) — gd(öy) = 


welche letzte Gleichung sich in die beiden: 
Pi ie EN) _ og, d(ö2) a0) _ UN 


dx —E dx dx dy dy dy 
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zerlegt. Hier _ wir die Werte der Größen dx, ..., ög ein: 





d d 
r, oP+p ge = sg: 

woraus: 

(1 EN EIAEN [294 
(11a) s £ 

Bart ne pe 

1+P+°T, ps — dt. 
Diese Gleichungen bestimmen die Differentialquotienten von o hinsicht- 
lich x und y. 


8. Sodann betrachten wir die Gleichung: 
d2, — pda — day, 
in der wir 2,, 2,, y, als Funktionen von x, y und A, und außerdem 4 
als Funktion von x und y betrachten. Hierdurch erhalten wir die beiden 
Gleichungen: 











nt DE intra 
Sl ds _, da dy\dı ob Pi dy, 

ee a )ay” Ey tg Fa Gy- 
Nun aber geben die Gleichungen: 

Allan, WBENE upailt , et Andi VRR and nn 

ra p+a YVit@LptaN Ya 

durch Auflösung die Werte: 

2-1 — ya’ yon en 


vermöge deren wir die Differentialquotienten von &,, Y,, 2, hinsichtlich 
%, y und A berechnen können. Die hervorgehenden Ausdrücke setzen 
wir in die erste Gleichung (12) ein, wodurch kommt: 


€ -D_aA+tPHtahN (A —ptig rer = 




















v4 4yd de 
ER ar+is) am —p+%q — 9) BraNrHR) 
Bwepr Va 7 aya 
Nun aber ist nach (1): 
_ .A+P+MW—Y) _(A+P+ N 
ATPT am DW—y) gm > [295 
q id een m _ 1+p’+q 
: 1@—&)—-Ppy—y) api_ 


also kommt: 
13) HP +)d Adtp+gM art) 
E19) (—pmya de um + v3 
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Eine analoge Rechnung gibt: 
_ ur rNa _ _1itP+tg , acHM) 
(14) —-pmya 4 ip rt OT, 
Diese beiden Gleichungen bestimmen die Differentialquotienten von A 
hinsichtlich x und y. 
9. Jetzt ist es möglich, die Inkremente ör, ds, dt zu berechnen. 
Zu diesem Zwecke variieren wir die Gleichung: 


dp=rdx + sdy, 





wodurch kommt: 

ö(dp) = ördx + ösdy + rö(de) + sö(dy) 
oder: 

d(dp) = drdz + ösdy + rd(dx) + sd(dy), 
welche Gleichung sich in die beiden folgenden zerlegt: 
dp) _ „Aa) _ „d(y) 











(15) = dx dz de 
35 d0n) _ „A0a) _ „aoy) 
dy dy day" 


Indem wir in die erste dieser Gleichungen die Werte der Größen öp, 
öx, öy eintragen, finden wir den folgenden Wert: 


dp dPdiı 
rel + Fran an ta. P-Ppr—g9) 


oder: 








I nu ee Mile 
ad (P—pr—gs) PR mer +? BEP FRE [296 
aP(_AyAd_(r+is)ga—pM 
+5(- "a TırrFrQ )-r- 8. 
Setzen wir: 
ör= R + md I+p+ go, 


so wird, wie man durch Ausführung findet: 
oR=—- (l+Mr?+2pqars—2(1+P)?+ (1+prt, 
R,= —p@+3p’+ )r — 2g(1+p°)s, 
BRB=-gl+3pP+q)r— 2pq°s. 
Indem wir darnach die Werte der Größen 4% p, dx, dy in die letzte 


Gleichung (15) a finden wir: 


dp dP da de 
8s-e(7, +7, + At Bro) 
oder: 
1 = (—Q—ps—at) , dP dP 
ur m m u 
ap(yd4_ (W- PH 2) | 
ae — 18 — st. 


@ 
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Setzen wir: +28, 
Al =S,+- 
so wird: 
8, =—- (l+M)rs— (1L+pP)st + 2pgrt, 
„= prqar —2pos— q(l + PP)t, 
S,=—p(l+qQ)r — 2g0s — pq't. 


Indem man durch analoge Rechnungen den Wert von dt sucht, 
kommt: 


3, AT, 
G-T + [297 
und: 
oT, = —- 21 + Ms" +2pgt- +++ rt, 
T, = — 2pgqs—p(l+pP+3P)t, 
T,= pl +M)s-adE+P+3Nt. 


10. Bei unserer infinitesimalen Transformation erhalten daher 
die Größen z, x, 9, p, 9 r, 5, t die folgenden Inkremente: 


öz= op, dy=og, 02=—9, 











z.Jett+r' +pgl) = it Lies + N. 
9p ge dq a 
Sr B+ut, 29-8, abge n uiatit 


aya Ve um a a 
so daß jedes Wertsystem (x, ..., £) wegen des Parameters A und des 


unbestimmten Vorzeichens der Größe Vf drei benachbarte, wesentlich 
verschiedene Lagen erhält. Um sämtliche Wertsysteme (x, ..., t) zu 
bestimmen, in welche ein beliebig gewähltes durch unendlichmalige 
Wiederholung unserer Transformation übergeführt wird, bilden wir die 
drei Gleichungen: 


d 
2) = pt - Rn +K Bee ” =0, 


d d d d 
Wf=-o(l+ mg, - opg 7 HRG H+HS GEHE 


d d d d 
Wi=--op lH NE HR traut 


und suchen das entsprechende vollständige System. 
Um die Rechnungen zu ass bilden wir die Ausdrücke: 


2q we W,f=o HRG ut + u% Ar, [298 


Wr + AWwf=-o + Bl 188 aD Br 
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in denen die Größen R,,..., 7, die folgenden verhältnismäßig einfachen 
Werte: 


R,= ar, S,=pr +2gs, T, = 2ps + 3gt, 
R,=3pr +2g95s, 8, = 2ps+gt, T, = pt 
besitzen. Also wird: 
Af=0%+ LT L(pr + 295) &f + (2ps + 3%, 
Bare mee a5 + pi. 


Nach den gewöhnlichen Regeln bilden wir den Ausdruck: A(Bf)) — 
— B(A(f)) und finden so die Gleichung: 
AB) — BANN) + 2pA(f) — ma Df- 


d 
-Ru+sl4n, En 


wo: 
BR=—  2pgar +2(1+pd)s, 
=. dJa08 +1+ Pt, 
LT» —2(1+qQ)s+ 2pgt 


ist. Der hiermit gefundene Ausdruck Df ist, wie man sieht, unab- 
hängig von den drei Ausdrücken: 2f, Af und Bf. 

Jetzt bilden wir die Ausdrücke: A(&(N)) — LAN), BIRAN) — 
— 2(B(f)) und finden so die Relationen: 


AAN-LAN) - AN) -— vater 


BAN) — ABO) Pa) = (+0) L- nnd FF, 


womit wiederum zwei neue, von den früheren unabhängige Aus- [299 
drücke gefunden sind. Ferner ist: 


A(EN)- EAh)=-o(-r% a) 
B(FW) - FBN)=o(- 4 1% + +). 
AFN)-FAN)-o( 24 2): 


BEN) — EBN) = o (- a5: +27), 
und die vier letzten Ausdrücke sind äquivalent mit den drei: 


ar ar ar 
dz’ dy’ ds 
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Infolgedessen kann 2(f) auf die Form: 
‚ 'd 
Sr BtsgtT 


reduziert werden. Es fragt sich nun nur?) noch, ob die beiden Aus- 
drücke 2’f und: 


df df 
D (f)= + 875 ds T T 6 dt 
unabhängig sind, das heißt, ob die Determinante R,S, — R,S, vermöge 
der Gleichung s®— rt = w*: a? identisch verschwindet oder nicht. Durch 
Ausführung kommt: 


RS— RS, =-U- 


- (+ Mr Apgl+Mrs+4l+P)U+P)+2(-o+PPPrt- 
-yl+M)t+l+ PR), 


und dabei verifiziert man leicht, daß die beiden Gleichungen: 
2 rt, U=-0 300 


in allgemeinster Weise durch die Serretschen (imaginären) Linien- 
flächen konstanter Krümmung, die den Kugelkreis enthalten, befriedigt 
werden. 

Dureh unendlichmalige Wiederholung unserer Trans- 
formation deriviert man daher aus jeder Fläche konstanter 
Krümmung, die keine (imaginäre) Regelfläche ist, jedenfalls 
so viele neue Flächen konstanter Krümmung, daß ihr Inbe- 
griff keine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
außer der Gleichung ®— rt=o?:a? befriedigt. Man erhält 
daher jedenfalls ©° neue Flächen. 


8 4. Die Transformation der Differentialquotienten dritter Ordnung. 


11. Indem ich nun ganz wie im vorangehenden Paragraphen weiter- 
gegangen bin, habe ich nachgewiesen, daß die aus einer vorgelegten 
Fläche konstanfer Krümmung derivierten Flächen keine partielle Dif- 
ferentialgleichung dritter und auch keine vierter Ordnung befriedigen. 
Das erste unter diesen Resultaten werde ich in diesem Paragraphen 
begründen; das letzte verlangt so ausführliche Rechnungen, daß ich 
seine Begründung auf eine andere Gelegenheit verschieben muß. In- 








1) Es darf nicht vergessen werden, daß r, s, t durch die Gleichung ®’ — rt = 
— o?:a®? verknüpft sind. Es ist in der Tat nur, um die Formeln zu vereinfachen, 
daß wir alle drei Größen r, s, t behalten. 
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zwischen gelingt es mir hoffentlich, meine Methoden so weit zu ver- 
bessern, daß ich nicht allein den genannten Satz, sondern zugleich 
weitergehende Sätze beweisen kann. 

Die Differentialquotienten dritter Ordnung von z hinsichtlich x 
und y mögen mit «, ß, y und Ö bezeichnet werden. Es ist: 


dr = uadx + Bdy, . Ba 
woraus durch Variation 
dör = dadz + ößdy-+ addz + Bddy 











und: 
_ den) eh d(öy) 
er age 
6 — en - „den —° a. 
In die erste dieser a setzen wir die Werte: 
BetiR, 
er ui 8 Em 
dx=op, dy=og, a aVd 
ein; dies gibt, wenn wir überhaupt: 
daU _ dU aU daU dU daU 
we Ha Ir a EZ 
au au daU 
trat tt hter +0 -|% 


setzen, die ee 
AR, En | 
= 


vzlla | 
1.de R,+iR, 
a Br pa —aßl + 








2. era 





_@+WErHIAB+ eo. 
A 






































| RB _BR+AR)A+aPptam)) 
dx| ayAa adsyd Se 
wo wir die früher gefundenen Werte von a2 und einführen müssen: 
[302 
ee dR,| _ PHtaMrHISR, HAIR) _ 
Er de 4 | 
Ss IrP pr pro an R,+AR, 
— (Ar Bs+( ayd + Pr )R: p« aß + ayd )+ 
ee y4 | RB _(BR+AR,) a 
Da Der © ayd adyd 
Setzen wir nun: 
da A, + tie 


aya a 
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so kommt durch Ausführung: 





A| Be + ER +Da Haß) + 


dx 








+14) B—pa-gp)-PIeRn—UR, 





8 2 
4, = A + pa(k, pa) - En, PIRn, 


Durch ganz analoge Rechnungen erhält man Formeln zur Berechnung 
der Inkremente Öß, öy und ÖÖ: 
0,+10, 


B,42B, 1 D,+1D, 
7 #,-dy = 2 ‚90 =D, 
= Ar er ne ayd 10 ayd 
12. Man erkennt in dieser Weise, daß jedes Wertsystem x, y, 2, P, 9, 
r, 5, t, a, ß, y, © drei wesentlich verschiedene benachbarte Lagen er- 
hält. Anders ausgesprochen: man findet drei unabhängige infinitesi- 
male Transformationen der besprochenen Wertsysteme, nämlich: 


ar +. + Ag + + Digg, 008 
d d 
Wf=-ol+m)g, - vice Er he 
d 
Wi=- org) rar... +D,55 


Um die Formeln zu vereinfachen, ersetzen wir W,f und W,f durch 
die äquivalenten Ausdrücke: 


a4- #wf-"TEwWf-o trat. on 


rs 


Indem man die Größen A,, By, :-:., Ay - : . D, berechnet, findet 
man die folgenden verhältnismäßig einfachen Werte: 








4A,= q« AT rs 

B, = pa+2gp + T%r u ER Eh 
go dp te ine EN un 

D,=3 RHEHERTEN OR 224; MlakeichRd} ai Acta 
4, = apa + 3gp ‚St erte ee en 
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B,—5pßB + 29y + rs My Et, 


20 


Q, = 2pr + Ben 2+ rt, 


DD BL 


Wir bilden den Ausdruck: A(B(f)) — B(A(f)) und finden so eine [304 
Relation der Form: 


AB) — BA) + 2pA(f) — 2qB(f) = Df= 


d d 
Ra. 4a 4. od 


wo: 

A=— Bpge+3(1+p?)ß —3qr’+3prs, 
B=—(l+g)a—  paß+2(l+p)y —dgrs+2ps’+prt, 
(= 201) B+  Ppay+(l+pP)ö+3pst—2g8’+grt, 
D,= —3(1+4q9)y+ 3pgd —gst+3p®. 


Darnach bilden wir die Ausdrücke: 
L(f) = A(Dif)) — DAN) -aDrf, 
M(f) = B(D(f) - DB) —-pDr, 


welche die folgende Form erhalten: 
Lf)=4 een +0 AD, 
M(f)= 4 + Bast 6 + DiG5 


und dabei genügt es, die Werte der Größen A,, B,, Ag, D,; zu be- 
rechnen. Es ist: 3 

oA, = (0 + 3pPq?)r? — 6pg(L + PP)rs +41 + Ps? — (+ PP)rt, 
oB, =2(1 +pP’st—3pg(l +PYrt+ Pal + m, 

oA; = (20 + 6pPg*)rs — 3pa(ll + r’—4pal+ PP)’ +ral+P?)rt 
oB, = (o +3pP!)rt — 2pga 1 + P)st— 1+ Pr“. 


Es muß entschieden werden, ob Lf und Mf unabhängig sind. Hierzu 
genügt es, die Determinante 


A, B: 
A 
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zu berechnen. Durch Ausführung kommt: [305 
D=orU-= 
= or I+Mr+Apgl+Mrs—-4U+P ++ 
+ (20 — 2p’g?)rt — (1 + PP)? + 4pall + PP)st}, 


wo wiederum die Gleichungen: 


in allgemeinster Weise durch die Serretschen imaginären Regelflächen 
konstanter Krümmung befriedigt werden. Also sind Lf und Mf un- 
abhängig, und daher erkennt man, indem man genau wie im voran- 
gehenden Paragraphen verfährt, daß die Gleichungen: 


&UN=0, AN=0, Bi) 


ein vollständiges System in den Variabeln ,%,y,»2,4,r,st«, ß, 
y, ö6 bestimmen, das keine gemeinsame Lösung besitzt. 

Die aus einer Fläche konstanter Krümmung derivierten 
Flächen konstanter Krümmung befriedigen daher keine par- 
tielle Differentialgleichung dritter Ordnung. 

13. Wie früher gesagt, habe ich durch ganz analoge Rechnungen 
nachgewiesen, daß die derivierten Flächen auch keine partielle Differen- 
tialgleichung vierter Ordnung befriedigen. 

Infolgedessen können aus einer vorgelegten Fläche kon- 
stanter Krümmung mit bekannten geodätischen Kurven jeden- 
falls 00° derartige Flächen vermöge Quadratur deriviert wer- 
den. Auf den neuen Flächen können die geodätischen Kurven 
immer angegeben werden. 

Hier bemerke ich noch Folgendes: 

Bei Bianchis Transformation sind nicht allein Krümmungslinien 
und Haupttangentenkurven invariante Kurven, sondern gleichzeitig [306 
bleibt die Bogenlänge der Haupttangentenkurven invariant. 

Zu bemerken ist zugleich, daß unsere Transformation jede Raum- 
kurve mit konstantem Torsionsradius in eine ebensolche Kurve, die 
überdies dieselbe Bogenlänge besitzt, überführt. 


April ,1880. 
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XXVlIlla. 


Selbstanzeigen von XXVIII. 


1. Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques Bd. XVI (II. Ser. Bd. V), 
2. Abt., S. 81—82. Paris, Mai 1881. 


Combinons les quatre &quations 
@-2)’+ W-W’+@-a)-a 
pr — 2) +qaW-Y) -k@-2) =0 
n@—-2%) +4 WU) -@-34) =0 
pp, ta +1=0 


(1) 


avec les @quations 
(2) 2=f(a,y), DT az any: 


concevons qu’entre ces @quations on ait &limine x, y, 2,9, q et que 
’on se propose de determiner, aux moyen des deux &quations resul- 
tantes, les quantites p, et g, en fonction de z,, %,, 2), de telle maniere 
que l’equation 

(3) dz, — pda, — qdy, = 0 


». * integrable. On trouve que, pour cela, il faut et il suffit que 
"* gatisfasse A l’&quation aux derivees partielles 


(4) dor ar Sue eh 


et que, par suite, la surface z= f ait une courbure eonstante. Les 
surfaces, en nombre simplement infini, [82 


a = fh, 9,0), 


obtenues par lintegration de (3), ont alors aussi.une eourbure con- 
stante. D’apres Bianchi, lintegration de (3) peut toujours s’effectuer 
par une quadrature, lorsque les lignes geodesiques de la surface de 
courbure constante proposee z= f ont 6t& determindes, et, suivant une 
remarque de l’auteur, on peut ensuite obtenir &galement par une qua- 
drature les lignes geodesiques des surfaces 2, — h(&,%ı,a).. En con- 
sequence, la transformation (1) peut &tre appliquee de nouveau aux 
surfaces 2, = f(&,,%,,@), ce qui donne oo? surfaces de courbure con- 
stante 2, = fy(2,, Y,, a, b), et ainsi de suite. 

Iei se pose l’interessante question de savoir combien de surfaces de 
courbure constante diff&rentes pourront, de cette maniere, &tre deduites 
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d’une seule surface de cette espece 2=f en repetant ä l’infini la 
transformation (1). 

Par des caleuls assez longs, on demontre que l’ensemmble des sur- 
faces derivdes ne satisfait jamais & aucune &quation aux derivees par- 
tielles du premier, du deuxieme, du troisieme ou du quatrieme ordre, 


autre que l’&quation (4). 


2. F. d. M., Bd. XII, Jahrg. 1880, 8. 576—577. Berlin 1882. 


Man kannte lange keine anderen speziellen Flächen konstanter 
Krümmung als die betreffenden Rotations- und Schraubenflächen. Dann 
zeigte Enneper (Göttinger Nachrichten 1868), daß es eine Familie 
von Flächen konstanter Krümmung gäbe, deren Krümmungslinien des 
einen oder beider Systeme eben oder sphärisch sind, und gleichzeitig 
gab er eine Bestimmung dieser interessanten Flächen. 

Einen wichtigen neuen Fortschritt in dieser Theorie leitet Bian- 
chi (Ricerche sulle superficie a curvatura costante, Pisa 1879) her 
aus Weingartens berühmtem Satze über die Zenterflächen aller Flä- 
chen, deren Krümmungsradien durch eine Relation verknüpft sind. 
Jede Fläche F konstanter Krümmung läßt sich nämlich auf einfach 
unendlich viele Weisen auffassen als die eine Schale der Zenterfläche 
einer Fläche, deren Krümmungsradien konstante Differenz haben. Dabei 
hat die zweite Schale ®, der Zenterfläche ebenfalls konstante Krümmung. 

Aus einer vorgelegten Fläche F' konstanter Krümmung leitet da- 
her Bianchi einfach unendlich viele neue derartige Flächen ®, ab, 
deren endliche Gleichung aufgestellt werden kann, wenn die geodä- 
tischen Kurven der Fläche F' bekannt sind. Hierzu fügte der Verfasser 
in einer früheren Arbeit!) (s. F. d. M. XI, 1879, 5.530?) die wichtige [577 
Bemerkung, daß, wenn die geodätischen Kurven der Fläche F' gegeben 
sind, nicht allein die Flächen ®,, sondern gleichzeitig auch die geo- 
dätischen Kurven jeder Fläche ®, gefunden werden können. Infolge- 
dessen kann man dieselbe Operation auf jede Fläche ®, anwenden und 
dadurch zweifach unendlich viele Flächen konstanter Krümmung ®, 
bestimmen, gleichzeitig aber auch ihre geodätischen Kurven durch 
Quadratur finden, usw. 

Durch n-fache Wiederholung der betreffenden Operation findet 
man daher eine Fläche ®, konstanter Krümmung, deren Gleichung n 
Parameter enthält. Hier ergibt sich nun die wichtige Frage, ob diese 
Parameter sämtlich wesentlich sind, oder ob möglicherweise ihre An- 


1) [Hier Nr. XXVI, $. 387—391.] 
2) [Diese Selbstanzeige findet man hier als Nr. XXVla, S. 392f.] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 27 
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zahl erniedrigt werden kann. In der vorliegenden Arbeit wird diese 
schwierige Frage behandelt, aber nicht allgemein erledigt. Es wird 
gezeigt, daß die » Parameter jedenfalls unabhängig sind, wenn die 
Zahl %» nicht größer als neun ist. 

Bianchi hat selbst seine Operation einmal auf die Pseudosphäre 
angewandt. Die hierdurch gefundenen Flächen konstanter Krümmung 
haben indes eine Schar ebener und eine Schar sphärischer Krümmungs- 
linien und sind daher spezielle Fälle der Enneperschen Flächen. 
Wendet man dieselbe Operation noch einmal auf die gefundenen Flä- 
chen an, so erhält man ebenfalls Ennepersche Flächen, für welche 
die Krümmungslinien der einen Schar sphärisch sind, während die der 
zweiten Schar auf gewissen algebraischen Flächen liegen, usw. Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens findet man beliebig viele Flächen kon- 
stanter Krümmung, die früher nicht bekannt waren. 


XXIX. 
Geometriske Meddelelser. (Geometrische Mitteilungen.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 
Christ. Forh., Aar 1880, Oversigt S. 8—9 und $. 10. Christiania 1881. 


0 
Allgemeine Sitzung vom 3. Mai 1880. Oversigt S. 8, Z.3 v. u. bis 8. 9, Z. 16. 


Lie legte folgende Mitteilung vor: 


Kennt man eine Fläche konstanter Krümmung sk mit deren 
geodätischen Kurven, so kann man, wie ich schon früher bewiesen 
habe, durch re Quadraturen so viele Flächen konstanter [9 
Krümmung bestimmen, wie man will. Hier stellt sich nun die funda- 
mentale Frage, ob man auf diese Weise das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung: 

(1) rt !=— Sh 


aus einer bekannten Integralfläche ableiten kann; anders ausgedrückt, 
ob der Inbegriff der abgeleiteten Integralflächen irgend eine andere 
Differentialgleichung befriedigt als (1). 

Durch ziemlich lange Rechnungen ist es mir gelungen, zu be- 
weisen, daß die abgeleiteten Flächen jedenfalls keine partielle Differen- 
tialgleichung erster, zweiter oder dritter Ordnung befriedigen; und ich 
habe Grund, es als sicher anzusehen, daß sie überhaupt keine Diffe- 
rentialgleichung m-ter Ordnung befriedigen. Ich behalte mir eine 
nähere Diskussion dieser Frage vor, die anscheinend von großer Be- 
deutung ist nicht bloß für Gleichung (1), sondern überhaupt für die 
Lehre von den partiellen Differentialgleichungen. 


2. 
Allgemeine Sitzung vom 17. September 1880. Oversigt 8. 10, Z. 10—25. 


Lie legte folgende Mitteilung vor, die er am 2. Juli der Gesell- 
schaft schriftlich übersandt hatte: 


a) Wendet man Bianchis Operation auf eine gegebene Fläche 
konstanter Krümmung an, so können die geodätischen Kurven der ab- 
27* 
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geleiteten Flächen durch Quadratur bestimmt werden. Deshalb kann 
dieselbe Operation von neuem auf die gefundenen Flächen angewandt 
werden, wie ich bereits früher angegeben habe. 


b) Die Flächen, die dadurch abgeleitet werden, daß man die be- 
sprochene Operation unendlich oft wiederholt, befriedigen keine andere 
Differentialgleichung als: 

a, . en SER 

Somit kann das allgemeine Integral der zuletzt genann- 
ten Gleichung durch wiederholte Quadraturen gefunden 
werden. 


c) Da man alle Flächen kennt, deren Krümmungslinien sphärisch 
sind, so findet man durch Anwendung einer bekannten Transformation 
alle Flächen, deren Haupttangentenkurven linearen Komplexen ange- 
hören. 


XXX, 
Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung. [328 


IV. Bestimmmung aller Flächen konstanter Krümmung 
durch successive Quadraturen. 


Von SoPpHvs Lie. 
Arch. for Math., Bd. V, Heft 3, S. 328—358. Kristiania 1880. 


Wenn man auf eine vorgelegte Fläche konstanter Krümmung mit 
bekannten geodätischen Kurven Bianchis Operation anwendet, so er- 
hält man oo! neue Flächen konstanter Krümmung, deren geodätische 
Kurven nach mir durch Quadratur bestimmt werden können. Daher 
kann jene Operation wiederum auf die neuen Flächen angewandt werden. 
In meiner letzten Note behandelte ich die Frage, ob diejenigen Flä- 
chen, die man durch unendlichmalige Wiederholung aus einer. vor- 
gelegten Fläche konstanter Krümmung deriviert, außer der Gleichung: 


(1) ar Er hg 
a 


noch weitere partielle Differentialgleichungen befriedigen. Durch ziem- 
lich umständliche Rechnungen fand ich, daß die derivierten Flächen 
jedenfalls keine neue Gleichung von [der] ersten, zweiten, dritten oder 
vierten Ordnung befriedigen. In meiner jetzigen Arbeit beweise ich 
durch verhältnismäßig einfache Betrachtungen, daß die derivierten Flä- 
chen gar keine weitere Gleichung als (1) befriedigen und daß sie [329 
somit das allgemeine Integral von (1) darstellen. In dieser Weise 
gelingt es daher, alle Flächen konstanter Krümmung durch suc- 
cessive Quadraturen zu bestimmen.!) 


$ 1. Transformation von Kurven konstanter Torsion. 
1. Die unendlichdeutige Transformation: 
@-2”’+9W-y° +@-2)= 0, 
P@— a) +aW-Y) -@-2)=0, 
n„.@—%) +t4W-Y)-@-2)=0, 
PP, F qq pe 32 =( 


1) Ich betrachte die folgende Note nur als eine vorläufige Redaktion meiner 
wichtigen Resultate. 





(2) 
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ordnet, wie wir sahen, jedem Flächenelemente x, y, z, p, q 00! Elemente 
X *:-,; Q, zu. Hierbei liefern die oo? Flächenelemente einer Fläche 
00° Elemente, die sich nur dann zu oo! Flächen zusammenfassen lassen, 
wenn die vorgelegte Fläche konstante Krümmung besitzt. 

Es ist indes möglich, die Transformation (2) in etwas anderer 
Weise aufzufassen. Ich nehme oo! Flächenelemente, unter denen jedes- 
mal zwei konsekutive die Gleichung: 

dz— pdze— qdy=0 
befriedigen; den Inbegriff dieser oo! Elemente nenne ich wie gewöhn- 
lieh einen Flächenstreifen. Bei der Transformation liefern die oo! Ele- 
mente eines solchen Streifens 00? Elemente, die sich eo ipso immer 
zu oo! Flächenstreifen zusammenfassen lassen. Bei der Transforma- 
tion (2) geht daher ein Flächenstreifen immer in oo! Streifen 
über. 

Die Punkte aller Flächenelemente eines Streifens bilden eine [330 
Kurve C, während die Ebenen dieser Elemente eine Developpable um- 
hüllen. Setzen wir insbesondere voraus, daß diese Ebenen Oskulations- 
ebenen der Kurve Ü sind, so werden die Ebenen der transformierten 
Flächenelemente im allgemeinen nicht Oskulationsebenen der transfor- 
mierten Kurven sein. Dies tritt jedoch ein, wenn Ü eine Kurve kon- 
stanter Torsion ist, und in diesem Falle haben die transformierten 
Kurven ebenfalls konstante Torsion, wie jetzt gezeigt werden soll. 


2. Setzen wir der Kürze wegen: 

| aa -2)-2PpYW—-M)=N, 

8) 41 —-%)-mYy—-Y)=Nıi 
lH + ?=-o.ı+nt4=o, 

2-5 Yayım nn 2a, 


so findet man leicht die folgenden Formeln: 

















A-P-T 4-4--*,. 
_ pdtiteaNn 
2,” N ’ 
_ og 
(4) ‘ Peer DE 
NN =-a, 

2 Mr, 
E+ni-T, n+9a- 7 


3. Sei jetzt vorgelegt eine Kurve konstanter Torsion: 


(5) da=-dg, dy=— dp, de= -(pdg — gdp); 
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in diesen Serretschen Formeln ist r eine Konstante'), x, y, 2 sind die 
Cartesischen Koordinaten der Punkte unserer Kurve, p und q sind [331 
Bestimmungsstücke der Oskulationsebenen der Kurve. Auf diese Kurve 
wenden wir im früher definierten Sinne die Transformation (2) an. 
Um die transformierten Kurven (oder Streifen) zu finden, bilden 
wir die Gleichungen: 
dpa —- a) +49 -W-@-2)=0, 


A((® 2 2) no: (Yy SE yı) er 2)°) =() 
oder: 


(© — 2,)dp + (y- y)da—(p —r)daz - a -m)dyı =d, 
(E+rhdr+ (n+ ad)dy — (& +p,Hax, — (+ day, =0, 


woraus durch Benutzung von (4) und (5): 


& 
— da, + yayı = "dr — .dy, 
(6) q p I Pı 
Wir bilden ferner die Gleichungen: 
dpa - Dry - W-R- ))=d, 
d(ppr, +94 +2 =(, 


&dp, + ndq, = (p — 9,)d% * (q = q)dy, 
pdp, + adq, = — mdp — 49, 


oder: 


_ woraus wegen (4), (5): 
Edp, + nd = — Zr da En N dy, 


pdp, + qdq, = — "dx + 9" dy, 


oder: , er 
— A u ı- de —2dı 
o EN 
m A; a A den. 
und also folgt durch Vergleichung von (6) und (7): [332 
Yan +say na Hg Soeh, 
Lan -Ziy- um tr um 





1) Ist r reell, so ist die Kurve reell. Je nachdem r positiv oder negativ ist, 
wird die Kurve rechts- oder linksdrehend. 
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oder durch Benutzung der Gleichung NN, = —.a?: 
N? N? 
(da, +, 44) + &(dyı +, dp) = 0, 


a(— da, + 22.44) + r(ay, + ap) 0. 


[0] 


4. Setzen wir nun insbesondere voraus, daß r = ist, so nehmen 
die beiden letzten Gleichungen die Form an: 


n(- da, + 2 dq,) + &(ay, + dp.) =) 


a(— da, + a dq,) + p(ay, + ap, u 


woraus folgt: 


Bf N 
da, = =, IN, day, ae 2 
Nun aber ist, wie man leicht verifiziert: 
zen , 
a Pr 


und also kommt schließlich: 
dy = .dg, dy=- dp, da=-(pdq — ndp))- 
1 1 1 


Diese Gleichungen zeigen einerseits, daß die transformierten 
Kurven ebenfalls konstante Torsion besitzen, andererseits, 
daß die Ebenen der transformierten Flächenelemente Osku- 
lationsebenen der transformierten Kurven sind.!) 


5. Bei der besprochenen Transformation einer Kurve von kon- [333 
stanter Torsion bleibt die Bogenlänge invariant, wie jetzt gezeigt 


werden soll. 
Es ist 


@—-2)da—-2)+YW- WIYy-W)+@—E)d@-2)=0, 
@a)dp + y—-y)da+pda—- a) +gdy—-y)—- de 2)=0, 
woraus wegen (5), wenn überdies die Gleichungen: da pdz— gdy=0, 
dz, — p,dz, — q,dy, = 0 benutzt werden: 
|"? ax — 2 ay=(p -p)da, + (a 9)dy,, 


(8) 
| Ede +ndy+&dz= Ede, + ndy, + da, 


1) Hierin liegt ein neuer und einfacher Beweis des Satzes, daß Flächen 
konstanter Krümmung in ebensolche Flächen übergehen. 
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wozu wir noch die beiden Relationen: 
0 | de —pde - gqdy=0, 
0) dz, — pda, — qudy, — 0 
fügen. 

Die vier letzten Gleichungen bestimmen die Differentiale dx, dy, 
dz als Funktionen von d«,, dy,, dz,. Setzen wir: 

a?dx = A,da, + B.dy, + C,dz,, 
(10) I — A,dx, + B,dy, + O.dz,, 
a@dz= A,dx, + B,dy, + Osdz,, 
so können die Größen A,, B,, C, wegen der Gleichung: 
dz, = pda, + qdyı 


in unendlich vielen Weisen gewählt werden; so z.B. könnten alle CO, 
gleich Null gesetzt werden. Wir wählen das Wertsystem: 


A,=#, B=$n+ab, G,=8&5—an; 
(11) 4=8n-al, B=n, Gg=n:+aß; 
A;=8&6+an, B,=$n-a$, Ge, 





das, wie man ziemlich leicht verifiziert, die Gleichungen (8), (9) iden- 
tisch befriedigt. 

' Zwischen den Koeffizienten A,, B,, C, bestehen, wie man [334 
durch Ausführung findet, die folgenden Relationen: 


A+4+4=a, AB+4B+4B I, 
(12) B+B+B-& BO+BG+BG=0, 
GH OR AHOHH OA—-0, 
aus denen die wichtige Gleichung: 
(13) da? +dP +d?=di+d +d 
hervorgeht. 


Die Bogenlänge einer jeden Kurve konstanter Torsion 
bleibt daher invariant bei der Transformation (2). 


6. Die A,, B,, 0, befriedigen, wie man leicht verifiziert, die fol- 
‚genden Relationen: 


| A&5+An+As=aft, 
(14) B&+Bn+Bi= an, 

| G8+0n+6G5=aRt. 

Überdies besteht wegen (8) die Gleichung: 


Edx + ndy + Edz = Edx, + ndy, + &dz, 
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und zugleich die Gleichung: 


15 Sdatndy+ide _ da, tndy, +8d2, 
(15) ayda!+dy! ds: aydat+dy: Ldz’ 














deren geometrischer Sinn ist, daß die beiden Tangenten (dx, dy, dz), 
(dx,, dy,, dz,) denselben Winkel » mit der Verbindungsgeraden 
der beiden Punkte (z, 9,2), (2,,%,, 2) bilden. 


7. Wir müssen jetzt den Krümmungsradius R, der transformierten 
Kurve als Funktion von dem Krümmungsradius R der vorgelegten [335 
Kurve und von dem soeben besprochenen Winkel » bestimmen. 

Bezeichnen wir die Bogenlängen unserer Kurven bezüglich mit s 
und s, und setzen dabei: 





BE: 0 Mala BR. m 
se ee), Te) 
day _y WM _y da, _ ge 
ds, 7 ds myıya FT ae 3 ’ 


so ist bekanntlich: 
4 „ 42} „ 1 „ „ „” 
ee ee 
Durch Berechnung kommt, indem man die Relationen (12): 
dB, Ir 
ZA + ZB, n => 
d 
SB r+ Sa ma=0, 


% d 
30,24 34-0 
berücksichtigt: 
at(a”? + ya + 2”?) Bar ala? + u: 4 2») + 


„ ’ ’ „ dB 
r 229 a Y)SI4, at « 
€ ZN, rn dc, 
+2 ya -YA)SB ar = 
„ ’ ’ „ dA: 
+2 -2) 30,7 or 


dA, da, iBı ed dQ; Se) 
+3 ds" ds t ds ds 





oder, wie wir zur Abkürzung schreiben: 


(16) 5-5 2X 4 M [336 
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Wir müssen die Glieder V und W berechnen. 
8. Durch Ausführung kommt: 


dB, ’ £ . 
an And + (Bin ady + Ganz, 
dB, 
u — Aynz, + (Ben — adn)yı + 0202, 
2 dB ‚ r # 
Sur — A,na, + (B;n — urö)y, + 03921; 


woraus: 
dB ‚ , 
Zu Er — 2a?!(n& — &Y,), 
und ebenso: 


= ’ (4 
2B7 —— — 2a’($y, — n2)) 


205 ii = 20:(65, — £ai), 
und also wird: 
aV/- na Ey) - N) + 
+ -na)HA- Yı 4)+ 
H 6 a), - 4%) 
-A-V tt tra ty taz) + 
Hyatt tt tn taz) +t 
+ - 2 + tm tra ty ta): 


woraus: 
V-— 20 +nyı + 82) 


vv _?# Satıy reis 
Ro aya’tyı +’ 
oder endlich durch Einführung des früher definierten Winkels v: [337 


oder: 








20°. 
V--7z em». 


9, Jetzt berechnen wir die Größe W. Es ist: 





: dA, 3 
Ah Bey, + 0,82], 
:dB, : ; 
= ds Be: 4,n2, * (B,n FR a?&) Yı a E Cn2,, 
a? dO, TER, 5 . 
erer 15 + Bey, + (05 - a?b)e,, 


woraus: 














a dA,d«, , dB ‚di 
tz; ds + Fri r En = 

= (A5-ed)2’+ Brady. +(G- ad)’ + 
+BE+AmMay +(Gn+BH9nA+(A5+ CH %. 
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In entsprechender Weise berechnet man die beiden anderen Größen, 
die in W auftreten. Hierdurch kommt: 


ıW=- rn te) tn + Eh) tat ytter 


oder: 
+W = a? — a? cos?v = a? sin? v 


Durch Einsetzung der gefundenen Werte von Y und W in (16) 
kommt: 


d a RE i 
5 Haas "Yes A- sin v + 4a? sin? v 
1 1 


oder: 


und durch Wurzelausziehung und Division mit a: 


(17) | Rn —2-sinv. 

10. Der Winkel v ist insofern unabhängig von s, als jedem be- [338 
stimmten Werte von s unendlich viele Werte von » entsprechen. Wenn 
jedoch für s-s der Größe v ein bestimmter Wert erteilt wird, so 
entspricht einem benachbarten Werte s=s, + 4, ein ganz bestimmter 
Wert von v, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Durch Differentiation der Gleichung: 


aav= Ra) + y—-Y)y +l@-2)2 


kommt: 
— asin v = En tn + + 
+ aA a), + By + Ga) + 
+ 7A + (BB - )y + 0%) + 
un 4 Br a2}, 
oder da 
ea ty til $ sin v 
ist: 
. d . [4 A ’ 
—d sin v7. - Er sinv— (@’+y?’+249)+ 
1 B 2 £ \ 
ec @@-2)t41W—-y)+zil@— a), 
oder: 


. dv [47 . P) 
— asnv — = —-sinv—1- cos?v 
ee Per 3 + 
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woraus 
m = — = + sın v 
(18) 3 
-— gm sin v 
S2. [339 


Infinitesimale Transformationen der Kurven konstanter Torsion. 


11. Wenden wir die Transformation (2) auf eine Kurve Ü kon- 
stanter Torsion an, so erhalten wir 00! neue Kurven K,, die ebenfalls 
konstante Torsion besitzen. Wenden wir auf dieselben wiederum die 
Transformation (2) an, so erhalten wir oo? Kurven (,, die ihrerseits - 
003 Kurven K, liefern, und so weiter. Wir bemerken hierbei, daß alle 
C, eine kontinuierliche Schar bilden, der © angehört, dagegen nicht 
die K,. 

Wir stellen nun die Frage, ob man in dieser Weise aus der vor- 
gelegten Kurve © durch unendlichmalige Wiederholung der Transfor- 
formation (2) alle möglichen Kurven konstanter Torsion herleiten kann. 
Indem wir bemerken, daß eine Kurve konstanter Torsion durch eine 
einzige Relation zwischen Bogenlänge s und Krümmungsradius R de- 
finiert wird, können wir diese Frage folgendermaßen präzisieren: 

Befriedigen alle derivierten Kurven eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zwischen s und R? 

Wir werden nachweisen, daß diese Frage mit Nein zu beant- 
worten ist. 


12. Die Kurve C ist im allgemeinen endlich verschieden von den X,. 
Dagegen gibt es in der Schar aller C, unendlich viele — sie mögen 
CO) heißen —, die von (’ nur infinitesimal verschieden sind. Der Über- 
gang von Ü zu einer CO) wird vermittelt durch eine infinitesimale, 
allerdings ling Transformation, deren analytischen Aus- 
druck wir suchen werden. 


In den Formeln (17) und (18): 


a a R dv a ; 
Zum Zinn, Te a 
setzen wir: 
a a $ 
5 aa ee re er Ta, [340 
wodurch kommt: 
(19) v=v—2sinv, 
dv 
(20) FF vo, +sinv 
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Die erste unter diesen Gleichungen gibt durch Variation hinsicht- 


lich v» und v, während v, (und zugleich 6) invariant bleiben: 
(21) Ö6v=—2cosv.öv. 


Hiernach differentiieren wir (19) hinsichtlich e: 


woraus durch Benutzung von (20), indem wir: 


du dB any 
ac 
setzen, folgt: 


(22) Vv=v—2cosv(—v, +sinv), 
woraus durch Variation: 

9vV—=—2c0’v.6v+2(—v, +sinv)sinv. dv 
und dureh Benutzung von (19): 


60 = — 2 (cos? v + sin’v)öv — 2sinv.v. dv 
oder: 
(23) dv = — 2d6v— 2sinv.v.ov. 


13. Die Formeln (21) und (23) genügen zum Nachweise, daß die 
transformierten Kurven keine Differentialgleichung erster Orduuiig der 





Form: 
f(v, v) = 0 
befriedigen. Läßt man nämlich in den Gleichungen ) 
dv dv’ 
Zgcs - Aualeanen 9° aM 


die unbestimmte Größe » einmal den Wert v, ein andermal den Wert 


1) Klarer als die Betrachtungen des Textes sind vielleicht die folgenden: 
Bestände eine Gleichung: ; 
a fe, © )=0, 
so käme durch Variation: 
g ade a pr) Es dv’ —=0 


und durch Einsetzung: 


af ar a 
„een tz, -2—-2einv.)=0, 


woraus, da » arbiträr ist: 
dv > 0 dv — 0, 


so daß f eine Konstante sein müßte, womit wir auf Contradietio geführt sind. 
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v + 180° erhalten, so erkennt man, daß jedem Wertsystem v, v’ zwei 
wesentlich verschiedene benachbarte Wertsysteme: 











6v Br dv 
—2cov —2—2sinv.v’ 
au: 13:0 0% 
2co» —2+2sinv.v 


entsprechen, also besteht keine Relation der Form: f(v,v’)=(0, wie 
behauptet wurde. 


14. Um nachzuweisen, daß keine Relation der Form: g(v,v',v’)— 0 
stattfindet, berechnen wir zuerst v” und darnach dv”. 
Durch Differentiation von (22) hinsichtlich o kommt: 


v”=v/+2cosv.v,+2sinv.v2+v,(6c08?v — 4)—2sinv.cos2» 
und durch Variation: 


dv 
Öv 





— — 2sinv.v, +2cosv.v — 12sinv.cosv.v, — 


— 2cos2v.cosv+ 4sinv.sin2v 


oder durch Wegschaffung von v,, v/: 


ende = — 2sinv.V +2cosv.v”? —2cosv. 


Die Inkremente der Größen v, v’ und v” sind hiernach be- [342 
stimmt durch die Gleichungen: 


Öv dv dv” 
cv 1-+sinv.v sinv.v’— cosv(v— 1)?’ 








in denen die Größe v arbiträr ist. Daher erhalten die Größen », v’ 
und v” drei wesentlich verschiedene Inkrementsysteme, die durch die 
drei Gleichungssysteme: 




















0 at 0: 2 
sv a A 

1.0. —eH+i1’ 
#0: dv Hr” 

0 v v 


bestimmt sind. 
Also besteht keine Relation der Form: p(v, v’, v”) = 0.!) 


1) Zur näheren Begründung des Textes möge noch das Folgende zugefügt 
‚werden. Existierte eine invariante Relation p (v, v’, v”) = 0, so käme: 


dp z vr 
ou" +5500 . 
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15. In dieser Weise könnte man nun weitergehen. Es ist indeß 
vorteilhaft, einen anderen Weg einzuschlagen. Man kann in der Tat 
die Variation dv direkt finden, ohne die Größe v® selbst berechnet 
zu haben. 

Die Größen dv, dv’, dv” haben sämtlich die Form: 


(24) dv) = 2(f,+cosv.p,+sinv.Y,)dv [343 


wo f,, 9, und %, nur von der Größe v und ihren Differentialquotienten 
[bis zur (n — 1)-ten Ordnung] abhängen. Ich werde zeigen, daß auch 
Ööv®+2 immer diese Form besitzt. 

Zu diesem Zwecke differentiiere ich die Gleichung (24) hinsicht- 
lich eo: 


17,000 = (fu+ cos». g,+ sin vu, + (—sinv. put eosv.u,) a0) 0° + 


+(f,+teosv.p,+sinv. Te 


Nun aber ist: 
dv 


7 ee a a 
döv dv 

— —=0——- =c08v.0V 

ds do e 


und also kommt: 


1920. — 19ym+D — (f/+c08v.9, +sinv.W)öv + 
+(—sinv.gp,+ cosv.y,) (—v — sin v)dv 


+ („+ eosvu.g,+ sinv.Y,) cos vöv 
oder: 


ed (f, ty) +teosv,—v, tif) +sinv@, +vp)dv. 
Wir können daher: 
vd — 2%(f,,, + c08vV.9,,, +sinv.Y,,.)öv 


f 


setzen, und dabei wird: 
Inii ee r- 15 9 

(25) u Me 1 A BF 
es -=Y,+vp,. 





oder: 
= cosv + Yo. sin») +% <— WW sinv — w’—1)cosv)=0, 
woraus, da » arbiträr ist: 
dp dp a dy ‚dp 
en Frage 1580, var Tv Er uuil, 


so daß p eine Konstante sein müßte. 
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16. Um diese Formeln zu verifizieren, setzen wir zunächst n =. 


Es ist: 2 
dv = — 2cosvöv [344 


h=, HA=-—1, u—0, 
heml, 9 0 MR 


und infolgedessen: 
und also wird: 


und: 
1öVY=(—1l-—vsinv)öv, 


wie wir früher fanden. Ferner wird: 


0, m-r-1, u-- 
und: j 
100" = (w? — 1)cosv —sinv.v)öv, 


was wiederum mit unserer früheren Bestimmung übereinstimmt. 
In entsprechender Weise finden wir: 


=” —-1, g9=3w, =-—-vU"+W—o 
und: 


®%__ 9 _14+cov.3oV +sinv(-v’ +0). 


ı 

2 

17. Diese Formel dient, wie wir jetzt zeigen, zum Nachweise, daß 
keine Relation der Form: 2(v, v’, v”, v”) = O0 stattfindet. 

Die gefundene infinitesimale Transformation der Wertsysteme v, v’, 

v”, v” liefert wegen der unbestimmten Größe v drei verschiedene In- 


krementsysteme: 
RY) dv ee dv” es m 
DE LET 
ev. 00 dv” 
u u Te SE re TE, 




















su den WW. dv 
ET ae a ZT 
Wir bilden die drei Gleichungen‘): 
d 
A 4 on 3vvV Fa 
Bf= a +" +W®-)) = (0 
nl dv’ . 7 dv ee ae 


1) Man erhält diese drei E indem man in die Gleichung: 
- ® [73 Da u 
u. 43 dv ” 2 ao ae dv [ZZ ai . dv Lu band 0 


die Werte (24) der ai öv'% einträgt und darnach berücksichtigt, daß v eine 


arbiträre Größe ist. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 28 
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und bestimmen das entsprechende vollständige System. Es ist 


d d 
(BA)=-- an +@—-2) a 
(B(BA)) = 2 a bi 
(B(B(BA))) = m 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die beiden Gleichungen Af=0, Bf=0 
keine gemeinsame Lösung (auch keine partikuläre oder singuläre ge- 
meinsame Lösung) besitzen, und daß infolgedessen keine Relation der 
Form: &(v, v’, v”,v”) = 0 stattfindet. 


18. Wir können jetzt allgemein nachweisen, daß keine Relation: 
2lv,v, ..., v®) = 0 stattfindet, welche auch die ganze positive Zahl 
m sein mag. 

Die Inkremente der Größen v, ..., v) sind bestimmt durch die 
Formel: 


v9 = 2f,+cosv.p,+sinv.y,)öv. 


Existierte daher eine Relation: 2(v, ..., 0%) = 0, so käme: 


an 
dv® N) = 0) 
0 
oder durch Division mit 20»: 


S 





daR 
>77 nr eosv.9,+sinv.p)=0, 
welche Gleichung sich in die drei zerlegt: | [346 

Wen; Fre 
m d 

Af=- Ip, m 0, 
0 

Bf= 7 FR = =. ” 


Wir werden nachweisen, daß sie ein vollständiges System be- 
stimmen, das keine gemeinsame Lösung besitzt. 


19. Setzen wir: 
(BA) - 


(BB') = Ei 
BR= 


(BB) - Br, 
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so bilden, werden wir sehen, die Gleichungen: 
Af=- 9 Bf=0,:Bf=0,..:, Bf=0 


‚das betreffende vollständige System. | 

Wir ordnen einer jeden der Größen v,v, ..., v) eine gewisse 
Ordnungszahl zu. Wir betrachten v als eine Größe erster Ordnung, v 
als eine Größe zweiter Ordnung und im allgemeinen v®) als eine Größe 
von (%» + 1)-ter Ordnung und endlich 1 als eine Größe nullter Ord- 
nung. In dieser a ist z. B. die Größe , =v?— 1 von der 
zweiten Ordnung, während die Größen 9, = 3vv’ und , = — v’+v!?—v 
von der dritten Ordnung sind. Das Bildungsgesetz (25) zeigt über- 
haupt, daß f, von der Ordnung n— 1, p, von der Ordnung n und 
ebenso %, von der Ordnung n sind. 

Setzen wir nun: 





i m df 


so ist klar, daß p® von der Ordnung n—1 ist, und daß somit [347 
p/) eine Konstante ist, während g( gleich Null sein muß. Daher besitzt 
B'f sicher die Form: 


Bf ++ ..., 


und dabei sind die Größen «), BW, „® Konstanten. Setzen wir in 
entsprechender Weise: 


mM 


(BB) = B’f= Ig@ AT 


n dv ‚(n) ? 


so ist ebenfalls klar, daß 9@ von der Ordnung n— 2 ist. Daher be- 
sitzt B?f die Form: 


d d 
B’f— a8 DE, + (BO + ya) + 


.. 


wo wiederum die Größen «2, 8®, „® Konstanten sind. Überhaupt, wenn 
wir setzen: 





(BB) = B'f- Io n’ 


so wird g% von der Ordnung n — g, und daher besitzt B’f die Form: 





Bf en + (Boy + yo) - en 2 


und dabei sind die Größen «®, 8%, y® Konstanten. 
Wir werden zeigen, daß «@ immer gleich — 1 ist. 
28” 
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Aus dem Bildungsgesetze der Größen f, p, ®» geht hervor, daß 
%,,ı die Form: 
Yırı = — +8, 


wo & eine Funktion von v, v’, ..., v*=D ist, besitzt. Nun aber ist be- 
kanntlich: 


a@+d — B(B®v + y®) =. Diy..nı 
B(ß®v + y'®) Br 0, 
BE B(%,41) SER B(— DO) En &) = ed, 


woraus die Relation: [348 
at ee «(2 


und dabei ist: 


hervorgeht, und da «' = — 1 ist, folgt: 


eM—=—1. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß die Gleichungen: 
Ad Bi=0 Bi=0 2,0 


unabhängig sind und daß sie daher keine gemeinsame Lösung, auch 
keine partikuläre gemeinsame Lösung, besitzen. 

Also besteht, welche auch die Zahl m sein mag, keine Relation 
der Form: 2(v, v’,...., v9) = 0. 

Durch unendlichmalige Ausführung der Transformation 
(2) wird daher eine vorgelegte Kurve konstanter Torsion suc- 
cessive in jede andere derartige Kurve übergeführt. 


$ 3. Bestimmung von oo” Flächen konstanter Krümmung. 


20. Die Haupttangentenkurven einer Fläche konstanter Krümmung 
haben bekanntlich konstante Torsion. Ich nehme die beiden durch einen 
Punkt P der Fläche hindurchgehenden Haupttangentenkurven c und C. 
Sei © der Winkel zwischen den Tangenten dieser Kurven in ihrem 
Schnittpunkte. Seien v, v’,..., v’® dieselben Größen der Kurve c wie 
im letzten Paragraphen, und seien V, V’,..., V"» die entsprechenden 
Größen der Kurve ©. Es ist dann klar, daß v und V nur von 2, &, y 
und den Differentialquotienten erster, zweiter und dritter Ordnung von 2 
abhängen. Ebenso ist klar, daß vo) und V") Funktionen von 2, x, y 
und den Differentialquotienten erster, zweiter, ..., (m + 3)-ter Ordnung 
von 2 sind. Umgekehrt ist leicht einzusehen, daß die Differentialquo- 
tienten m-ter Ordnung von 2 Funktionen der Größen: 


(26) 2,9,2,2,9r, 9, u,v,.:.,0r-9, 9, V'\,..., VeRrd 
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sind. Sieht man von der absoluten Lage unserer Fläche im Raume [349 
ab und fragt nur nach ihrer Form in der Umgebung von P, so können 
wir behaupten, daß die Größen: 


08,0,0,...,vm, V%,..., v7" 


die Form der Fläche bestimmen, wenn man von infinitesimalen Größen 
(m + 4)-ter Ordnung absieht. 


21. Laß mich nun annehmen, daß die aus einer vorgelegten Fläche 
konstanter Krümmung derivierten Flächen außer der Gleichung: 


(27) 2—rt= ErRt 
a 


noch zwei (unabhängigen) partiellen Differentialgleichungen genügen. 
Alsdann ist es möglich, eine solche ganze positive Zahl m anzugeben, 
daß alle Differentialquotienten von z, deren Ordnung höher als m ist, 
sich durch diejenigen Differentialquotienten, deren Ordnung m nicht 
übersteigt, ausdrücken. Hieraus folgt, daß die Größen: 


aD uU... ya-9, pad... „adinf. 


Funktionen der Größen (26) sind. Also wäre es immer möglich, eine 
solche ganze positive Zahl m’ anzugeben, daß die Größen: 


N 


durch eine Relation verknüpft wären, was jedoch nach den Ergebnissen 
des vorangehenden Paragraphen unmöglich ist. 


Die aus einer vorgelegten Fläche konstanter Krümmung 
derivierten Flächen genügen daher außer (27) jedenfalls nicht 
mehr als einer partiellen Differentialgleichung. 

Es gibt daher jedenfalls 00” derivierte Flächen. 


22. Ich werde jetzt nachweisen, daß die derivierten Flächen [350 
außer (27) gar keine partielle Differentialgleichung befriedigen. 

Existierte in der Tat eine Relation zwischen den Größen (26), so 
erhielte man durch Differentiation und Elimination eine Relation zwischen 


den Größen: 
Na A en a RE 


Ich werde nachweisen, daß eine solche Relation nicht bestehen kann. 

lch nehme einen Punkt x, y, z einer Fläche konstanter Krümmung, 
ziehe in der entsprechenden Tangentenebene eine Gerade mit den Rich- 
tungskosinus: 2 2, =&, y-y=n, 2—2,=8. Diese Gerade möge 
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mit den durch denselben Punkt hindurchgehenden Haupttangenten die 
Winkel v und N bilden. Dabei ist: 


0=v—N. 
Die Gerade 8, n, & berührt wegen der Gleichung: 
Pp5+q4n—d—0 
die erste derivierte Fläche ebenfalls, im Punkte &,, y,, z,; und dabei sind 
ihre Winkel mit den beiden hindurchgehenden Haupttangenten nach (15) 
[in Nr. 6] bezüglich gleich v» und N. Daher ist der Winkel ®, zwischen 
diesen Haupttangenten bestimmt durch die Formel: 
0,=vZEN, 
wo das unbestimmte Zeichen bestimmt werden muß. 
Wäre  =v— N, so käme = ©,, und dann wäre die derivierte 
Fläche mit der vorgelegten kongruent!), so daß ©, =v-+ N sein muß. 
23. Dieser Schluß kann übrigens folgendermaßen analytisch begründet 
werden. Sei dx, dy, dz das Bogenelement der einen Haupttangentenkurve 
der vorgelegten Fläche, dX, dY, dZ das Bogenelement der zweiten [351 
Haupttangentenkurve, und seien da,, dy,, dz, und dX,,dY,, dZ, die 
entsprechenden Größen der ersten derivierten Fläche. Da nun die Haupt- 
tangentenkurven dx, dy, dz und dX,dY,dZ konstante Torsion (Bd. IV, 
S. 356)?) und entgegengesetzten Drehungssinn besitzen, so bestehen 
Gleichungen der Form: 


de=—dg, dX=--—dQ, 
dy=- dp, dY=Zap, 
de = (pdg — gdp), dZ=— (PaQ— QaP), 
und also sind dz,, ..., dX,, .... bestimmt durch die folgenden Glei- 
chungen: 
adı = Sax, +(&n+ad) dy + (5 — an)dz, 
ardy=(&n — at) da, + n’dy, + (m& + ad)dz, 
arde= (66 +an) da, + (mi —a) dy+ da; 
adX = EdAX,+(En—-ad)daY, +(&$+an)dZ, 
adY=(En+ab)dX, + May, +(ng-—ab)dZz, 
adZ= (EEE —-andX,+(nS+tab)daY, + dZ,; 


1) Dieser Schluß beruht einerseits auf der Invarianz der Bogenlängen der 
Haupttangentenkurven bei unserer Transformation, andererseits auf einigen anderen 
Sätzen, die ich als bekannt voraussetzen darf. 

2) [Hier Abh. XXV, Nr. I, S. 375—376.] 
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woraus: 
a:(dedX +dydY + dedZ)- (EB — PdadX, + 
+- E24 - Hyd + -E-?+NMdadz + 
+ 2&n(da,dY, + dX,dy,) + 2n&(dy,dZ, + da.dY,)+ 
+ 2t&(da,.dX, + da,dZ,), 


welcher Ausdruck von da,dX, + dy,dY, + dz,dZ, verschieden ist, so 
daß ® nicht gleich ®, sein kann. 
Also ist: 
0=v-—N, 0, =v+N. 


24. Halte ich jetzt die erste derivierte Fläche fest und wende [352 
auf sie die Transformation (2) an, so erhalte ich bekanntlich oo! neue 
Flächen, unter denen eine mit der ursprünglich vorgelegten identisch ist, 
während eine unendlich wenig von derselben verschieden ist. Geome- 
trisch aufgefaßt kann ich sagen, daß man die ursprüngliche Fläche 
wieder erhält, wenn man die Gerade &,n, & nicht um den Punkt &,, yı, 2ı 
dreht, während man eine benachbarte Fläche erhält, wenn man diese 
Gerade um einen infinitesimalen Winkel & dreht. Hierbei bleibt ®, 
eo ipso invariant: | 


v„+.))+(N-)=v+N=®, 


während » den Zuwachs g, N den Zuwachs — s erhält. 
Also erhält der Winkel O=v-— N den Zuwachs 2e. 


Jetzt ist es möglich, die Inkremente der Größen: 
(28) Be, Pr We, 


bei unserer unendlichdeutigen infinitesimalen Transformation anzugeben. 


Es ist: 
dvm — 2(f, + co8v.p,„+ sinv.Y,)dv 


o9VY®M—=2(F,+cosN.Dd,+sinN.W#)öN 
60=2dv=—20N. 


Nun ist: N=v — ®, woraus: 


av") 
-55 * F,+ eosv(cos®.®, — sn®. %,) 


+sinv(sn®.®,+c0s®.%,). 
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Daher wird das Größensystem (28) transformiert durch eine infinitesimale 
Transformation, deren Symbol ist: 


df df ’ 
do +2%, FE HIT: + 


af 
+ (Ip, — 0089 8 nt sno N, m) + 


; df df F 
I sin» (Dy, ER sin & So, ara — 1050 I W, ol [853 


Diese Transformation zerlegt sich wegen der unbestimmten Größe v in 
drei infinitesimale Transformationen, die, wenn wir der Kürze wegen: 


Sh.n= uf), SF — =): 


0 
9, - a(f), So, nn A 
Sum, Zw, Bi) 


setzen'), durch die folgenden Symbole bestimmt sind: 


of) = 45 + wlf) — Wi) 
“(f) = a(f) — c0s®. A(f)+sin@.B(f) 
P(f)=b(f) — sin®.A(f) — c0s®. B(f). 


25. Laß mich nun annehmen, daß ich durch Kombination dieser 
drei infinitesimalen Transformationen in irgend einer Weise eine Trans- 
formation der Form: 


80) CN-(w+ P) er3 un +..t4- u +(uV + Yen tr» 


(29) 


gefunden habe. Dabei sind A, u, v gewisse Funktionen von @, unter 
denen jedenfalls A von Null en sein soll; @ und ß Si Kon- 
stanten. Ich bilde den Ausdruck (»C), der die Poren: 


BO)-ONMN=...+ at EV v‘) amt: [354 


1) Existierte eine Relation: 
29, v,..., 9, V,..., vw) — 0 
so käme: 


0-1550+ Sm El = ar, 


welche Gleichung sich in die drei Gleichungen des ni 


a(2)= I, )=0, Pi) = 0 
zerlegt. 
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besitzt. Darnach bilde ich die beiden Ausdrücke: 
af 
BO)=...+ sin (urn +.. ) _ c0s@ (1, urn +. ) 


(BO)=.. + inet .) 00 (# vorn t. -) 


und bemerke, daß die beiden Koeffizienten: 


sin®.w— c0s®.4, sin®.w— cos®.A, 


da A von Null verschieden ist, nicht gleichzeitig verschwinden können. 
Daher erhalten wir unter allen Umständen eine infinitesimale Trans- 
formation der Form: 


+ OT nt 


Indem wir dieselbe in entsprechender Weise behandeln, erhalten wir 
immer eine infinitesimale Transformation der Form: 


+ (u® V + v®)) 








gt ram 








en eg eo 


usw. Es ist hierbei zu bemerken, daß der Ausdruck (wß) die Form: 
(= 4r+.. .+ c0s®. “L — sin. Fr. 


besitzt. Daher liefern die vorangehenden Operationen sicher m +1 un- 
abhängige infinitesimale Transformationen. 


26. Setzen wir nun: 


— c0os0.«(f) — sin@.ß(f)=«,(f), 
sin®.«(f) — c0s®.P(f)=P,(f), 


so haben die drei infinitesimalen Transformationen: 


oa(f)= SE Hull) — w(f) 1855 


&(f) = A) — ©0s@ .alf) — sin®.D(f) 
B(f) — Bf) + sin®.alf) — cos. di) 


wesentlich dieselbe Form wie die Transformationen (29). Wenn man 
sie daher in entsprechender Weise verbindet, so erhält man wiederum 
m + 1 von den früher gefundenen unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen, und da »(f) von diesen 2m + 2 Transformationen unab- 
hängig ist, so kennen wir 2m + 3 [unabhängige] infinitesimale Trans- 
formationen der 2m + 3 Größen (28). 


442 XXX. Flächen konstanter Krümmung. IV. Arch. V, 1880 


Das durch die drei infinitesimalen Transformationen (29) bestimmte 
vollständige System besitzt somit keine gemeinsame Lösung, weder [eine] 
allgemeine noch [eine] spezielle. Folglich gibt es keine bei den infini- 
tesimalen Transformationen (29) invariante Relation zwischen den Grö- 
ßen (28), welche auch die Zahl m sein mag. 

Durch unendlichmalige Wiederholung der Transformation 
(2) liefert daher eine vorgelegte Fläche!) konstanter Krüm- 
mung successiv 00” derartige Flächen. 

Hiermit ist die Integration der Gleichung: 

2 — rt = ru q?)? 
Jedenfalls gefördert. 


$ 4. Über die Integration einiger anderer 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


27. Wendet man auf eine Fläche konstanter Krümmung, das heißt 
eine Integralfläche der Gleichung: 


RR=a}, 
eine zweckmäßige Dilatation an, indem man setzt: [356 
R=R-a, R=R-a 
so kommt: 
R,R—-aR,—-aR=0 
oder: 
N 
BunTa 


so daß die transformierten Flächen, wie Bonnet bemerkt hat, konstante 
mittlere Krümmung besitzen. 

0” Flächen konstanter mittlerer Krümmung können da- 
her durch successive Quadraturen bestimmt-werden. 

Aus Weingartens berühmtem Satze folgt, wie Beltrami und Dini 
bemerkt haben, daß jeder Fläche, die die Gleichung: 


(31) R— R’= Const. 


befriedigt, als Zenteräche eine Fläche konstanter Krümmung entspricht. 
Wenn man andererseits auf einer Fläche konstanter Krümmung die 
geodätischen Kurven gefunden hat, so kann man immer eine und so- 


1) Die Regelflächen konstanter Krümmung, die den Kugelkreis enthalten, sind 
im Texte ausgeschlossen, weil vorausgesetzt worden ist, daß die Bogenlängen der 
Haupttangentenkurven von Null verschieden sind. 


Fr 
E 
E 


f 
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gar 00° Integralflächen der Gleichung (31) angeben. Da nun im voran- 
gehenden eine Methode zur Bestimmung von oo” Flächen konstanter 
Krümmung durch successive Quadraturen und gleichzeitig eine Methode 
zur Bestimmung der geodätischen Kurven dieser Flächen entwickelt ist, 
so erhalte ich den 

Satz. 00” Flächen, deren Krümmungsradien eine konstante Differenz 
haben, können durch successive Quadraturen bestimmt werden. 


28. Ganz analoge Überlegungen (man vergleiche wiederum Bianchis 
früher zitierte Arbeit) geben die Bestimmung durch successive Quadra- 
turen von Flächen, deren Krümmungsradien durch eine Relation der 
Form: 

R—-R= Acotg Fl 
verbunden sind. 
Ebenso erhält man (vgl. Weingarten) eine Methode zur [357 


| Bestimmung durch successive Quadraturen von Flächen, die auf die Um- 
' drehungsfläche der Kettenlinie (die eine Minimalfläche ist) abwickel- 
: bar sind. 


Indem ich schließe, bemerke ich noch, daß die vorangehenden Theo- 
rien sich auch für die Liniengeometrie verwerten lassen.') 


15. Juni 1880. 
Nachtrag. 


29. In der vorangehenden Note beweise ich, daß die aus einer vor- 
gelegten Fläche konstanter Krümmung durch unendlichmalige Wieder- 


‚ holung von Bianchis Operation hergeleiteten Flächen konstanter Krüm- 
‘mung keine weitere partielle Differentialgleichung als: 


(1) Pe 20 (1+p’+gq 


a? 


befriedigen. Hieraus läßt sich indes nicht ohne weiteres schließen, daß 


_ die derivierten Flächen das allgemeine Integral von (1) darstellen. Es 


ist in der Tat denkbar, daß diese Flächen eine andere geometrische 


(oder analytische) Bedingung erfüllen, z. B. daß sie sämtlich in [358 


eine gemeinsame Fläche eingeschrieben sind. 
.1) In meiner nächsten Note beweise ich, daß die Gleichung: 
SSEUTELEN 
en —: 


s’— 


zu keiner partiellen Differentialgleichung mit arbiträrer Konstanten in solcher 


- Beziehung steht, daß sie mit ihr im Darbouxschen Sinne oO” Integralflächen 
- gemein hat. [Hier Abh. XXXI, S. 447—465.] 
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Wenn ich nicht irre, sind die derivierten Flächen wirklich 
sämtlich in eine gemeinsame um den Kugelkreis umschriebene Deve- 
loppable eingeschrieben. Die früher (S. 289, [hier S. 403£.]) gefundenen 
Formeln: 


Te, 
perl +pe— 2) 
get se y—yı+ ga — 2)) 


zeigen wahrscheinlich, daß jede Tangentenebene der ursprünglichen 
Fläche, die den Kugelkreis berührt, zugleich die derivierte Fläche be- 
rührt. Daher sind die derivierten Flächen in diejenige Developpable 
eingeschrieben, die um den Kugelkreis und die ursprüngliche Fläche 
umgeschrieben ist. 


Kennt man daher eine Fläche konstanter Krümmung und 
ihre geodätischen Kurven, so findet man durch successive Qua- 
draturen 00” neue Flächen konstanter Krümmung. Dieselben 
befriedigen allerdings keine weitere partielle Differential- 
gleichung als (1), jedoch bilden sie kaum das allgemeine Inte- 
gral von (1), weil sie, wie es scheint, in eine gemeinsame 
um den Kugelkreis umschriebene Developpable eingeschrieben 
sind. 


Juli 1880. 


RESE 


Selbstanzeigen von XXX. 


1. Bulletin des Sciences mathömatiques et astronomiques Bd. XVI (II. Ser. Bd. V), 
Abt. 2, S. 82. Paris, Mai 1881. 


Ce Mömoire donne la solution du diffieile probleme pose dans le 
travail precedent.') L’auteur demontre que l’ensemble des surfaces deter- 
mindes par des quadratures successives ne satisfait ä aucune autre 
&quation aux derivees partielles que l’&quation obtenue 
(1) He nn 
_ L’ensemble des surfaces derivees F' forme done ce qu’Ampere et ses 
successeurs, par exemple Imschenetsky, ont appell& une integrale 
generale de P’Equation (1). Il faut toutefois remarquer ici que cette 
definition n’est pas exacte. En effet, prenons, par exemple, toutes les 
surfaces de courbure constante inserites & une m&me developpable. 
L’ensemble de ces surfaces ne satisfera alors & aucune &quation aux 
derivees partielles autre que (1), et par suite, d’apres la definition en 
question, elles formeront une int&grale generale. Mais il est Evident 
qu’il existe des surfaces de courbure constante qui ne sont ni des sur- 
faces inscrites dans la developpable consideree ni des integrales singu- 
lieres de (1). | 

Ce M&moire montre done comment, &tant donnee une surface de 
courbure constante dont les lignes geodesiques sont connues, on peut 
en deduire, par des quadratures successives, un nombre 00” d’autres 
surfaces de m&me nature. Sur toutes ces surfaces on saura determiner 
non seulement les lignes de courbure et les sections principales, mais 
encore les lignes geodesiques. 

En combinant ces resultats avec les th&ories connues, on reconnait, 
entre autres cons&equences, que, par des quadratures successives, on peut 
determiner 00” surfaces de courbure moyenne constante, et, pareillement, 
00” surfaces dont les rayons de courbure ont une difference constante. 


1) [Hier Abh. XXVIII, S. 398f. Vgl. auch die erste Selbstanzeige XXVIIla, 
S. 416.] 
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2. F.d.M., Bd. XII, Jahrg. 1880, S. 577—578. Berlin 1882. | 
Diese Abhandlung gibt eine eingehende Behandlung des in der | 
vorangehenden [hier Nr. XXVIII] gestellten schwierigen Problems. Es 
wird gezeigt, daß der Inbegriff aller Flächen konstanter Krümmung, 
die durch unendlichmalige Wiederholung von Bianchis Operation [578 
aus einer vorgelegten derartigen Fläche hergeleitet werden, keine andere 
partielle Differentialgleichung als 


(1) u 00 (A ER Ber q?)° 
a 


befriedigt. Er bildet daher das, was Ampere und seine Nachfolger 
ein allgemeines Integral von (1) genannt haben. 

Hierbei ist indes zu bemerken, daß Ampe£res Definition eines all- 
gemeinen Integrals nicht zutreffend ist. Man: betrachte in der Tat z.B. 
alle Integralflächen von (1), die in eine vorgelegte ganz beliebige Fläche 
eingeschrieben sind. Diese Integralflächen genügen keiner andern par- 
tiellen Differentialgleichung als (1) und bilden daher nach Amperes 
Definition ein allgemeines Integral von (1), und doch gibt es außer 
diesen Integralflächen noch weitere Integralflächen von (1), die keine 
singulären Integrale sind. 

Die vorliegende Abhandlung leistet daher allerdings nicht die voll- 
ständige Integration von (1); jedenfalls ist dies nicht bewiesen. Doch 
gibt sie einen wichtigen Beitrag zur Integration von (1). Sie lehrt näm- 
lich, aus einer beliebigen Fläche konstanter Krümmung mit bekannten 
geodätischen Kurven 00” derartige neue Flächen durch successive Qua- 
draturen herleiten. Auf allen diesen Flächen können sowohl die geo- 
dätischen Kurven wie die Krümmungslinien und die Haupttangenten- 
kurven bestimmt werden. 

Durch Verknüpfung der entwickelten Theorie mit bekannten Theorien 
findet man oo” Flächen konstanter mittlerer Krümmung, 00” Flächen, 
deren Hauptkrümmungsradien konstante Differenz besitzen, und eben- 
falls 00” Integralflächen von einigen anderen interessanten partiellen 
Differentialgleichungen. L. 


XXXL Ä 
Zur Theorie der Flächen konstanter Krümmung. V. fsıs 


‘Von SoPpHus Lie. 
Arch. for Math., Bd. V, Heft 4, S. 518—541. Kristiania 1881. 


In früheren Aufsätzen beschäftigte ich mich mit der Integration 
der Gleichung: | 
(A) PEN rd 
a? 


Ich zeigte, daß man aus jeder bekannten Integralfläche mit bekannten 
geodätischen Kurven 00” neue Integralflächen durch successive Qua- 
draturen herleiten kann. Die in dieser Weise gefundenen Integral- 
flächen befriedigen keine andere partielle Differentialgleichung und bil- 
den daher nach Amperes Definition ein allgemeines Integral von (A). 
Hierbei war jedoch zu bemerken, daß Amperes Definition nicht zu- 
treffend ist. 

In dieser Abhandlung zeige ich, daß die Integration der Glei- 
chung (A) nicht nach der von Darboux gegebenen schönen Integra- 
tionsmethode geleistet werden kann, und daß ihr Integral infolgedessen 
nicht der Ampereschen ersten Klasse angehört. 

Die Entwickelungen der ersten Nummer des ersten Paragraphen: 
meiner Arbeit zeigen (so kann man sie auffassen), daß die Gleichung: 


s- Ksinz, [519 


auf deren Integration Bonnet die Bestimmung aller Flächen konstanter: 
Krümmung zurückgeführt hat, sich nicht nach Darbouxs Methode inte- 
grieren läßt. Durch ähnliche Betrachtungen ist es mir gelungen, wie- 
ich beiläufig bemerke, alle Fälle, in denen eine Gleichung der Form: 


s=f(2,9, 2) 


in dieser Weise integriert werden kann, zu bestimmen. Die benutzte 
Methode kann übrigens auf noch allgemeinere Gleichungen angewandt 
werden. ; 
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$ 1. Diskussion eines ersten totalen Systems. 


1. Das Bogenelement einer jeden Fläche konstanter Krümmung 
kann nach Ennepers und Dinis bekannten Untersuchungen die Form: 


ds®+2cos®dsdS + ds? 


erhalten; dabei bestimmen die Gleichungen s = Const. und $ = Const. 
die Boden Scharen Haupttangentenkurven der Fläche. Nimmt man zwei 
beliebige Kurven aus jeder Schar, etwa: 


s=4, =; IS=-8, 8-8, 


so bilden diese vier Kurven ein Vierseit, dessen entgegenstehende Seiten 
dieselbe Länge s, — s, (oder 8, — S,) besitzen. Die Größe ® ist der 
Winkel zwischen den Tangenten zweier einander schneidender Haupt- 
tangentenkurven. 

Bei Untersuchungen über Flächen konstanter Krümmung ist es 
im allgemeinen vorteilhaft, die Größen ©, s und S$ als Variable zu 
benutzen. Wir eh zunächst eine Reihe einfacher Rela- 
tionen, die zwischen den Differentialquotienten von ® hin- 
sichtlich $ und s stattfinden. 

Betrachten wir die Koordinaten x, y, z eines Punkts der Fläche [520 
als Funktionen von s und $, so sind die Größen: 

ds’ ds’ ds 

die Richtungskosinus der Tangente der einen Haupttangentenkurve, 
und ebenso sind: 


die Richtungskosinus der Tangente der zweiten Haupttangentenkurve. 


Also ist: 
dzdaz  dydy | dzdz 


BO an as dh deu 


woraus durch Differentiation hinsichtlich s: 
do dx d’x dy d’y de d’ 
el SrbalererFrue Te TEmIETe re: BE 


d’xde | d’ydy | d’zdz 
Tan asas aid 


da\®, (dy\?, (de\’_ 
Daraus 
dx d’z dy d’y =e dz d’z 6 
ds dsdS ds dsaS " dsdsdS ’ 


Nun aber ist: 
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also wird: 
ee _Wxda d’ydy | d’zdz 
2007, = gast asast asas” 
EL RL. ydy PERLE. 2 dz 
(5 ;) ds? dS ds? dS ds’dS 


Va) +) + (ae var) 


oder wenn wir die Krümmungsradien der beiden Haupttangentenkurven 
bezüglich mit r und R bezeichnen: 














— sin ® 2: = — c08(I0°+ ®) = “, [521 
oder endlich: 
de ı 
et 
und ebenso: 
: do 1 
dB: Rı: 


Um die Formeln zu vereinfachen, setzen wir: 


Er Be 
ag 3 
wodurch kommt: 
do do 
(A) Tre Zu 


Hierzu fügen wir die von Bonnet und Enneper betrachtete Gleichung: 


d?’® i 
(2) dsas = Ksin® (K= Const.), 


die erhalten wird, wenn in die Gaußische Formel des (im vorliegen- 
den Falle konstanten) Krümmungsmaßes die Werte E=1, F= c05 ®, 
G=1 eingeführt werden. 

Durch Differentiation finden wir nun eine Reihe für uns wichtige 
Gleichungen. Zunächst setzen wir: 


dv dv’ dv®) 
en ’ er... „ Ir (k+1) 
ds a, ds ds 8 
und ebenso: 
dv dv’ av" 
en ’ £ „ at (k+1) 
ds v, ds v ’ ? ds ie 





Die vereinigten Gleichungen (1) und (2) geben: 


(3) je = Ksın ®, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd III 29 
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woraus durch Differentiation hinsichtlich S$: 


ddV do 


oder: 
dV’ 
— =Kc0s®.V: 
ds ’ 


durch wiederholte Differentiation hinsichtlich S kommt: 


“7 = K 0050.V’ — Ksin®.V*. 


; . re ar or ar. : 
Man sieht, daß die drei Größen rue u die gemeinsame Form: 


(k) 
= 0080.f,+sin®.g, 


besitzen, und daß dabei f, und p, nur von P, V’,..., V""» abhängen. 
Es ist leicht nachzuweisen, daß die soeben geschriebene Gleichung all- 
gemeingültig ist. Durch Differentiation derselben hinsichtlich $ kommt 
nämlich: 5 


ay*+» ; 3 v 
er =c89(f, + Yy,) +sin®(p, — Vf); 





so daß wir wirklich: 


dav*+2 : 
(4) a =. mu, 


fr ug = +: #9, Pr $p; Ba Vf; 





setzen können. 
Diese Formeln dienen zur successiven Berechnung der Größen 


(k) 
2V, 78 ist nach (3): 


ds 
: Io => 0, 9% = K, 
also wird: 
A=K&V, a 
hr=KV', 9=— KV’, 
= KV"—- PN), ,=—-3KVV, 
Die Größen f,, 9, haben die Form [523 


(4) NR ALL 7. 
9, =—-nKVV"”"L9(1,V,.., v9, 


und vermöge der Formeln (4) erkennt man leicht, daß diese Form all- 
gemeingültig ist. 
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Hiermit sind die Differentialquotienten hinsichtlich s von den Größen: 
(5) 8, vn... ‚en; V,7,.., 70 


bestimmt. Wir stellen die gefundenen Werte zusammen in dem simul- 
tanen Systeme: 











da dv dv Se 
RT ee, „er 
(6) 
EN AR av) 
 Ksn® Kcs0.V7 c060.f,„tsin®.gp„’ 


das 2m +3 durch 2m + 1 Gleichungen verbundene Größen enthält, 

das daher ein totales System bildet. Wir werden untersuchen, 

ob dieses totale System eine oder mehrere Lösungen besitzt. 
Wir suchen also eine Funktion F von den Größen (5) derart zu 

bestimmen, daß die Gleichung: 

dF 


m (m) 
Eu dv) + Ui te dV 





e RT Er PEren u 


| identisch besteht, wenn die Differentiale das totale System (6) befrie- 
' digen. In dieser Weise erhalten wir die beiden Gleichungen: 


a) 
Fu 
„er ‚dF 
De Be ur rar prr en no. I(e0s 0. f, + sin ©. sy — =(, 


und es fragt sich, ob diese beiden linearen partiellen Differentialglei- 
chungen gemeinsame Lösungen besitzen. 

Nennen wir die erste unter diesen Gleichungen L(F)=0, die [524 
zweite M(F)=0, so bilden wir nach den von Jacobi, Bour und 
Clebsch gegebenen Regeln die Gleichung: 

L(M(F)) - M(LiP) - en I.E 


pm 1) 


' sodann die Gleichung: 


dF 
L,(M(F)) — M(L,((F)) = mn — 0=L(F), 


usw. Indem man in dieser Weise verfährt, erhält man successiv die 
Gleichungen: 
dF dF dF 


ed ——=(, ... 


dF dF 
dv" _ 1) 0 


en ne nn 
29* 


oo 
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und ferner die Gleichung: 


nı 


. dF 
ı ®.f,+sin®.g,) FT 0, 
die mit AN OÖ verbunden die Gleichung: 
do g: 
x dF 


D(- sin®.f,+ c08@.9,) Es 0 


0 


liefert. Dabei sind die beiden letzten Gleichungen äquivalent mit den 
einfacheren: 
AR) = Ihn BIR)- Zaym- 0 

durch deren Kombination wir jetzt eine Reihe neuer Gleichungen bilden 
werden. Um einen guten Überblick über die künftigen Operationen zu 
erhalten, machen wir die folgenden Festsetzungen: 

Wir ordnen einer jeden der Größen V“” eine gewisse ÖOrdnungszahl 
zu, und zwar betrachten wir 1 als eine Größe nullter Ordnung, V [525 
als eine Größe erster Ordnung, V’ als eine Größe zweiter Ordnung, und 
überhaupt V” als eine Größe (k + 1)-ter Ordnung. Wir betrachten ferner 
z.B. V" y® als eine Größe (n+p-+2)-ter Ordnung. Nach diesen Fest- 
setzungen zeigt das Bildungsgesetz der Größen f, und p,, daß eine jede 
unter diesen Größen von n-ter Ordnung ist. 

Wir setzen: 


m dF 
A(B(P)) — BAR) = B(P)- IP a 





und bemerken, daß die Größen p{®) von (k — 1)-ter Ordnung sind. 
Dementsprechend setzen wir: 


A(B,(F)) — B,(A(F)) = B,(F) = : Pi 





und überhaupt: 
9 GE 
A(B,_,(P)) — B,_ı(A(P)) = BF) = Zeh. 
und bemerken, daß die gl von der (k— g)-ten Ordnung sind. 
Daher hat B,(F) die Form: 


) dF 


? dF 
rer 


( 
B,(F) = 4 


wo die Größen «”, B®, „® Konstanten sind, und zwar läßt sich 
folgendermaßen nachweisen, daß «® immer von Null verschieden ist: 
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Bilden wir den Ausdruck: 


’ dF 
B,,ı(F) = aut) 


ayva+t» a 


so ist bekanntlich: 
AN Bulfarn): 
Nun aber ist A(Y/)=f, = 0, während f,+ı nach (4°) die Form: 
KAERVOIEHR.V, 9,2. 9e) 
besitzt, so daß B,(f,+ı) = Ka“ wird. Also ist: [526 
«td = — Ka", 
und da a =K ist, folgt: 
«= K(-K)", 
so daß «”) wirklich immer eine von Null verschiedene Konstante 


darstellt. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß die m + 1 Gleichungen: 


B(F)=0, B(F)=0, ...,:2,.(f)=0 
unabhängig und mit den Gleichungen: 


dF 
ee 1 eier 





0 


äquivalent sind. Hiermit ist nachgewiesen, daß F eine absolute Kon- 
stante ist, und daß daher das totale System (6) gar keine 
Lösung (weder [eine] allgemeine noch [eine] partikulare) be- 
sitzt. Dies bleibt wahr, welche auch die ganze positive Zahl 
m sein mag. 


2. Auf den Integralflächen der Gleichung: 
(7) FF VERF IEN Ad+p?+0?)’ 


a? ’ 
das heißt auf den Flächen konstanter Krümmung sind die Haupttan- 
gentenkurven Charakteristiken. Wünscht man daher zu versuchen, die 
Gleichung (7) nach Darbouxs Methode zu integrieren, so muß man 
die Größen: 


8 f d"z d”z d"z 
( ) 2,%,Y,P, 9, r, 5, ET N dam -tay’' Ay" 


als Funktionen von s und $ betrachten, darnach die partiellen Diffe- 
rentialquotienten aller Größen (8) hinsichtlich s bilden und diejenigen 
linearen Differentialgleichungen aufstellen, die zwischen den soeben be- 
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sprochenen Differentialquotienten bestehen. Hierbei ist es erlaubt und 
zweckmäßig, statt der ;(m? + 3m +6) Größen (8), die durch 4 (m? — m) 
endliche Relationen verknüpft sind, 2m + 3 unabhängige Funk- [527 
tionen dieser Größen zu benutzen. 

Als neue Variabeln statt (3) wählen wir die Größen: 


. r ’ —3 m—B 
(9) %,y2; 4,0; ßB, 9; v, er A v” A Fr E 


.. 


unter denen die Größen ®, vo”, V® schon definiert sind. Die Größen 


4, i, ß definieren wir folgendermaßen: 

Die Tangentenebene bildet den Winkel # mit der xy-Ebene und 
schneidet andererseits diese Ebene nach einer Geraden, die den Winkel A 
mit der y-Achse bildet. Daher sind i und A unabhängige Funktionen 
von p und q und können somit statt p und g eingeführt werden. Die 
Größen r, s, t, die durch die Gleichung: 

Pe pa en at Bat Da 
a 

verknüpft sind, bestimmen die Lage der Haupttangenten in der Tangen- 
tenebene und können daher ersetzt werden durch den Winkel ® der 
Haupttangenten zusammen mit dem Winkel ß, den die eine Haupt- 
tangente mit der Durchschnittsgeraden zwischen der Tangentenebene 
und der xy-Ebene bildet. Statt der vier Differentialquotienten dritter 
Ordnung, die durch zwei Relationen verknüpft sind, benutzen wir die 
Größen v, V, die, wie man leicht einsieht, unabhängige Funktionen von 
den Differentialquotienten dritter Ordnung (und den Größen p, q, r, s, ) 
sind. Dementsprechend ersetzen wir die fünf Differentialquotienten 
vierter Ordnung, die durch drei Relationen verknüpft sind, durch die 
beiden Größen v’, V’, und so weiter. 

Durch Einführung dieser neuen Variabeln erreichen wir einen zwei- 
fachen Vorteil. Einerseits sind die neuen Variabeln unabhängig. 
Andererseits sind die Differentialquotienten der Größen @, vo”, 7® hin- 
sichtlich s nur von eben diesen Größen abhängig, wie wir schon nach- 
gewiesen haben. Wir werden später nachweisen, daß die Differential- 
quotienten von den Größen i, A, ß hinsichtlich s nur von i, ß und v ab- 
hängen. | 

Das Problem, das wir in dieser Abhandlung erledigen, kommt [528 
auf folgendes hinaus: Wir bilden das totale System, das die Größen: 

dz dy de ai ar ap do au® ay® 
ds’ ds’ ds’ ds’ ds’ ds’ ds’ ds’ ds - 





verbindet, und haben zu untersuchen, ob dasselbe gemeinsame Lösungen 
besitzt. Es liegt nahe, zunächst zu fragen, ob unser totales System 
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Lösungen besitzt, die nur von ®, v” und V" abhängen. Diese 
Frage ist nach den Entwickelungen in der ersten Nummer dieses Para- 
graphen mit Nein zu beantworten. 

Sodann fragen wir in dem nächsten Paragraphen, ob es Lösungen 
gibt, die nur von i, 4, ß, ©, v", Y® abhängen. Es ergibt sich, daß auch 
diese Frage mit Nein zu beantworten ist. 

Endlich im dritten Paragraphen zeigen wir, daß unser totales 
System gar keine Lösung besitzt. 


$ 2. Diskussion eines zweiten totalen Systems. 


3. Jetzt berechnen wir die Größen: 


di an aß, 
ds’ ds’ ds 
Zu diesem Zwecke führen wir drei Hilfsgrößen ein, 1) den Winkel h 
zwischen der Haupttangente ($ = Const.) und der xy-Ebene, 2) den 
Winkel p zwischen der Tangentenebene und der durch die Haupt- 
tangente und die z-Achse gehenden Ebene, 3) den Winkel « zwischen der 
Projektion der Haupttangente auf die xy-Ebene und der y-Achse. Zwi- 
schen den sechs Winkeln ö, A, ß; h, «, g bestehen, wie die sphärische 
Trigonometrie uns lehrt, die folgenden Relationen: 


sinh=sinß.sini, 
(10) tgh=tgß.cosp, 
| tgh=sin(A-+a«).tgi. 


Indem die Haupttangente die Haupttangentenkurve (S = Const.) [529 
umhüllt, erhalten die sechs soeben besprochenen Winkel successiv ver- 
schiedene Werte, die als Funktionen von s aufzufassen sind. Um die 
Inkremente derselben zu berechnen, denken wir uns (mit Plücker), 
daß ein Punkt eine infinitesimale Strecke ds der Haupttangentenkurve 
durchläuft, daß gleichzeitig die Oskulationsebene (die zugleich Tangenten- 
ebene der Fläche ist) einen infinitesimalen Winkel de um die Tangente 
beschreibt, und daß gleichzeitig die Tangente in der Oskulationsebene 
einen infinitesimalen Winkel do um den Berührungspunkt beschreibt. 
Da die Kurve ($S = Const.) konstante Torsion besitzt, so ist das Ver- 
hältnis de: ds konstant. Hiervon ist es indes vorteilhaft, zunächst ab- 
zusehen, indem wir vorläufig eine ganz beliebige Fläche und eine auf 
derselben gelegene Haupttangentenkurve ($ = Const.) mit der Bogen- 
länge s betrachten. 
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Die Inkremente di, dA, dß besitzen die gemeinsame Form: 
ods+yxde + Yvdo, 


wo 6, %, % Funktionen von i, A, ß sind, und dabei ist geometrisch leicht 
einzusehen, daß 6 in allen drei Fällen gleich Null ist, weil di, dA und 
dß sämtlich gleich Null sind, wenn sowohl der Torsionsradius ds: de 
wie der Krümmungsradius ds:do unendlich groß ist. Die drei Inkre- 
mente di, dA und dß haben daher die gemeinsame Form: 


yde + vdo. 


Wir berechnen zuerst die drei Größen %. Dabei ist es erlaubt und 
gleichzeitig zweckmäßig, anzunehmen, daß de = 0 ist, d.h. daß die Torsion 
gleich Null ist. Unter dieser Voraussetzung erhalten wir die Werte: 


di=0, da=0, dB=+de. 


Sodann berechnen wir die drei Größen x und können dabei an- [530 
nehmen, daß do = 0 ist, d.h. daß die Krimmung gleich Null ist. Unter 
dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen: 


Ah=0$, da=0, dpo=-+de, 


vermöge deren wir durch Differentiation der Gleichungen (10) leicht die 
entsprechenden Werte der Inkremente di, dA und dß berechnen können. 
Es wird nämlich: 

0= cosß.sini.dß+sinß.cosi. di, 


COSp 


0 A —tgß.sinp(4de), 


= einA-+.«) ,. 
0=cos(A+a).tgi.dA + ragen 0 
woraus: 


aB= sinß.cosß.tgp(+de), 
di= — cos’ß.tgi.tgp (+ de); 
day — Et. cos’P.tgp (+de). 


cos*?i 





Nun aber ist 
cosß = cotgi.cotgp, tg(A+a)=tgß.cosi, 


also kommt 
di= — cosß (+de), 


di= Bu (+ de), 


sin‘ 


dß=sinß.cotgi(+de), 


di da dß 
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womit die Inkremente di, dA, dß unter der Voraussetzung do = (0 
bestimmt sind. 


Ist sowohl do wie d&e von Null verschieden, so erhalten wir die 
Formeln: 


di= —cosß(+de), [531 
sin ß 
di = ins (Hd), 


dß=sinß.cotgi(+de) + do. 


Setzen wir insbesondere voraus, daß die Fläche konstante Krüm- 
mung besitzt, so ist: 


(+de) = Lds ! (L=Const.); 
ferner ist: 
+do=vds, 

und also erhalten wir schließlich die Formeln: 

( di 

Tr =— Leosß, 
’ di sin ß 

(10)) re re 

| _ Lsinß.cotgi+v, 





welche zeigen, daß di, dA und dß nur von ß, © und » abhängen. 
4. Wir bilden das simultane System: 





_ a an abn _ ap = 
—Loofß - PET; Lsinß.cotgitv 
sind 
Fra on end 
een, er) 
mn aym 
— Ksin® Kecs0.7 "066.f,+sn6.9,’ 


das 2m +6 durch 2m +4 Gleichungen verbundene Größen enthält, 
das daher ein totales System bildet. Wir versuchen Lösungen 
dieses totalen Systems zu finden. 


Wir suchen also eine Funktion F von den Größen: 
su, yr 


dergestalt zu bestimmen, daß die Gleichung: [532 


0-Fdi+l Be a lea 


+do+:. + an de + al. pe gem) 





d ve 
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durch Substitution der durch das totale System bestimmten Differen- 
tiale in eine Identität übergeführt wird. In dieser Weise erhält man 
die beiden Gleichungen: 


bl 
dvd) ’ 
dF JA dF 
— Lesß7; +L __ FTu + (Lsinß. cotgi + n) ? aß ae 
‚dF Er dF m 
+9 2 St Dh vr) RENT + 2(008@. f; + sin®. Apr 0. 


Nennt man die erste unter diesen beiden linearen partiellen Differential- 
gleichungen M(F) = 0, die zweite ıı; = (), so ist: 


M,(N(P)) — N(M,(P)) = mn = M;(F), 
M„-ı(NPF)) — N(M, ED n- M„(F), 
MN) — NUN) = + 9 


Die gesuchte Funktion F muß daher jedenfalls die m +3 linearen 
partiellen Differentialgleichungen: 


IF 

dv) 
GR 

—L cosß er +L 


m 


+2(60s9. f, + sin®.9,) —— 


0. 


ziuß. — 


sin? 


; + sin B.cotgi- Fr 


d en 


befriedigen. Verbindet man die letzte Gleichung mit der Gleichung: 
dF « 





+7 a 0) 0 
so erhält man die Relation: 
RT N cosß = 
Lsnß7; +L „+tzZeosß. Ba = 
+2 (= sin ©. + c0s9.9,) — =0. 


FIG 
Aus den beiden letzten komplizierten Gleichungen erhält man zwei 


zweckmäßigere, indem man erst das Glied Dp, F und darnach das 
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Glied Sr ; zwischen ihnen eliminiert. Dies gibt die beiden Glei- 


chungen: 


— Leos( — + 





sin (B — ae 71 FL Leotgi. sin (B — oy“X Fr 


sin? 


+ In - 0=A(F), 


Lsin ( — Op LE os 9)“ rn FL Leotgi. cos (B — a, aß 2 


sın ? 


Tr Spy” = B(F). 


Außer den soeben definierten Symbolen A(F') und B(F) führe ich 
noch zwei weitere Symbole A(F) und B(F) ein, indem ich wie früher: 


m 


Ih ne =A(F), Ina - b(F) 


setze. 
Es fragt sich, ob die linearen partiellen ec 
dF dF dF AR 
— el, el .., lt en 
dv ’ dv’ L dv) ? a aß " 


A(F)=0, B(F)=0 
gemeinsame Lösungen besitzen; anders ausgesprochen, ob die drei [534 


Gleichungen: 
dF 
(11) + 0, A(F)=0, B(F)=0 


durch eine gemeinsame Funktion F von i, 4,8, ©, V, V’,..., Y"») be- 
friedigt werden. 
Zur Entscheidung dieser Frage bilden wir zunächst die Gleichungen: 


2dF 
(AB)= (AB) + LTE, 


(A(AB)) = (A(AB)) — 
— sing — )EE_ cos (B — 0) — L’ootgi. cos (B — a 


sın ? 


Um einen Überblick über die komplizierten Operationen zu erhalten, 
setzen wir: 


(AB)=B,(F) und (AB)=B,(F) 
(AB) = B,(F) (AB,) = B.(F) 


(AB)=B,.ı(f) (AB)—-B,ı(F). 
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Alsdann können die beiden vorangehenden Gleichungen folgendermaßen 
geschrieben werden: 


B,(F)— B(F) + 27% 


5 ’ 
B,(F) = B,(F A = 
L’ dF 
— L’sin( — ) — E,008(8— 0)“ s LD’ eotgi. cos (ß — ©) er 
Geht man nun in entsprechender Weise weiter, so kommt: 
dF 
B, (F) = B,(F) — "FR 
BE mB(R)H: [535 
i = 





+L sin(ß — + cos (B — 9%; ; eg cotg?.cos(ß — O) 


sin & 


und überhaupt, welche auch die Zahl g ist: 
Be ‚(F) = 72 (mM) —(— Di dß’ 
B,,(F) >” B,,(F) a 


+ (— IL !|sin (B — 0,“ + nn, = + eotgi.cos (B— 0). AB) 


Nun aber ist es, wie wir im vorangehenden Paragraphen sahen, 
immer möglich, die Zahl q so groß zu wählen, daß die Ausdrücke: 
B,,-‚(F) und B,,(F) 


identisch verschwinden. Also erhält man zur Bestimmung von F 
außer (11) noch die beiden Gleichungen: 














dF 
dß = 
: dF —0®, dF 
sin (B — ra en 2 a + eotgi. cos (B— 9), v, 
oder die äquivalenten: 

6ER 0 
dß ee? 

. daF cos 0 dF 

Bin 0) . a a1 = 0, 


durch deren Kombination noch die Gleichung: 


dF sin (f— =) AP 
co (P— 9); di sind I 0 








i j dx dy dz 
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hervorgeht, und also folgt: 
dF_g sd _ 
7 La 
Hierdurch reduzieren sich die Gleichungen (11) auf: [536 


dF 
5-0, AF)=0, B(F)=0, 


dF 


0, 7): 


welche Gleichungen nach den Ergebnissen des ersten Paragraphen keine 
gemeinsame Lösung besitzen. 

Hiermit ist nachgewiesen, daß das in diesem Paragraphen betrach- 
tete totale System gar keine Lösung besitzt. 


$ 3. Diskussion eines dritten totalen Systems. 


5. Zur Berechnung der Größen: 
dx dy daz 
ds’ ds’ ds 
benutzen wir die bekannten Serretschen Formeln einer Kurve kon- 
stanter Torsion: 











dq 
a HrpER 
n 20 
Ay Aryp ro 
= adap—pdq 
e 1 Fer T 
Es ist: 
p=cosi.tgi, q=sini.tgi, 
woraus: 
dp = —sini.tgi.da+ di, 
und durch Einsetzung der Werte der Differentiale dA und di (10): 
dp sinA.cosi.sinß + cosA.cosß 
ds 95 L cos®i 
Eine analoge Rechnung gibt: 
da 941008 5: ein f — sind, opaß [537 
ss” co8?i l 
und da: 
I earer 


ist, folgt: 


[22 = — aL{cosA. cosi. sin 8 — sind. cosß) -X, 
(12) ® = aL{sina.cosi.sinß + cosA.cosß) = Y, 
E=--alsini.sinß=Z. 
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6. Jetzt bilden wir das totale System: 














“ 9a in Ka 
ER ER  —tLeosß „sinß Leinß.oogitv 
sin‘ 
ga, ei" av" 2) 
Bee Ve ern Se 
BE N ws av) 
 KsinO Kcas®.V7 080.7. fFsnG.g, 


und versuchen, Lösungen desselben zu finden. 
Existieren solche Lösungen, so sind sie jedenfalls bestimmt durch 
die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen: 


iR 
FE 


ee 














13) dF 
Loop; + Lau a, + (Bsinß. cotgi + o)4, 
- v5 243 (k +1) Se + (eos .f,+sin®. P,) — Fr =(, 
aus denen wir wie früher die Gleichungen: (538 
— dF dF dF  dF 
an rt rn 


herleiten. 
en. f dF dF . 
Durch Kombination der Gleichung: aß +76 mit der letzten 
Gleichung (13) finden wir die Gleichung: 
dXaF dYdF dZdF 
By en 


+ Lsin BG; + Let.“ 4 Loosß, cotgi, ; 


sın ? 


dF 

dß 1: 
+ IC sin®.f,+cos®. 9 en 
Zwischen dieser Gleichung und der letzten Gleichung (13) eliminieren 


wir zuerst Ip, und darnach St und erhalten hierdurch 


die beiden einfacheren Relationen: 
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A(F)=A(F)—aL{cosA.cosi.sin (— ®) — sin A.cos (B— 9) - 


— aL{sinA.cosi. sin (ß — ©) + cosA.cos(ß — 9,7, - 


-- aLsin i. sin(ß — ©) zo, 


B(F)=B(F)—aL{cosA.cosi.cos(B— ©) + sin A.sin (ß -) 
— aL{sin A. cosi.cos (ß — ©) — cos A.sin (ß — ©)} —- 


+ 


— aLsini.cos (ß — 0,0 
wo wir die Symbole A(F’) und B(F') in derselben Bedeutung wie früher 
brauchen. Wir setzen: 

(AB) =B,(F), (AB) =B,(F), 
(AB,)=B,(F), (AB,)=B,(F) 
und überhaupt: 
(AB)=B,,,(f), (AB)=B,,,(F). [539 


Alsdann wird: 


B. (F)=B,(F) — 2al?cosi. sind ss 


— 2al?sini. sind, r 


+ 2al?cosi - 
z 
und: 


B, (F)=B,(F) +3aL?{cosA..cosi.cos(ß — ®) + sinA. sin(ß — 0) au 
+3al?(sinA.cosi.cos(ß — ©) — cosA..sin (B — Ol je” 
+ 3aL? sini. cos (ß — ©) 
In entsprechender Weise findet man überhaupt: 
B.-F)=B;-ı(F) + S,_ıCo82. in + 





drF 
da 


dx 
: Sa 
+ &,_,81nA. sin? FFIR 
.dF 
32, E35, 0081 77 


und: 
 B,,(F)=B,,(F)— 8&,(6084.cosi.cos(ß — ©) + sinA.sin(ß — 0) a 


x 5 : dF 
— &,[sinA .cosi.cos(ß — ©) — cosA.. sin (ß — N 


— &, Sin®. cos Bo 
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ee 1)72g.aL”*, &,=(-N’(2g + Dart [540 


gesetzt ist. 
Wir wählen 29 — 1 so groß, daß die Koeffizienten p2-2 und 


9,” sämtlich verschwinden, und bilden sodann die Gleichungen: 


B,._ı(F) =; 0, Be) m 
B,,(F) ee 0, B,,+2(F) = 0. 


und darnach: 


Diese Gleichungen sind äquivalent mit den vier folgenden: 


dF 

a 
& dF se Bei ar 
nn (B “ 9) Fra Sans dla 


0=[cosA.cosi.cos(ß — ®) + sini.sin(ß — + 
+|sinA.cosi.cos(ß — ©) — cosi.sin(ß — a 


+ sin®. cos (ß — 9). En, 


dF ar: 
— 083 —— 
dz 


> sdH: : en 
0 — cosi.sind gt eind.eind 


dx 


Die beiden ersten geben durch Kombination: 
dF dF dF 


Fa daß =. 
und wenn man die dritte mit ar = (0) verbindet, so folgt: 
ach; i .dF Sa 
cosA.cosi + el rn +sini, = 0, 


die mit der vierten Gleichung verbunden die beiden folgenden liefert: 


1) F hi w 
REN cos + sin 1-0 [ee 


dz ’ 
und da % 7, =( ist, folgt schließlich: 
dF dF 
er) m 


Die Gleichungen: 
AF)=-0, B()-0 


reduzieren sich daher auf: 
A(F)=0, BIM)=0, 


die keine gemeinsame Lösung besitzen. 
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Das in diesem Paragraphen betrachtete totale System hat 
daher keine gemeinsame Lösung. 

Versucht man die Gleichung: 
(14) ®—rt= Dee 
nach Darbouxs Methode zu integrieren und stellt das totale 
System der Charakteristiken auf, so findet man nie ein Inte- 
gral, wie viele Differentialquotienten man auch mitnehmen 
möge. 

' Die obenstehenden Entwickelungen zeigen überdies, daß auch die 
von Levy herrührende Integrationstheorie nicht zur Integration von (14) 
führen kann. 

Es wäre noch denkbar, daß Gleichung (14) ein intermediäres Inte- 
gral der Form: 
fi, 9, 2,9,9,4b)=0 
besäße. Durch liniengeometrische Betrachtungen, auf die ich bei dieser 
Gelegenheit nicht näher eingehe, verifiziert man indes ohne Schwierig- 
keit, daß man auch in dieser Weise nicht zum Ziele kommen kann. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 30 


XXXla. 


Selbstanzeigen von XXXI. 


1. Bulletin des Sciences mathematiques et astronomiques XVI (II. Ser., Bd. V), 
2. Abt., S. 83. Paris 1881. 


Pour chercher si l’equation 
2 2\2 
(1) aut) 
peut s’integrer par la belle methode d’integration de M. Darboux, il 
faut se demander s’il existe des @quations aux derivees partielles qui 
aient 0” surfaces integrales communes avec l’&quation (1). Depuis 
longtemps on connait deux @equations de cette nature: d’abord l’&quation 
1 E p* 7 gq? =0 ’ 

et en second lieu l’equation du second ordre consideree par Monge et 
par J. A. Serret, et dont les surfaces integrales sont des surfaces 
reglees, contenant le cerele de la sphere. L’auteur d&montre, par des 
calculs assez compliques, qu’il n’existe pas d’autre &quation aux deri- 
vees partielles ayant oo” surfaces integrales communes avec (1). 

Ainsi l’&quation (1) ne peut s’integrer par la methode de M. Dar- 
boux, d’oü il resulte des lors que l’integrale de l’&quation (1) n’appartient 
pas ä la premiere classe d’Ampere. S. L. 


2. F.d.M. Bd. XII, Jahrg. 1880, 8.578—579. Berlin 1882. 


Durch ziemlich umständliche Rechnungen wird nachgewiesen, daß 
die partielle Differentialgleichung: 


f 


(1) ar m [579 


a? 





nur zu zwei anderen partiellen Differentialgleichungen (die beide imagi- 
när sind und keine willkürlichen Konstanten enthalten) in solcher Be- 
ziehung steht, daß diese mit ihr oo” Integrale gemein haben. Hieraus 
folgt nicht allein, daß (1) nicht nach Darbouxs schöner Methode Mte- 
grabel ist und daß ihr Integral somit nicht Amperes erster Klasse 
angehört, sondern zugleich, daß auch die von M. Levy entwickelte Theo- 
rie nicht zur Integration von (1) führen kann. L. 


XXXI 
Mathematiske Sätninger. (Mathematische Sätze.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh.; Aar 1881, Oversigt over Videnskabs-Selskabets Möder i 1881, 
8.6, 7 u. 12. Christiania 1882. 


1. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 4. Februar 1881. 
Oversigt 8. 6, Z. 16—18. 


Lie teilte eine Methode mit zur Bestimmung unendlich vieler 
Lösungen von linearen partiellen Differentialgleichungen, die eine in- 
finitesimale Transformation gestatten, 


2. 
Allgemeine Sitzung vom 1. April 1881. Oversigt 8.7, Z. 18—24. 


Lie teilte eine allgemeine Methode mit zur Integration einer um- 
fassenden Klasse linearer Differentialgleichungen von »-ter Ordnung. 

Wenn eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit zwei unabhängigen Veränderlichen eine infinitesimale Transforma- 
tion gestattet, die sämtliche Charakteristiken verschiebt, so kann man 
ein Integral mit zwei willkürlichen Funktionen aufstellen, deren jede 
unter je einem bestimmten Integrale auftritt. 


3. 
Allgemeine Sitzung vom 28. Oktober 1881. Oversigt S. 12, Z. 14—28. 


Lie teilte folgendes mit: 


Die Bestimmung der infinitesimalen Transformationen einer alge- 
braischen Differentialgleichung Y= 0 verlangt nach meinen früheren 
Untersuchungen nur die Integration einer linearen Differentialgleichung 
zwischen zwei Veränderlichen, deren Koeffizienten algebraische Funk- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen sind. Aber eine solche Differen- 


tialgleichung kann nach der Behauptung Poincares durch die von 
30* 
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diesem eingeführten neuen Funktionen integriert werden. Infolgedessen 
kann man immer die infinitesimalen Transformationen bestimmen, die 
irgend eine algebraische Differentialgleichung Y = 0 in sich selber über- 
führen. Kann Y = 0 durch irgend eine (bekannte oder unbekannte) Be- 
rührungstransformation auf lineare Form gebracht werden, so verlangt 
die Integration von V = (0) nur eine Anzahl Quadraturen. 

In dem Vorstehenden wird vorausgesetzt, daß die Ordnung von 
V=0 größer ist als zwei. Ist die Ordnungszahl gleich zwei, so muß 
man das Wort „Berührungstransformation“ durch „Punkttransformation“ 
ersetzen. 





XXX. 


Diskussion der Differentialgleichung [112 
d’z 


aa Fa: 


Von SorHus Lie. 
Arch. for Math., Bd. VI, Heft 1, S. 112—124. Kristiania 1881. 


In dieser Note bestimme ich zuerst alle Fälle, in denen eine par- 
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form: 


d’z 
(1) dnay Fo) 
durch Anwendung von Darbouxs Integrationsmethode integriert werden 
kann. Hierdurch ergibt sich, daß die von Liouville integrierte Gleichung: 


(2) —— = Ad: 


die einzige Gleichung der Form (1) ist, die in dieser Weise integriert 
werden kann, anders ausgesprochen, daß Gleichung (2) die einzige Glei- 
chung der Form (1) ist, deren Integral Amperes erster Klasse ange- 
hört. Es ergibt sich ferner, daß die von Levy herrührende Bemer- 
kung (Comptes rendus, 1872) für keine Gleichung der Form (1) ver- 
wertet werden kann. Aus dem Öbenstehenden folgt insbesondere als 
Korollar, daß das Integral der Gleichung: 


(3). ee y = Ksinz, 


auf deren Integration Bonnet und Enneper die Bestimmung [113 
aller Flächen konstanter Krümmung zurückgeführt haben, nicht Am- 
peres erster Klasse angehört. 

Sodann bestimme ich die allgemeinste Berührungstransformation, 
vermöge deren eine Gleichung der Form (1) in sich selbst transfor- 
miert wird. In dieser Weise erhalte ich unter anderem eine bemerkens- 
werte Transformation, vermöge deren aus einer jeden vorgelegten Fläche 
konstanter Krümmung einfach unendlich viele weitere derartige Flächen 
hergeleitet werden können. 
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Die in dieser Note entwickelten Theorien können auf alle Glei- 
chungen der Form: 
d’z 


dady = F(x, y, 2) 


mit vollständigem Erfolge angewandt werden. 


I. 
1. Um zu versuchen, eine beliebige Gleichung der Form: 
1aar ey” F() 
nach Darbouxs Methode zu integrieren, setze ich: 
mm en. N, 
ar = q, ge = g, En ee zo — gü+), 
Alsdann wird: 
u = dadr =F(e)=Q, [114 
WR ryımeg, 


dq” ar a2 = PF% . gg" + ar gg + 2 qQ 2 0% 


Bezeichnet man mit ö eine beliebige unter den Zahlen 1, 2, 3, so sieht 
man, daß der Differentialquotient von q® hinsichtlich x jedesmal die 
Form: 


WERE HRLER, ..., 20,99, .., 09) 
besitzt, und durch Differentiation erkennt man, daß diese Form für 
jede ganze Zahl i gültig bleibt. 

‚Um die Sprache zu erleichtern, ordnen wir einer jeden unter den 
Größen 9,9‘, ..., q) eine gewisse Ordnungszahl zu. Wir betrachten 
q als eine Größe erster Ordnung, q’ als eine Größe zweiter Ordnung 
und überhaupt g“ als eine Größe (ö + 1)-ter Ordnung. Dementsprechend 
betrachten wir das Produkt g®9® als eine Größe @+1+%+ 1)-ter 
Ordnung, ebenso g"g')g) als eine Größe (de +%k+n + 3)-ter Ordnung, 
usw. Benutzen wir diese Ausdrucksweise, so sehen wir, daß @ eine 
Größe nullter Ordnung ist, daß Q eine Größe erster Ordnung ist, daß 
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Q’ die Summe zweier Glieder zweiter Ordnung und somit selbst von 
zweiter Ordnung ist, und überhaupt, daß Q®% eine Größe ö-ter Ord- 
nung ist. 


2, Wir bilden das simultane System: 


de de dp at a dg”) 


1 p p ee p) Q Q “ m) , 
in dem nur die Größen: 
ED... PET 0 [115 


auftreten. Unser simultanes System enthält 2m + 4 durch 2m + 2 
lineare Differentialgleichungen verbundene Größen und ist daher ein 
totales System. Wir haben zu untersuchen, ob dieses totale System 
Integrale besitzt. 

Ist f ein solches Integral, so muß die Gleichung: 


Tan +3 dz +22 5 ap” +27 a = 0 
vermöge des totalen Systems identisch bestehen. Soll aber die Gleichung: 


df A 
(a Sen + I m)än + dann = 0 


für alle Werte der unabhängigen Differentiale dx und dp") identisch 
bestehen, so muß e die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen : 


L(f )= an = ’ 


Mf) = u Sr, I 
befriedigen. Dann aber befriedigt f ebenfalls die folgenden Gleichungen: 
d 
L(MM) —- MLN)=0=- zen =L(f), 


L(UN) - ULN) -0- un ul, 


L,(aN)-ML..N)-0- & -LN 


L„.(MfN) —- MLN)=0- dz = 1,4ı(f)- 
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Die Gleichung M(f) = 0 reduziert sich hierdurch auf: 





A nid 
er er [116 
oder durch Einsetzung der Werte der Größen 9% auf: 
he Ua Msn er 
N(f)= Bu a Te io) co 


Wir bilden die Gleichung: 
Lars (NN) = NE.) R ER == 0, 


welche die Form: 


m 


ne if "li dp;\ _df 
ee ae tr Er re Fr 





besitzt. Dabei ist die Größe a von iter Ordnung. Zwischen den 
beiden Gleichungen: N(f)= 0 und Z, +2(f) = 0 eliminieren wir zuerst 


= ,‚ darnach Er und erhalten hierdurch die beiden Gleichungen: 





‚df ‚ ‚ [Zi df E ’ 2 ya 7. d i df 
0= PZaHF®-FFNgg0+ SI((F °- FF"Jgt 94 F".9,- FGR) Fr 


ZZ af ‚ AYZZ df n „dp; ZZ df 


3. Jetzt setzen wir ausdrücklich fest, daB die Größe: 
F’'? Be BR: 


von Null verschieden sein, anders ausgesprochen, daß F«z) nicht die 
Form Ae®, wo A und %k Konstanten sind, besitzen soll. Alsdann 
können wir mit F’?— FF” dividieren und erhalten hierdurch zwei 
Gleichungen der Form: e 


F' df df df 
AN tat ke) 


pr df df m d 
u re re rer 


in denen «, und ß, Größen ö-ter Ordnung bezeichnen, die & gar nicht [117 
enthalten, sondern nur von 2,9,4/, ..., g€-2 abhängen. Wir bilden 
die Gleichung: 


m 


ABN-BAN-BN- I LG 
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und bemerken dabei, daß jede Größe ß!” von (#— 1)-ter Ordnung ist. 
Dementsprechend setzen wir: 


AB, N) — B(AN)= Bf) - 3 Bi e 


und überhaupt: 
A(B,_,N) —- B_, (AN) = Bf= Zm4 Er ; 


und bemerken, daß die ß” jedesmal von der a ‘—k sind. 
Folglich besitzt B,(f) die Form: 


Dia FF tat nt. 


wo a,, b, und c, Konstanten sind, unter denen übrigens c, null ist, 
weil alle Glieder der Größe ß” von (i — k)-ter Ordnung sind. 


4. Ich behaupte, daß der Koeffizient a, immer von Null verschie- 


den ist. 
Zum Beweis bilde ich den Ausdruck: 


af 
Bauf)> %zı age +V ee 


und bemerke, daß a,,, nach bekannten Regeln durch die Gleichung: 
a AB + a) 
bestimmt ist. Nun aber ist: 
ABd,gate)=0, B(a®)=a, Bila,ı)=0, 


und also wird: 


ES Eee?) 


a4,—= = be 
womit wirklich nachgewiesen ist, daß a, immer von Null ver- [118 
schieden ist. 


d. Hiermit ist erwiesen, daß B a — 0 die Form: 


2,0 =)" 
besitzt, ferner daß die Gleichung: 


und da a,=1 ist, folgt: 





dq > m 


Mm— d d 
BB. 0) == nn 1) i au a dn_ ı9 Fr en 





mit: 
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äquivalent ist, und daß überhaupt jede Gleichung B,f—= 0 mit: 
af 
a 
äquivalent ist. 
Die Größe f ist daher eine gemeinsame Lösung der Gleichungen 


er ., 


dp® ’ da ae >’ da 





(k=0,1,...,0) 


und hängt somit nur von y ab; was wieder heißt, daß unser totales 
System keine andere Lösung als y besitzt. 
Infolgedessen kann die Gleichung: 


d’z : 
ea a), 


wenn F'?— FF” von Null verschieden ist, nicht nach Dar- 
bouxs Methode integriert werden. 
Ist dagegen: F'?— FF"=0 und: 
Fo Ae:, 


so führt Darbouxs Methode bekanntlich zur Integration der be- 


treffenden Gleichung: 
d’z 


die zuerst von Liouville integriert worden ist. 


I: 
6. Jetzt suchen wir die allgemeinste Berührungstransformation: 
= Xa,y,2,P,q), y-Y, 2=Z, p=P, qa=Q, 
die eine Gleichung der Form: 
d’z 

(4) ns dzay IF) 
in sich selbst transformiert. 

7. Schließen wir den Fall _ =), der keine Schwierigkeit darbietet, 


aus, so ist nach dem Vorangehenden sicher, daß die Gleichung (4) nie 
allgemeine intermediäre Integrale der Form: 


u=flv), %= Y(ß,) 


besitzt. Daher müssen die Größen x und y (die gleich Const. gesetzt, 
partikulare intermediäre Integrale liefern) bei der betreffenden Trans- 
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formation entweder unter sich vertauscht werden oder invariant bleiben. 
Wir können somit ohne wesentliche Beschränkung: 


Aigen X(a’), ) az YWy), En Z@, Yy, 2, p, q) 


setzen, und dabei muß Z nach meinem alten Satze über Berührungs- 
transformationen die beiden Gleichungen: 


IXZ]=0, [YZ]=0 [120 


erfüllen, was wieder heißt, daß Z nur von z’, x’, y’ abhängen darf. So 
folgt der 


Satz. Eine jede Berührungstransformation, die eine Gleichung der 


Form: 
d’z R dF 
daedy = F(z), wo a. 0, 


invariant läßt, besitzt entweder die Form: 
(5) s=Xle), y=YW), 2=Zlü,y, 2) 
oder die Form: 
en Dy), - P(x), em ae, y, 2). 
8. Wir können uns ohne wesentliche Beschränkung auf die Glei- 
chungen (5) beschränken. Dieselben geben: 
dz_ dZda | dZdeda 
aa de’ de ! dr’da' de’ 
d’Z d’Z dz dıZ de d’Zde de dzZ d’zr EEE 


d?z 
dus ana Tasaraytayar ae Fatal ar tar anay)anay 





woraus: 
en aaa 00. 2 
dz' da’dy | d’dady | dedzdy a2 dy’dz' d« T dedy dady (2). 
Nun aber soll die transformierte Gleichung die Form: 
aan 
da’dy Kae (z’) 
besitzen, also erhält man zur Bestimmung von: X(«’), Y(y)), Z(«',y', £) 
die folgenden Relationen: 








dXdY 
az u A wor az n dady _ Wr 
a7), ward art warn az F-Fle), te 
dz’ 

woraus: 

Z=a:.!+X,a)+Y,(y) (a = Const.), 

daX dY Far +-X,+Y) _ ‚ 

(6) dx’ dy’ & — F(2). 
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9. Durch die letzte Funktionalgleichung wird F'(z’) bestimmt. Geben 
wir y' einen konstanten Wert, so genügt F‘(z’) einer Gleichung der Form: 
Fa! +%)= X,Fle‘), 
woraus, wenn wir a2’ + X,=» setzen: 


ar 7 ‚ 
a = X, Fe), Ka = KIEL Pr 


Ist 0, so folgt: 
Fe) a X 








Fe) X x, —= Öonst., 
so daß: 
F(e) = Ad* 


gesetzt werden kann. In diesem speziellen Falle gibt (6) zur Bestim- 
mung von X,, Y;, X und Y die Relation: 


daXaY 
da’ dy 





ek(az’+ X, +7) — wer?’ 


welche zeigt, daß a —=1 und: 


[122 


wo m eine arbiträre Konstante bezeichnet. 
Die Liouvillesche Gleichung: 
d’z } 
re 
wird daher in sich selbst transformiert durch eine jede Trans- 
formation der Form: 


2 + KM)HHWY), a mfernan, y-tjernway.. 


Diese partielle Differentialgleichung, die nicht auf die lineare 
Form gebracht werden kann, gestattet daher wie jede lineare 
Gleichung ©” Transformationen in sich. 

10. Soll eine Gleichung: 


d’z 


daay E89) 


deren F' nicht die Form Ae: besitzt, eine oder mehrere Transforma- 
tionen in sich gestatten, so muß nach dem Vorangehenden: 


L@)=0, Yı)=0 
sein. Die Bedingungsgleichung (6) nimmt daher die Form an: 


dXdY v 
PET ; Fa?’ +b)=aF(?), 
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so daß X und Y lineare Funktionen bezüglich von x und y’ sein 
müssen. F' ist bestimmt durch die Funktionalgleichung: 


F(az +b)=cF(@\ 


in der a, c, und b Konstanten sind, unter denen die beiden ersten von 
Null verschieden sein müssen. Hierbei ist zu bemerken, daß eine jede 
Funktion F(z’) eine solche Funktionalgleichung befriedigt, nämlich die 
identische Gleichung: 


Kid) Fle),;wo: a=c=1, 5-0} (123 
die entsprechenden Werte von X und Y sind: 
X=-ms+u, Y-_y' +», 


wo m, u und v arbiträre Konstanten sind. 
Eine jede Gleichung der Form: 
d’z 
ware) 
wird daher in sich transformiert durch eine jede Transfor- 
mation der Form: 


j 1 
gug, em! +u, = yHtr. 


Kennt man daher eine beliebige Lösung einer solchen Gleichung, etwa: 


en (x, Y), 
so ist: 


= Ol(ma+u, „y+») 


eine allgemeinere Lösung derselben. 
Befriedigt F eine Relation der Form: 


F(a’+b)=cF(?), 


wo a von 1 oder b von Null verschieden ist, so findet man eine noch 
allgemeinere Transformation, welche die betreffende Differentialgleichung 
in sich transformiert. 


11. Die soeben entwickelte Theorie findet eine interessante Anwen- 
dung auf die Flächen konstanter Krümmung. Bezeichnet man nämlich mit 
# den Winkel zweier Haupttangentenkurven einer solchen Fläche, mit s 
und $ die Bogenlängen dieser beiden Haupttangentenkurven, so ist # 
nach Bonnet bestimmt als Funktion von s und S durch die Gleichung: 

d’y 


Asds” Ksin # (K = Const.). [124 
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Kennt man nun eine beliebige Fläche konstanter Krümmung und in- 


folgedessen eine Lösung: 
= ©(s,$) 


der letzten partiellen Differentialgleichung, so ist: 


= o(ms, ) 


eine allgemeinere Lösung. Die Bestimmung der betreffenden neuen 
Flächen konstanter Krümmung verlangt die Integration einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung. Ich behalte mir vor 
hierauf bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen.') 


Oktober 1880. 


1) Vermöge meiner früher auseinandergesetzten Methode ist es mir gelungen, 
die endlichen Gleichungen mehrerer neuer Flächen konstanter Krümmung ohne 
Integrationen oder Quadraturen zu bestimmen. Ich habe andererseits ge- 
funden, daß jede Fläche konstanter Krümmung die unendlich entfernte Ebene 
nur nach dem Kugelkreise zusammen mit gewissen Tangenten dieses Kegel- 
schnittes schneidet. Ich behalte mir vor, einige Entwickelungen auf S. 358 des 
5. Bandes dieser Zeitschrift [hier Abh. XXX, S. 443f.] zu berichtigen. 

Wendet man meine Kugelabbildung auf alle Flächen mit ebenen oder sphä- 
rischen Krümmungslinien an, so erhält man alle Flächen, deren Haupttangenten- 
kurven (der einen oder beider Scharen) linearen Linienkomplexen angehören. 


XXXIlla. 


Selbstanzeige von XXXIII. 
F. d. M., Bd. XIII, Jahrg. 1881, S. 297—298. Berlin 1883. 


Nach Moutards alten, leider noch nicht in extenso publizierten 
Untersuchungen kennt man alle partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung von der Form: 

(1) 4 F&, Y,2,P, q), 

deren Integrale Amperes erster Klasse angehören. Diese Gleichungen 
sind bekanntlich zugleich die allgemeinsten der Form (1), die vermöge 
Darbouxs allgemeiner Integrationstheorie erledigt werden können. 
Wie es scheint, hat noch niemand die Frage beantwortet oder nur be- 
handelt, ob es Gleichungen zweiter Ordnung gibt, deren Integrale nicht 
Amperes erster Klasse angehören, welche nach Levys Integrations- 
theorie (C. R. LXXV, 8. 1094, s. F.d. M. IV, 1872, S. 172) integrierbar 
sind. Diese Frage wird im ersten Teile der vorliegenden Note für die 
Gleichungen der einfachen Form: s= F‘(z) entschieden. Das Interesse 
dieser Untersuchung beruht übrigens wesentlich nur darauf, daß die an- 
gewandte Methode sich mit vollständigem Erfolge auf alle Gleichungen 
der Form s= F(x, y, 2) anwenden läßt. 

Der zweite Teil der Note gibt eine vollständige Transformations- 
theorie der Gleichung s = F(z). Besonderes Interesse bietet die Liou- 
villesche Gleichung s= Ae«® dar. Dieselbe wird nämlich durch un- 
begrenzt viele Berührungstransformationen, die sämtlich bestimmt [298 
werden, in sich transformiert. Alle anderen Gleichungen der Form 
s— F(z) gestatten nur die folgende, sozusagen evidente Transformation 
in sich, nämlich: 


’ ’ 1 
x=mtc-+a, Y-.rtb 


wobei m, « und b willkürliche Konstanten bezeichnen. 

Diese letzte einfache Bemerkung findet eine bemerkenswerte An- 
wendung in der Theorie der Flächen konstanter Krümmung, die sich 
bekanntlich durch eine partielle Differentialgleichung der Form: 


s=K.siınz (K= Const.) 


definieren lassen. Man erkennt in der Tat, daß sich aus einer vorge- 
legten Fläche konstanter Krümmung immer einfach unendlich viele 
derartige Flächen durch Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung herleiten lassen. Diesen oo! Flächen ent- 
sprechen Parallelflächen mit konstanter mittlerer Krümmung, die auf 
einander abwickelbar sind. 


XXXIV, [153 


Transformationstheorie der partiellen Differentialgleichung 
da+P +), 


D} 
s-rt= 
a 





Von SoPHus Lie. 
Arch. for Math., Bd. VI, Heft 2, 8. 153—167. Kristiania 1881. 


Bezeichnet: 
(a, Y, 2, P, d, T, S, t) = 


eine beliebige vorgelegte partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung, so sage ich, daß eine gewisse Berührungstransformation: 


= Xa,y,d,r,d), y=-Y, 2e=Z, p=P, q=Q 
diese Gleichung in sich transformiert, wenn eine Relation der Form: 
945,995 )- Fa, y,e,P, dd): Pa, y,2',p,gyr,s,t) 


stattfindet und dabei f eine arbiträre Funktion von «, y', 2’, p', q’ be- 
zeichnet. Besonders wichtig ist die Bestimmung aller infinitesimalen 
Berührungstransformationen, die eine vorgelegte partielle Differen- [154 
tialgleichung zweiter oder höherer Ordnung in sich transformieren. 

In dieser kurzen Note beschäftige ich mich mit der bekannten 
Gleichung zweiter Ordnung: 


(1) ®—rt=K(l+p +) = Kos, 


die alle Flächen konstanter Krümmung definiert. Es ist einleuchtend, 
daß jede orthogonale Transformation (Bewegung) diese Gleichung in sich 
transformiert. Ich beweise, daß umgekehrt jede Berührungstransforma- 
tion, welche Gleichung (1) in sich transformiert, eine Bewegung oder 
Spiegelung ist. Hieraus schließe ich, daß jede Berührungstransforma- 
tion, die geodätische Kurven in geodätische Kurven umwandelt, eine 
Ähnlichkeitstransformation oder eine Bewegung sein muß. 
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ı 


1. Die allgemeinste infinitesimale Berührungstransformation zwischen 
den Größen x, y, 2,9, q wird nach meinen früheren Untersuchungen 
bestimmt durch die Gleichungen: 
dW dW dW daW' 
da, 94-7 dr -(-W+p‘ a, 1) 

dW 


(tr) da 


7 +95) 9% 


in denen r eine Hilfsgröße, W eine arbiträre Funktion von 2, y,2,p,q 
bezeichnet. Um die Formeln abzukürzen, setze ich: 


dW dW daW Y 
Zr +» Er — AW, are 
dW dW W aW 

= y + q ’ry FE -1 B p) dq = D W, 


und also erhalten die Inkremente dx, öy, öp, öq die Form: 
IE EW.ör, :0y= ::DW.6r, 


2 
2) op=—-AW.ödr, ödq=— BW.dr. 


2. Wir müssen die Inkremente Ör, ös, dt berechnen. Hierzu [155 
bilden wir die Gleichung: 


3 (dp rd — sdy) = 
oder die äquivalente: 


öp dr 
ara a e-Fdy=0, 


die sich in die beiden folgenden zerlegt: 


AL nd EEE LA 
ö7T deödr "de dr de ör’ 
Ip, 0m, en 
öT dy dr "Ay de Ay ör? 


aus denen durch Einsetzung der Werte (2) folgt: 


a 
ös 
--2 AwW+rz, „eW+s 25 DW. 


Sophus Lie: Gesammelte ER Bd. “= 31 
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In diesen letzten Formeln bezeichnen die Differentialquotienten hinsicht- 
lich x und y totale Differentialquotienten, so daß überall: 


AR AR AR AR AR 
Fr FR has +87, "AR +rOR+SsDR, 
AR dR AR d2 


zu setzen ist. Also kommt: 


= = =AAW +rCAW+sDAW + r(ACW+rOCW-+sDOW)+ 


+s(ADW+rCDW+sDDW), 
— 5, = BAW + sCAW +1DAW + r(BOW + sCCW+:DCW)+ 
+s(BDW + sCDW +1DDW), [156 


und eine analoge Rechnung gibt: 


je . = BBW+sCBW+tDBW +s(BCW + sCCW+tDOW) + 
+t(BDW+sCDW +tDDW). 


3. Diese Werte der Inkremente ö r, ös, öt, wie auch die früher (2) 
gefundenen Werte der Inkremente dp, ögq tragen wir in die Gleichung: 


2sös— tör - röt— 4AKopdp — 4Kogdg= 0 
ein und finden hierdurch zur Bestimmung aller infinitesimalen Berüh- 


rührungstransformationen, welche die Gleichung (1) in sich transfor- 
mieren, die Bedingungsgleichung: 


(= — (2 — ri) (rCCW + 2sCDW-+tDDW) + 
+rs(OBW — BOW) + st(ADW— DAW) + 

+rt(CAW+ACW+DBW+BD W)—-s(2BDW+2C0AW)+ 

+rBBW—2sBAW+tAAW+ 4KopAW + 4KogqBW, 
die durch Benutzung von (1) und von den Identitäten: 

CBW—BCW=0, ADW-DAW=0, 
ACW+DBW=(CAW+BDW 
die einfachere Form: 
(BBW — Ko?0C0W)r — 2(BAW + Ko?’CODW)s + 
+(AAW —- Ko!DDW)t — 
— 2(BDW + CAW)Ko?+4KopAW +4KoagBW = 0 


annimmt. 
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Diese letzte Gleichung soll nun vermöge der Gleichung (1) iden- 
tisch bestehen, wozu erforderlich und hinreichend ist, daß die vier 
Relationen: 


BBW-Ko0CW=0=L, [157 
(3) BAW+KoCDW=-0=-L, 

AAW-—- Ko’DDW=-0=L,, 
(3) o(BDW+CAW)- pyAW—-24BW=0=L, 


stattfinden. Also finden wir die allgemeinste infinitesimale Berührungs- 
transformation (2), welche die Gleichung (1) in sich transformiert, indem 
wir die allgemeinste Funktion W von x, y, 2, p, q bestimmen, welche die 
vier partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (3), (3°) befriedigt. 


4. Um dieses neue Problem zu erledigen, zeigen wir zunächst, daß 
jede Funktion W, die den Gleichungen (3) genügt, eine Reihe weiterer 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung befriedigt. 

Wir bilden die Gleichung: 


A(BDW+CAW-2".AW—22BW)=0 
oder ausgeführt: 


ABDW-+ACAW —- 22 AAW — 27 ABW= 0: 


Nun aber ist, wenn wir zur Abkürzung: 


daR 
Dr 
setzen: 
(4) ACR=CAR—Q, BDQ=DB2— RL, 


und also kommt: 
ADBW—-AW,+0AAW-AW,— 22 AAW—22ABW=0 
oder, dd ADQ= DAR ist: 
DABW+CAAW—2AW,— 22? AAW-2Z2ABW=0. 


N 


Hier setzen wir die früher (3) gefundenen Werte der Größen [158 
ABW und AAW ein und finden so die Gleichung: 
D(—- Ko’CDW) + (C(Koa®DDW)—2AW, — 
—2KpoDDW+2KogDOCW=0 
oder durch Ausführung und Berücksichtigung der Identität: — DODW+ 
CDDW =: 


(5) — KoagCDW + KopDDW- AW,=0=L, 
812 
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womit eine neue partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
funden ist. Diese Gleichung kann offenbar die Form: 


(5) qBAW+pAAW—-oAW,=0=-L, 
oder die äquivalente: 
5) KW. -W3t@®—-DW.+qaW,,+p4W.=-0=-L' 


erhalten. 

Da die Gleichung (1) ungeändert bleibt, wenn x und y vertauscht 
werden, so erhält man eine zweite neue Gleichung zur Bestimmung 
von W, indem man in (5) die Buchstaben p, 9, A, B,0,D bezüglich 
mit q, p, B, A, D, C vertauscht, die folgende nämlich: 


(6) — KopCDW+KogCCW—-BW,=0=L, 
oder: 
(6°) pABW + qBBW—-oBW=0=L 


oder die äquivalente: 
(6°) a(W,,—W..) E @>4)W,.+ PW:,+ PqW.:=0 = De 
5. Wir bilden die Gleichung: 
dL, 


ar + E)+ DE) - BE) - 2A =0, 


die durch Ausführung die Form: 

(7) AAW+BBW-oW,,=0=L, 

oder die äquivalente: 

(7) W.+Wu-W..+2PW,..+20W,.=0=-L [159 


annimmt. Die drei soeben gefundenen neuen Gleichungen (5”), (6), (7) 
sind, wie man durch Auflösung findet, äquivalent mit den drei folgenden: 








1 1 
[w,, et » W., Ar in an =) Wuy— « q Wi 
(A) } W,..- TE p W..t+ 7, Wr- IıLw,, 
2 
wo. - W..+ = Hy :4 Wu 


6. Wir bilden die Gleichung: 
at 1 
DE) — zu A) + FB) =0, 


die durch Ausführung die Form: 
(8) qCAW—pDAW-aW,—-—BW+oDW,=0=L, 
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annimmt. Eine analoge Überlegung gibt die Gleichung: 
(9) pDBW—-qgCBW-—-pW,—-AW+oU0W,=0=L,. 


Wir bilden die Gleichung: 
dL, 





B(L,) + A(L,) wer Po 0, 
die durch Ausführung die Form 
(10) pAW,+qgBW,-oW,=0=L, 


annimmt. Ebenso erhalten wir durch Bildung der Identität: 

A +2 BL) + KoC(L,) — 2 B(L,) — 2. B(L,) =0 
die Gleichung: 
(11) DBW-CAW+2pCW—-W,=0=L1L, 
und durch Vertauschung von x und y die Gleichung: 
(12) CAW—- DBW+24DW,—-W,=0=L1.: [160 
Endlich durch Bildung der Identität: 

U} 4(L,)— Kol(L,) 0 

folgt die Gleichung: 
(13) DAW +CBW-«aC0W,-»prDW=0=-1, 


oder die äquivalente: 


WetWu—2. 


7. Hiermit kennen wir dreizehn unabhängige partielle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, denen W genügt. 

Ehe wir weiter gehen, ersetzen wir die sechs Gleichungen Z, = 0, 
L,=0, L%,=0, L,=I9, Las =0, Ls > 0 durch die äquivalenten 
Relationen: 

| W,. = u „= Wat Wr = 
(1a) ne er Ww=®d, 
| -4W,,+W.,- W.=9, 
pW,. + WM, ar 0, 


unter denen die letzte zeigt, daß W, die Form: 


W, u q82 (2 Y, 2, 2 u rk, Y, 2, w) 
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besitzt. Zur Bestimmung von 2 erhält man die Relationen: 
20, A, uR,, =, 
pa, +, —wR,,— 42, = 0, 
gr, +2. 40, 
die sich in die folgenden zerlegen: 
A. 2,0, =, 


w2,+2,=0, 2,3% = 9; 
also ist: 


W,=°. 


8. Nun aber weiß man, daß die Gleichung (1) ungeändert [ısı 
bleibt, wenn die Größen x, y,2 beliebig unter sich vertauscht werden. 
Folglich bestehen, wie man leicht einsieht, die drei Relationen: 


W.=0d, W,=0d, W,=0. 


Diese Werte substituieren wir in die vier Gleichungen (A) und (10) 
und erhalten hierdurch die drei unabhängigen Gleichungen: 


0--W,+(2+2)W,- 2 Wen 





De on etw ey 


q xy q v2) 
0 Ss p W. er q Wi 
welche zeigen, daß: 


Wal WW 0 


sind, und daß W infolgedessen hinsichtlich der Größen x, y, 2 linear 
ist. Durch Berücksichtigung der Gleichungen: ,=0, ,=0, L,=0 
erkennt man, daß W ebenso hinsichtlich p und g linear ist und daß 
W somit die Form: er 
W=(ar+by+ce+dp+(ax +ßy+yz+0)g + 
+Axr+By+(z+D 
besitzt. 


9. Um die zwölf Konstanten näher zu bestimmen, benutzen wir 
die Gleichungen (14), welche zeigen, daß: 


a=0, B=0, b+a=0, y=B, c=A, (=-0 
ist, und daß W somit die Form: 
W=b(yp—ag)+elep+2)+rk@ga+y)+dp+dg+D 
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besitzt, was wieder heißt, daß die allgemeinste infinitesimale 
Berührungstransformation, welche die Gleichung: 


(1) ®-rt=Ki+p+qQ)% 


in sich transformiert, eine infinitesimale Bewegung des [162 
Raumes z2,y,z darstellt. 


10. Ich werde durch synthetische Betrachtungen andeuten, wie 
der soeben gefundene Satz auf endliche Transformationen ausgedehnt 
werden kann. 

Soll eine endliche Berührungstransformation die Gleichung (1) 
in sich transformieren, so muß sie nach dem soeben gefundenen Satze 
die Eigenschaft besitzen, jede infinitesimale Bewegung in eine Be- 
wegung überzuführen. Insbesondere muß sie jede infinitesimale Trans- 
lation in eine Translation umwandeln, weil nämlich die Translationen 
die ausgezeichnete Eigenschaft besitzen, eine dreigliedrige Transforma- 
tionsgruppe zu bilden, die bei allen Bewegungen invariant bleibt. Wenn 
aber eine Transformation jede infinitesimale Translation in eine Trans- 
lation umwandelt, so muß sie eine lineare Transformation sein, bei 
der die unendlich entfernte Ebene ihre Lage behält, und hieraus folgt 
ohne Schwierigkeit der 


Satz. Jede endliche oder infinitesimale BDerührungstransformation, 
welche eine Gleichung der Form: 


2—rt=K1l+pP+P), 


wo K eine beliebige von Null verschiedene Konstante bezeichnet, in sich 
transformiert, ist der analytische Ausdruck einer Bewegung oder einer 
Spiegelung des Raumes %, y, 2. 


II. 


11. Die obenstehenden Entwickelungen geben sehr leicht die Be- 
stimmung der allgemeinsten Berührungstransformation, die geodätische 
Kurven in geodätische Kurven umwandelt. 

Man wende in der Tat eine solche Transformation auf eine be- 
liebige Fläche konstanter Krümmung an, das heißt auf eine be- 
liebige Fläche, deren geodätische Kurven durch eine Gleichung der Form: 


apa, y) + fa, y) + ec 0 [163 


mit den Konstanten a,b, c dargestellt werden können. Die transfor- 
mierte Fläche besitzt dann nach den gemachten Voraussetzungen 
wiederum die Eigenschaft, daß ihre geodätischen Kurven durch eine 
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ebensolche Gleichung dargestellt werden können, so daß die transfor- 
mierte Fläche ebenfalls konstante Krümmung besitzt. 

Die gesuchten infinitesimalen Berührungstransformationen haben 
somit die Eigenschaft, jede Integralfläche der einfach unendlich vielen 
partiellen Differentialgleichungen: 

s®’— rt 

tr + ai 
in eine ebensolche Integralfläche überzuführen. Hieraus folgt, daß 
unsere oo! Gleichungen durch eine jede Transformation der verlangten 
Art in sich transformiert oder unter sich vertauscht werden. Nimmt 
man daher eine beliebige infinitesimale Transformation, die geodätische 
Kurven invariant läßt, so erhält man durch Zusammensetzung derselben 
mit einer zweckmäßigen infinitesimalen Ähnlichkeitstransformation eine 
infinitesimale Transformation, die eine bestimmte Gleichung der Form: 


®—rt=Ki1+P+qQ)% 


in sich transformiert. 


= einer arb. Const. 


Daher sind die (infinitesimalen Bewegungen zusammen 
mit den) infinitesimalen Ähnlichkeitstransformationen die 
einzigen infinitesimalen Berührungstransformationen, die geo- 
dätische Kurven invariant lassen. 


12. Soll eine endliche Berührungstransformation geodätische Kur- 
ven invariant lassen, so muß sie die Eigenschaft besitzen, den Inbegriff 
aller infinitesimalen Bewegungen und infinitesimalen Ähnlichkeitstrans- 
formationen invariant zu lassen, woraus durch eine einfache Überlegung 
hervorgeht, daß sie insbesondere alle infinitesimalen Translationen 
in ebensolche umwandeln muß. Hieraus fließt sogleich, daß die gesuchte 
endliche Transformation eine lineare Transformation sein muß, bei der 
die unendlich entfernte Ebene ihre Lage behält. Unter diesen Trans- 
formationen sind aber die Ähnlichkeitstransformationen offenbar [164 
die einzigen, welche die verlangte Eigenschaft besitzen. 

Soll daher eine endliche oder infinitesimale Berührungs- 
transformation die Eigenschaft besitzen, geodätische Kurven 
invariant zu lassen, so muß sie eine Ähnlichkeitstransfor- 
mation (oder eine Bewegung) sein. 


II. 


13. Liouville hat bekanntlich die allgemeinste Punkttransforma- 
tion bestimmt, welche die Eigenschaft besitzt, jede Fläche in den klein- 
sten Teilen konform zu transformieren. Ich stelle mir die schwierigere 
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Aufgabe, alle Berührungstransformationen, und zwar zunächst alle in- 
finitesimalen Berührungstransformationen zu finden, welche dieselbe 
Eigenschaft besitzen. 

Analytisch ausgesprochen kommt unser Problem darauf hinaus, 
alle Berührungstransformationen zu bestimmen, welche die Gleichung: 


de’ +dy? +de’=0 
oder die äquivalente: 


(15) (1+pN)da?’ + 2pgqdedy+(l+)dy = 0 
in sich transformieren. 
14. Soll die inknitesimale Berührungstransformation: 
do2<=W,dt, döy=W,dt, dz=(pW,+aW,— W)St, 
pr MW nd WM, aM) 


diese Forderung erfüllen, so muß die Gleichung: 


(1 + pddx +pqdy)dW,+ (pgqdx + (1 +gY)dy)dW, — 
— (pda? + gdedy)(W, + PW.) — (pdzdy + qdy)(W, + qW.) = 0 


vermöge (15) bestehen. Dies gibt die folgenden Bedingungsgleichungen: 


(16) (. +P)W,+29W,=0, PaW, ++ W,—0, lies 
I+M)W.+rW.=I9 PM. t+rtt+rMM.=9 
AELDIWM.0W,.)H2aW. Lo W DE RN) 
- o(l + 2°), 
u TH NDERT NE en 
(17) A AL LE 
— 4(W, + pW.) -p(W, + 4W,) = 2opg, 
Nr ALAND aM, +aW) 
= o(l +4.9°), 
in denen o eine beliebige Funktion von x, %, 2,9, q bezeichnet. 
15. Die vier Gleichungen (16) zeigen, daß W hinsichtlich p und 
q linear ist, und daß W daher die Form: 
(18) Weäp+tn-$ 
besitzt, wobei &, n, & Funktionen von a, y, z sind. Die drei Glei- 


chungen (17) nehmen hierdurch, wie man durch Ausführung findet, 
die Form an: 





Pr, +r&, + )+&,=ole?+D, 
2pad, ton, +E)+a&, + )+8, +. = 2org, 
tan, + )+n,=-e®+)). 
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Eliminiert man hier o, so erhält man zwei Relationen, die sich in die 
fünf folgenden zerlegen: 


+ = 0, 7,+&,=9, 8, +, =, 
a 


Zur Bestimmung der soeben eingeführten Hilfsgröße & erhalten wir 
die Gleichungen: 
2. ya: = I 


’ 


welche zeigen, daß 2 die Form: 
2 = axyz +ßr2 +Yyz+baytHer+iy+urz+v [166 


besitzt. Indem man nun weiter geht, gelingt es durch ganz einfache 
Rechnungen, &, n, & und hierdurch W zu bestimmen. Es ist indes un- 
nötig, diese Rechnungen durchzuführen; denn die Formel (18) zeigt, 
daß die infinitesimale Transformation W eine Punkttransformation sein 
muß. Durch Kombination dieser Bemerkung mit Liouvilles Unter- 
suchungen folgt ohne Schwierigkeit der 


Satz. Wenn eine infinitesimale Berührungstransformation jede Fläche 
in den kleinsten Teilen konform transformiert, so ist sie eine konforme 
Punkttransformation und gehört daher derjenigen Transformationsgruppe 
an, die aus allen Transformationen durch reziproke Radien, Ähnlichkeits- 
transformationen und Dewegungen gebildet wird. 


16. Soll eine endliche Berührungstransformation alle Flächen in 
den kleinsten Teilen konform transformieren, so muß sie nach dem Oben- 
stehenden die Eigenschaft besitzen, jede infinitesimale Transformation 
der soeben besprochenen Gruppe in eine infinitesimale Transformation 
derselben Gruppe überzuführen. Hieraus läßt sich ohne Schwierigkeit 
schließen, daß die gesuchte Berührungstransformation selbst eine Punkt- 
transformation ist. 


Der letzte Satz bleibt daher noch gültig, wenn man das 
Wort infinitesimal wegläßt. 


17. Sucht man überhaupt alle Berührungstransformationen, die eine 
vorgelegte partielle Differentialgleichung oder ein System solcher Glei- 
chungen in sich transformieren, so ist es im allgemeinen zweckmäßig, 
zuerst alle infinitesimalen Berührungstransformationen zu bestimmen, 
welche das Verlangte leisten. Diese infinitesimalen Transformationen 
bestimmen dann immer eine Transformationsgruppe, deren endliche 
Transformationen, die durch Integration eines simultanen Systems be- 
stimmt werden können, ebenfalls die gestellten Forderungen erfüllen. 
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Sollen noch weitere endliche Berührungstransformationen die vorge- 
legte partielle Differentialgleichung in sich transformieren, so [167 
_ müssen dieselben die soeben besprochenen infinitesimalen Transforma- 
tionen unter sich vertauschen. Vermöge dieser Bemerkung gelingt es 
immer leicht, die gesuchten endlichen Transformationen zu finden, 
wenn zuerst die betreffenden infinitesimalen Transformationen be- 
stimmt sind. 

Ich behalte mir vor, die im Schlusse dieser Note angedeuteten 
Theorien, die in meinen Transformationsuntersuchungen eine wichtige 
Rolle spielen, bei einer späteren Gelegenheit näher zu entwickeln. 


XXXIVa. 


Selbstanzeige von XXXIV. 
F. d. M. Bd. XII, Jahrg. 1881. S. 644. Berlin 1883. 


Führt man bei der partiellen Differentialgleichung der Flächen kon- 
stanter Krümmung: 


@) PER ARE ws 


a 
eine beliebige Berührungstransformation: 
= Z(e',y',e,p), q), =X, y= 2 

aus, so erhält man eine neue partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, deren Form im allgemeinen von (1) verschieden ist. Man 
kann sich insbesondere die Aufgabe stellen, alle Berührungstransforma- 
tionen zu bestimmen, welche die Gleichung (1) in sich transformieren. 

Die gesuchten Transformationen gehören einer Gruppe an, die ge- 
wisse infinitesimale Transformationen enthält. Es ist vorteilhaft, die 
gestellte Aufgabe in der Weise anzugreifen, daß man alle infinitesi- 
malen Transformationen aufsucht, welche die Gleichung (1) in sich 
transformieren. Dieses reduzierte Problem drückt sich aus durch vier 
simultane lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
einer abhängigen und fünf unabhängigen Variabeln. Ihre allgemeinsten 
gemeinsamen Lösungen werden bestimmt. Es ergibt sich, daß jede in- 
finitesimale Berührungstransformation, welche alle Flächen konstanter 
Krümmung in ebensolehe umwandelt, den analytischen Ausdruck einer 
infinitesimalen Bewegung darstellt. 

Wenn eine Berührungstransformation geodätische Kurven in eben- 
solche umwandelt, so ist sie eine orthogonale Transformation des 
Raumes. L. 


AXXV. 


Über die Integration durch bestimmte Integrale 1328 
von einer Klasse linearer partieller Differentialgleichungen. 


Von Sornuvs Lie. 
Arch. for Math., Bd. VI, Heft 3, $S. 328—368. Kristiania 1881. 


In dieser Note bestimme ich eine ausgedehnte Klasse linearer par- 
tieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


1) Rea,yr+S,y)s+ Tl, y)t+P(x,Y)p+ Q(a,y)g+Z(la,y)e=0, 


für welche eine Lösung mit zwei arbiträren Funktionen aufgestellt werden 
kann. Jede dieser arbiträren Funktionen befindet sich in einem bestimmten 
Integrale, und zwar in einem sogenannten partiellen Integrale. Die be- 
treffenden Differentialgleichungen können im allgemeinen nicht nach 
Laplaces Methode integriert werden. | 

Um eine vorläufige Idee von den im folgenden entwickelten Theo- 
rien zu geben, werde ich hier sogleich zwei einfache spezielle Glei- 
chungen integrieren; darnach gebe ich an, wie die angewandte Inte- 
grationsmethode auf eine umfassende Klasse von Differentialgleichungen 
ausgedehnt werden kann. 


Laß mich zunächst annehmen, daß die in (1) auftretenden Koeffi- 
zienten R, S,..., Z von y unabhängig sind. Alsdann besitzt unsere 
Gleichung eine partikulare Lösung der Form e’&(x), mit einer arbi- 
trären Konstanten c. Die von x und c abhängende Größe 2 wird be- 
stimmt durch die lineare gewöhnliche Differentialgleichung: 


R2’+(eS+ PR’ +(ET+cQ+ Z2a=0, [329 


die bekanntlich, wenn R von Null verschieden ist, zwei unabhängige 
Lösungen, etwa: 
2,(x,c) und 2,(z, c) 
besitzt. Daher sind: 
e/2,(x,c) und ev/Q,(, c) 
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zwei unabhängige Lösungen von (1), unter denen jede eine arbiträre 
Konstante enthält. Folglich ist der Ausdruck: 


Pı Pa 
2 = [HER @ )de + [fr de’ Aula, de, 


in dem f,(c) und f,(e) arbiträre Funktionen von c, dagegen «,, ß,, &, Ps 


beliebige Konstanten bezeichnen, eine Lösung von (1) mit zwei arbiträren 
Funktionen. Ebenso gibt die Formel: 


= Z,f(e) er! A, 5) + uf (24) er! 2, (&, €) 


immer eine Lösung von (1). 

Laß mich sodann annehmen, daß die in (1) auftretenden Koeffi- 
zienten R, S,..., Z Funktionen von x + y sind. Alsdann gibt es Lö- 
sungen der Form: 


erW(<+Y), 


mit einer arbiträren Konstanten c. Die von + y und c abhängende 
Größe W wird bestimmt durch die lineare gewöhnliche Differential- 
gleichung: 


(R+S+T)W"+(S+2:T+P+QW+(ET+cQ+ZW=0, 


die, wenn R+S-+ 7 von Null verschieden ist, zwei unabhängige Lö- 
sungen, etwa: 


Watye) und W(@ +90) 


besitzt. Im vorliegenden Falle kennt man daher zwei unabhängige Lö- 
sungen von (1), nämlich: 


e" W,(@+1,e) und e’W(@ +9, 0), 


unter denen jede eine arbiträre Konstante enthält. Folglich ist der [330 
Ausdruck: 


Pa Da 
4 - fer W&@+ 9, c)f(o)de + je! Wa +9, fs(o)de 
eine Lösung von (1) mit zwei arbiträren Funktionen. 


Ich werde den inneren Grund für die beiden soeben geleisteten 
Integrationen angeben: 

Ist: 2= f(x, y) eine beliebige Lösung einer Gleichung (1), deren 
Koeffizienten nur von x abhängen, so ist: 


= f(y+k), 


welche auch die Konstante k sein mag, immer eine Lösung (und im 
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allgemeinen eine neue Lösung) von (1). Sind andererseits RS. 
Funktionen von © + y, so ist, wenn z— F(z,y) eine beliebige Lösung 
bezeichnet, der Ausdruck: 


z2=F(a+k,y—k) 


mit der arbiträren Konstanten % ebenfalls eine Lösung. In den beiden 
von uns betrachteten speziellen Fällen gibt es somit eine gewisse T’rans- 
formation, vermöge deren aus einer beliebigen vorgelegten Lösung eine 
Lösung mit einer arbiträren Konstanten hergeleitet werden kann. Auf 
diesem Umstande beruhen, wie wir später nachweisen, die beiden aus- 
geführten Integrationen. 

In der folgenden Abhandlung entwickele ich zunächst eine voll- 
ständige Transformationstheorie einer jeden linearen Gleichung (1). Ich 
zeige, daß jede solche Gleichung unbegrenzt viele infinitesimale Trans- 
formationen der Form: 

(2) 6x a öy = ö2 
EN) nd) fa) + Pay) 





gestattet. Dabei ist 9 immer eine Lösung, und zwar eine beliebige 
Lösung von (1). Die Größen & und n sind im allgemeinen gleich Null, 
und dann ist f eine Konstante; in diesem allgemeinen Falle ziehe ich 
keinen Nutzen aus der betreffenden infinitesimalen Transformation. [331 

Wenn jedoch die Koeffizienten R, 8, ...., Z durch gewisse Rela- 
tionen verknüpft sind, so können & und n von Null verschiedene Werte 
haben, in welchem Falle f durch eine Quadratur, die eine arbiträre Kon- 
stante ce einführt, bestimmt wird. Sind dabei: 


w(x, y) = Const., 2. Y%(z, y) — Const. 


zwei Integrale des simultanen Systems (2), in dem = gesetzt worden 
ist, so hat Gleichung (1) immer Lösungen der Form: 

_ 2) 

BETT ö 
2% wird bestimmt durch eine lineare, gewöhnliche Differentialgleichung, 
die entweder von der zweiten oder von der ersten Ordnung ist. Ist 
diese Hilfsgleichung von der zweiten Ordnung, so findet man ganz wie 
in den früher erledigten speziellen Fällen eine Lösung von (1) mit 
zwei arbiträren Funktionen. Ist die Hilfsgleichung von der ersten Ord- 
nung, so findet man nur eine Lösung mit einer arbiträren Funktion. 

Die hiermit angedeutete Integrationsmethode führt immer zum Ziele, 

wenn die vorgelegte Gleichung durch eine beliebige (bekannte oder un- 
bekannte) Berührungstransformation auf die Form: 


r + S(a)s+ T(@)t + P(a)p + Q(a)q + Z(e)z = 0 
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gebracht werden kann. Differentialgleichungen, die dieser ausgedehnten 
Kategorie angehören, lassen sich nur ausnahmsweise integrieren nach 
Laplaces Methode, das heißt nach der einzigen mir bekannten allge- 
meinen Integrationstheorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Es ist übrigens zu bemerken, daß die in dieser Note entwickelten 
Integrationstheorien überhaupt auf lineare partielle Differentialglei- 
chungen n-ter Ordnung zwischen beliebig vielen Variabeln, wie auch auf 
Systeme solcher Gleichungen ausgedehnt werden können, dabei vorausge- 
setzt, daß diese Gleichungen infinitesimale Transformationen gestatten, [332 
welche nicht nur aussagen, daß die betreffenden Gleichungen linear sind. 
Hierauf werde ich gelegentlich zurückkommen, wenn ich nicht in- 
zwischen erfahre, daß meine Methode schon früher bekannt war. 


1 Teil 


Transformationstheorie 
der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Die linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
zwei unabhängigen Variabeln können bekanntlich immer entweder auf 
die Form: 

s+Pp+0Qq9+Z22=0 


r+Pp+Qg9+Z2=V0 


gebracht werden. Wir können uns daher zunächst auf die Diskussion 
dieser beiden kanonischen Formen beschränken. Die erhaltenen Resul- 
tate können darnach ohne Schwierigkeit auf die allgemeinen Gleichun- 
gen ausgedehnt werden. 


oder auf die Form: 


% 
1. Um die Transformationstheorie der Gleichung: 
(1) s’+Pp+Qqg+Zzr=0 


in einfacher Weise zu entwickeln, zeigen wir zuerst, daß der Koeffi- 
zient P’ ohne wesentliche Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. 

Soll die Gleichung (1) durch eine Berührungstransformation in eine 
Gleichung derselben Form übergeführt werden, und wird dabei voraus- 
gesetzt, daß die Mongeschen Differentialgleichungen der Charakteristiken 
keine anderen integrablen Kombinationen als x’ und y’ besitzen, so muß 
die betreffende Transformation entweder die Form: 


x = X(a), y=-Y(y), 2= F(x,y,2,P,gq) [333 
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oder die Form: 
= Y(y), y= X(z), = Fe, Yy,2,P, q) 


besitzen, und zwar können wir uns auf die Betrachtung der ersten 
Form beschränken. Dabei zeigen die bekannten von mir herrührenden 
Relationen: 


[x’2’] En 0, [y’z’] Tr 0, 


daß Z nur von x, y, 2 abhängt, so daß die betreffende Transformation 
die Form: 
x = X(e), Y-Yly), 2=F(a,y, 2) 


besitzt. Hieraus folgt, wie wir beiläufig bemerken, daß jede infini- 
tesimale Berührungstransformation, die eine Gleichung (1), 
welche nicht nach Monges Methode integrabel ist, invariant 
läßt, die Form: 

dx = &(a)öt, oy= n(y)dt, 2 = &®, Y; 2)öt 
besitzt. Diese wichtige Bemerkung wird uns bald nützlich werden. 

Wir führen eine Transformation der Form: 
=, y-y d= Fe, y, 2) 

auf unsere Gleichung aus. Durch Berechnung finden wir: 


Mi .QdcHs dF a GR dF 
De, #1 ,.,4 ET TR. 


de Sr d’F d?F d:F 
Serrneerrlhr dzdy? Tazdalt dyda 


Also wird: 
’ wer Kit 1 dF d’F d’F ‚dAF 
+ PP +Qd+ Zeit tr?) + 
d’F ‚dAF d’F ‚dAF ‚dAF P 
ee u er 0, HZ), 
so daß F eine lineare Funktion von 2: 
F=efa,)+Y@y) [834 


sein muß, wenn die transformierte Gleichung wie die vorgelegte linear 
sein soll. Der Koeffizient der Größe p, nämlich: 


af , 
+pr, 





verschwindet durch passende Wahl von f, daher kann jede Glei- 
chung (1) auf die Form: 


(2) s+ Q9+Z2=0 


gebracht werden. . 
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Das Problem, alle infinitesimalen Berührungstransforma- 
tionen zu bestimmen, welche eine Gleichung der Form (1) in- 
variant lassen, reduziert sich hiermit auf die Bestimmung 
aller infinitesimalen Punkttransformationen: 

2) dad, dy-nly)öt, de (ef y) + ya w) dt, 

die eine Gleichung der Form (2) in sieh transformieren. Vor- 
ausgesetzt wird dabei nur, daß Gleichung (2) nicht nach Monges 
Methode integrabel ist. 


2. Um dieses neue Problem zu erledigen, berechnen wir die In- 
kremente der Größen p, q, s bei der infinitesimalen Transformation (3). 
Hierzu bilden wir die Gleichung: 


d(dz — pdr — gdy) = 
oder durch Ausführung und Vertauschung der Symbole d und 6: 


döz— pdöx— gddöy— dp.de—dg.dy=0 
oder: 
d(sf+y)dt—pdE — gadn— dp.de—dg.dy=V0, 


welche Gleichung sich in die beiden folgenden zerlegt: 


dp _d@f+Y) a5 ds af 
ser ar Pa A er 


erlernen ta 
Darnach bilden wir die Gleichung: 

ö(dp - rdx — sdy) = 0, [335 
woraus die folgende Bestimmung von ös hervorgeht: 


PER Peg . 


dy 3% 


d?f 
el trtas a amay Fan 


Die hiermit gefundenen Werte der Inkremente dx, öy, 2, öp, 
öq, ds führen wir in die Gleichung: 


d(s+Qg+Z2)=0 
ds + Ad + Zn + (ara) dr + (dat ge)öy 
ein und finden hierdurch die Relation: 
ati + la rl + sten) + 


* te + 2f+4 ren tt +Z2p9=0, 


Sophus Lie: Aa Abhandlungen. Bd. III fi 
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die durch die Substitution s= — 09 — Zz in eine Identität übergeführt 
werden soll. In dieser Weise finden wir die vier Relationen: 





d 
(4) = 
„ d? d 
8) Andy + 9ay + 29 0, 

Fe RR T, 
(6) ratur 
dö dn a’f af dzZ dZ 

(7) Zt a) Fanart =, 


deren Bestehen notwendig und hinreichend ist, wenn Gleichung (2) die 
infinitesimale Transformation (3) gestatten soll. 

Die Größe p kommt nur vor in Gleichung (5), welche zeigt, daß 
p eine Lösung, und zwar eine ganz beliebige Lösung von (2) sein [336 
muß. Gleichung (4) zeigt, daß f nur von © abhängt. Es steht zurück, 
die beiden Gleichungen: 

ed d d 
r tritt gen 0, 
Ban a2, 9 

Zt) tasstayı= 


in allgemeinster Weise zu befriedigen. 
Durch Differentiation der ersten hinsichtlich folgt: 


dQ /(d&E dn d?Q d?Q 
ay (de + ay) + away + gen 0 





oder: 
de, Ihn. 
te)‘ 
so daß wir: 
‚aQ_dU _dQ__AU 
ay Ay? NayT de 


setzen können. Die eingeführte Hilfsgröße U befriedigt die Relation: 
dU daU 
SFr +n Un 0. 


3. Bei der weiteren Diskussion ist es notwendig, mehrere Unter- 
fälle separat zu behandeln. 
Sind & und 7 beide gleich Null, so reduzieren sich die Bedin- 
gungsgleichungen (8) auf: 
af: — 
15 9% oder f= Const. 


Dies gibt den 
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Satz. Eine jede partielle Differentialgleichung: 
s+Qq9+Zz=0 
gestattet beliebig viele infinitesimale Transformationen der Form: 
doc=0, dy=(0, dz= (+ yR,Yy))dt; 

c ist eine arbiträre Konstante, g eine arbiträre Lösung der partiellen [337 
Differentialgleichung. 

Unter den beiden Fällen: 820, n„=0 und: $=0, n Z 0, die offen- 
bar nicht wesentlich verschieden sind, brauchen wir nur den einen, z, B. 
den ersten: &20, n=0 zu betrachten. Dabei können wir durch Ein- 


führung einer zweckmäßigen Funktion von x als neuen x erreichen 
daß &=1 wird. Dies gibt: 


“T_0, U-UW), 9-UW)+26ß), 


d dR® 
= =, f= —- (x) + Const., 
dz 


Die betreffende Differentialgleichung hat daher die Form: 
s+(UW+L2@)a + ZW = 9; 

sie gestattet die infinitesimale Transformation: 

dz=dt, dy=0, dz=((- An) +02 +YyR,y)}dt, 
wo wiederum p(z,y) eine beliebige Lösung der partiellen Differential- 
gleichung bezeichnet. Durch Einführung einer passenden Größe der 
Form zF(x) als neuen z kann man übrigens erreichen, daß 2(x) ver- 
schwindet. Bemerkt man überdies, daß die Gleichung s+ Uyg= 0, 
die der Annahme Z= 0 entspricht, nach Monges Methode integrabel 
ist, so erkennt man durch Einführung einer zweckmäßigen Funktion 
von y als neuen y, daß Z ohne wesentliche Beschränkung gleich 1 ge- 
setzt werden kann. Dies gibt den 


Satz. Gestattet eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit zwei distinkten Scharen Charakteristiken eine infinitesimale 
Transformation, bei der die eine und nur die eine Schar transformiert [338 
wird, so kann sie die kanonische Form: 


do s+ Y)at+z—0 
erhalten, während die infinitesimale Transformation durch die Gleichungen: 


doz=dt, dy=(, d2= czöt 
bestimmt wird. 
32* 
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4. Laß uns jetzt annehmen, daß sowohl & wie n von Null verschie- 
den sind. Dann können wir ohne wesentliche Beschränkung: 


g=1, 9-1 
setzen. U wird bestimmt durch die Gleichung: 

dU du 

atry—d 


so daß U die Form U= U(x—y) besitzt. Q, Z und f werden bestimmt 
durch die Gleichungen: 





d aU = 
ya 9- Ta y)+Ra), 
dZ ,dz df ‚ 
a earTe, 
woraus 
Q-U+2@), Z=Za-9), F=- al) +e 


indem man eine zweckmäßige Größe der Form zF (x) als neues 2 ein- 
führt, erkennt man, daß 2(x) gleich Null gesetzt werden kann. 


Satz. Gestattet eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit zwei distinkten Scharen Charakteristiken eine infinitesimale 
Transformation, bei der beide Scharen transformiert werden, so kann sie 
die kanonische Form: 


(10) s+ @-Y).g9+Z2@-y).2=0 


erhalten; die infinitesimale Transformation wird definiert durch die Glei- 


chungen: 
dz—=dt, dy=dt, Öz= (cz + y)öt. 


Il. [339 


Unter den beiden soeben bestimmten Klassen Differentialgleichun- 
gen (9) und (10) gibt es einige besonders merkwürdige, die mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten. Wir werden diese Gleichun- 
gen bestimmen. 


5. Jede infinitesimale Transformation, die eine Gleichung der Form: 
s+ Yyg+z=0 
in sich transformiert, wird bestimmt durch die Gleichungen (8): 


dE df, dry = 
er erre) TEL ge 
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Die letzte zeigt, daß wir: 


ae dn _ z 
day am Vonik, 


i=an+ß, 1-—ay+y 


setzen können. Also kommt: 


d day 
++ tn —d 
so daß wir: 
df 


I — 9 — Const,, 


dY 
ru aNggnN 

setzen können. 

Ist «20, in welchem Falle wir ohne wesentliche Beschränkung 
«= setzen können, so besitzt Y die Form: 
| Y=-Ay+B. 
| Ist dabei A verschieden von Null, so kann B ohne Beschränkung [340 
gleich Null gesetzt werden. Die entsprechende Gleichung: 
ai) s+4yg+2=0 
gestattet die infinitesimale Transformation: 

doe= (a +B)dt, dy=(—y+rY)öt, d2= (— Ayz + c)zöt 
mit den beiden arbiträren Konstanten ß und y. Bezeichnen wir die 
infinitesimale Transformation: 

ox=$Öt, öy=ndt, dz=6ßt, 

wie wir pflegen, mit dem Symbole: 


rer tr, 


so gestattet Gleichung (11), müssen wir sagen, drei und nur drei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen, nämlich: 


a Spa Azzr, ap — Yq. 

Ist andererseits A—=0, und also Y=B, so erhält man die Glei- 
chung: s+ Bq +z=0, die durch Einführung von ze?” als neuem z die 
Form: s+2=0 erhält, welche Gleichung indes nur eine spezielle Form 
der soeben erledigten Gleichung: s+ Ayg +2 = 0 ist. 

Zurück steht die Annahme: «=(, in welchem Falle wir y=1 
setzen können. Also besitzt Y auch jetzt die Form: 


Tr=AyTB, 
die wir soeben erledigt haben. 
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6. Jede infinitesimale Transformation, die eine Gleichung der Form: 


(12) s+A@-Y).a+Z@—yYy).2—=0 
invariant läßt, wird bestimmt durch die Gleichungen (8): 
d d v 
(13) OE+ +0. po; 
'de& dn ‚ 
(14) Zatn)+Z-E-m=0, 


zu denen wir die durch Differentiation der ersten hinsichtlich y her- [341 
vorgehende Gleichung: 


r d& dn „ 
(15) tra) +9.E-m=0 
fügen. 
Aus den beiden letzten Relationen folgt: 


Z-Z0).E-mM)=0. 


Gestattet daher die vorgelegte partielle Differentialgleichung (12) andere 
infinitesimale Transformationen als die schon bekannte: p + g, und ist 
infolgedessen: 8— 720, so müssen die Größen Z und @’ durch eine 
(nicht identische) Relation der Form: 


(16) Const. Z+ Const. 0’ = 0 


verbunden sein. Bemerkt man andererseits, daß die Annahme: Z= Q’=0 
nur die nach Monges Methode integrable Gleichung: s+ Ag= 0 liefert, 
so erhält man durch Differentiation entweder von (14) oder von (15), 
indem man x — y als eine Konstante betrachtet, die Relation: 


(17) G-ME HT) -Erhnim, 


vermöge deren wir die Größen & und n bestimmen werden. 
Wir differentiieren die letzte Gleichung hinsichtlich y: 


(18) nt Emm" nn =d. 


Bei der weiteren Diskussion ist es vorteilhaft, mehrere Unterfälle 
separat zu behandeln. 


7. Es ist zunächst möglich, daß 7 = 0 ist; diese Annahme führt indes 
offenbar nur auf solche Gleichungen, die wir schon früher, nämlich in 
Nummer 5, betrachtet haben, und braucht daher nicht näher untersucht 
zu werden. 

Laß uns sodann annehmen, daß 7’ =0,n=BZ0 ist. In diesem 
Falle gestattet die betreffende Gleichung eine infinitesimale Transfor- 
mation der Form: 


&(z)p + Bq 
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wie auch die Transformation: p +9, und also zugleich die Trans- [342 
formation: 
(& Sa B)p ’ 


so daß auch diese Annahme nur auf solche Gleichungen führen kann, 
die wir schon in Nummer 5 betrachtet haben. 

Laß uns daher annehmen, daß 720, 7”—=0 ist. Alsdann ist 
wegen (18) auch &”=0, so daß (17) sich auf: 8° — n’?= 0 reduziert. 
Wir können somit: 

E=uax+ß, n=teyrty 


setzen; und da die Annahme «= 0 nur auf solche Gleichungen führt, 
die wir schon in Nummer 5 betrachtet haben, können wir «20, oder 


insbesondere «—=1 setzen. Durch Substitution der entsprechenden Werte 
der Größen & und n in (14) kommt: 








(19) ZU) +Z@Fy+B-N)=0. 
Das obere Zeichen gibt: 
A B 
Ze ayreene Mayer 


wo wir ohne Beschränkung: ß=y, Ü=0 setzen können; die hiermit 
gefundene wichtige Gleichung: 


B A 
teten 





werden wir bald näher untersuchen. 
Nehmen wir andererseits das untere Zeichen in (19), so folgt: 


Z=0, Z=4A, Q=Ba—y)+OC, 
wo C ohne wesentliche Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. 
Die entsprechende Gleichung: 
s+ B(e—y)ga + Az =0 


Bx? 


1: 
geht durch Einführung von ze? als neuem z über in die in [343 
Nummer 5 diskutierte Gleichung: 


s— Byqy+z=0. 
Sei jetzt: n’Z0, 7” = 0; alsdann gibt Gleichung (18): 
E’—=n"=a = Const., 
wo überdies a gleich 2 gesetzt werden kann, so daß & und n die Werte: 


(20) E=- m +batec, n=YV+hytr 
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erhalten. Durch Einsetzung derselben in (17) folgt die Relation: 
(21) 4 y)+B- DB +) =0. 


Durch Differentiation von (14), indem © —y als eine Konstante be- 
trachtet wird, folgt: 


ZINN) +Z.E-)-0, 
und durch Substitution der Werte (20): 
42+Z.2@—-W+b—-Pp)=0, 


so daß Z die Form: 
ze 
@—-y+306—p)! 
besitzt, wo man überdies ohne Beschränkung: b—- B=0 und infolge- 
dessen nach (21) auch: c—y=0 setzen kann. Die F ormel (16) zeigt, daß: 


B 
a- 
ist, und dabei kann ( ohne Beschränkung, durch Einführung von ze‘= 


als neuem z, gleich Null gesetzt werden. 
Es steht zurück, f zu bestimmen; es ist nach (13): 





TEC 


af 

—=—B, f=—-Ba. [344 
Die Gleichung: 

2 ER Pe, 





a-y1T@y: 


gestattet daher drei unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen, nämlich: 


Pt+tg, 2p+yg, @p+y’q— Baer, 


und da sowohl x wie y dreigliedrig transformiert wird, so ist es a priori 
klar, daß es keine weiteren unabhängigen infinitesimalen Transformationen 
gibt, was man übrigens vermöge der Relationen (13), (14) leicht 
verifiziert. 


8. Zurück steht endlich die Hypothese, daß n’”’ von Null verschie- 
den ist. 

Die Gleichung (18) zeigt in diesem Falle, daß & eine Differential- 
gleichung der Form: 


E"=ab+b 


erfüllt, und daß & infolgedessen die Form: 


5=4A+Bsinm(x— «) 
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besitzt. Substituieren wir diesen Wert in die Gleichung: 

En” + E-mE’ 8-0, 
so erhalten wir die Relation: 


y Hmm A 
so daß n die Form: 


n= A + Osinm(y — Pß) 


besitzt. Dabei ist klar, daß wir ohne Beschränkung: A=0, m=1, 
«a=0,ß=0 setzen können, und durch Substitution der gefundenen 
Werte von & und n in (17) ergibt sich, daß: 


B®-C=0, B=+0 


ist, wobei wir ohne Beschränkung B=+ (=1 setzen können. 
Substituieren wir die Werte von & und n in die Gleichung. (14), 
so folgt: 


Z(ecos& + cosy) + Z’(sinz — siny) = 0 [345 
oder: 
ZOO co H+coy 1 
Ze ng REN, 
woraus: 
_—— Pr 4 0.: 
sin? 4 (© — y) 
und: 


Q=Bedgz (a —-yY)+OC, 


wo Ü, durch Einführung von ze°* als neuem z, gleich Null gemacht 
werden kann. Setzen wir: 


I oo 1 Re ’ ar ’ 
zgI=%, we Ye: 


so erhält unsere partielle Differentialgleichung die Form: 


s’+ Beotg(2’— y’).g’ ade eng. 


sin?(’ — y’) 


Diese Gleichung brauchen wir indes nicht näher zu diskutieren, da sie 
aus der früher nt Gleichung: 





Bere 
_ durch die Substitution 


Em 2’(cos2’), z=tgr, y-tgy’ 
hervorgeht. 
9. Wir stellen alle Gleichungen zweiter Ordnung mit zwei distinkten 
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Scharen Charakteristiken, die infinitesimale Transformationen gestatten, 
zusammen im folgenden Schema: 



































s+YWqa+z=0 s+Q@—Y).qa+Z(&—-Y).2=0 
p 2r4 
[346 
s+lyqg+z=0 te) 








», q—-Üxer, 2 —yq p+qg, zp+yqg, @p+y’q — Baer 














III. 


Jetzt wenden wir uns zur Betrachtung von linearen Gleichungen 
zweiter Ordnung, deren Charakteristiken eine irreduktible Schar-bilden. 
Dieselben können bekanntlich die kanonische Form: 


r+Pp+Qqa+Zz=0 
erhalten. Es ist indes leicht nachzuweisen, daß sie durch Quadraturen 
auf die noch einfachere Form: 
r+Gt2)0a+ Zw y)a— 0 
gebracht werden können. Diese Reduktion, die wahrscheinlich längst 
bekannt ist, soll im folgenden zunächst durchgeführt werden. 


10. Sei vorgelegt eine beliebige Gleichung der Form: 
(22) + We, y,e,P,d)=d, 
deren Charakteristiken nur eine integrable Kombination, dem Integrale 
y' entsprechend, gestatten. 

Soll eine Berührungstransformation diese Gleichung in eine Glei- 
chung ähnlicher Form überführen, so muß y’ in eine Funktion von y 
übergehen. Daher muß diese Transformation, wie z. B. unmittelbar aus 
meinen alten Untersuchungen über Berührungstransformationen hervor- 
geht, die Form: 


y=Pß(y), x = fı(,y,2,P), 2’ = fr(a,Y,2,P), 
vr’ = h(ay2D), = ah, y2,P) + (&,Y,2,P) 


besitzen. 
Es ist: 
‚,_ (af, af, ni [347 
da = (ga) la), Ay = Bay, 
woraus: 
afı 
ed ee 
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(20) (ae) ar + (av)ar 
u nm 


Nun aber ist: 


oder: 





Eine solche Transformation führen wir auf eine beliebige Gleichung 
der Form: 











(23) r' + P’p’ + Od + d- 6) 
aus. Die transformierte Gleichung erhält die Form: 
C+D 
| r+ w nz =(. 
A un Q dp q 


Soll daher eine Gleichung der Form (22) die lineare Form (23) 
erhalten können, so muß sie linear-gebrochen hinsichtlich 
gq sein. 

Soll andererseits eine lineare Gleichung (23), die [nicht] nach Monges 
Methode integrabel ist, durch eine Berührungstransformation wiederum 
in eine lineare Gleichung übergeführt werden, so muß entweder: 


(24) gt- 
sein, oder auch, es muß: 
(25) C:A=D:GQf n 
sein. 
Die Relation (24) kann nur bestehen, wenn 2 - = ( ist, da f, von 


Null verschieden sein muß, und @’ ebenfalls von Null verschieden sein 
muß, weil Gleichung (23) sonst nach Monges Methode integrabel wäre. 
Soll andererseits die Relation (25) stattfinden, so müßte, da: 


rer tr PRt+Oh+ZN), 
D- (dt näher, 
a Hp + Ohr Zi) 


ist, die Relation: 


(ee) +) 0 -Ahl-Ter] 


‚ stattfinden, was indes unmöglich ist. 
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Folglich ist: 
pn 75? u’ = f(®, Y, 2), 


ye]=0, [er]=0 


= (m, y 2), 


und da: 


ist, folgt auch noch: 



























2 
a wor 
‚ed BEn- 














d afı 
on a) 
Führen wir diese Transformation auf die vorgelegte lineare [349 
Gleichung (23) aus, so erhält die transformierte Gleichung die Form: 


af, dh _dr,af, 
(a) trausn 


(34 tp En 





Q 
pl en dran an|t 
+ Way, 2,P) Ei 
af, „ah 








Multipliziert man mit (5: 


df,d df, d 
- -. = En so kommt: 


en 5 (5, af + 250) ar ®(2,y,2,P) = 


+» 


A) und dividiert darnach mit 





und da diese Gleichung linear sein soll, so muß: 


af, 
A-o 


t 


sein. Unsere Transformation besitzt daher die Form: 


y-ßWy), K=eay), "= Fay2), 
er Pier IL ur 


Ph, i « 


2 x 


nn nt 2pF,, +pr7.+ rF,) 2 F,+PF)o,. 
’ 


8 
&r 








” 


so daß: 
pr we 0, F= 2f(&, y) Er p(z,Y) 


sein muß. Dies gibt den 
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Satz. Soll eine lineare Gleichung: 
r +Pp +Q4 +Zz=0, 


die nicht nach Monges Methode integrabel ist, durch eine Berührungs- [350 
transformation wiederum in eine lineare Gleichung derselben Form überge- 
führt werden, so muß diese Transformation die Form: 


y=ß(y), 2’ = a(a,Yy), 2’ =zfl&,y) +Y(a,Y), 
‚, fp+ef,+ 9 ‚fa +f,2+9)— ÜBTE 








E ode tee ev  Alere, ER 
e. a,(fr +2,09 + fer? + Px2) — ra (fPp + fr? + 9.) 
a, 
besitzen. 


Wir verlangen, daß die transformierte Gleichung die Form: 
+44 Z,(&,y)a =) 


besitzen soll; dabei können wir, wie sich zeigen wird, = 0 setzen. 
Dies gibt die Bedingungsgleichung: 


f 2fgkg — ya + Pfei — Gt 
Fehde 


fno =. 


a3 Fr ne E 








+ pe +08 - oe+ zZ irta+ Ze), 
die sich in die on zerlegt: 


li BD 2 we 
2f,«, (&. Po + Qu,o: 7 F)f= 0, on 
Man kann daher ß(y) arbiträr wählen, sodann gibt die letzte Gleichung 
« durch eine Quadratur, und schließlich gibt die erste Gleichung f durch 


eine Quadratur. 
Eine jede lineare Gleichung der Form: 


r+Pp+0Qga+Z2=0, wo 020 
kann daher durch zwei Quadraturen auf die einfache Form: 
r+qg+Z(a,y)z = 0 
gebracht werden. 
11. Jetzt bestimmen wir alle infinitesimalen Transformationen, [351 
die eine Gleichung der Form: 


(26) Tr +g+Zay)e—0 


invariant lassen. 
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Eine solche Transformation besitzt nach dem Vorangehenden not- 
wendigerweise die Form: 


I = Ela,y)öt, dy=nlydt, da (zfir,y) + pa, y)) dt. 
Dabei ist: 


E-(2)-2)-e)-V-Wr+ttstg, 
1 - ala) s a) pH (matt, 


Durch Ausführung auf (26) kommt: 
5, + f-m)a+het+y9,+Zlft+gp)+2(ZE+Zm)-0 


woraus: 


2E, RT N, u 0 2 
(27) u Fre 
SIE I IT TA Zr) 
Bei der Diskussion dieser Gleichungen können zwei verschiedene 
Fälle eintreten, je nachdem n gleich Null oder verschieden von Null ist. 
Ist „= 0, so wird: 
&,=0, = E&ly), 2f,= e 2,=9, 
so daß unsere Gleichung die Form: 


r+q+ZWz = 0 


besitzt. Dabei können wir durch Einführung einer zweckmäßigen [352 
Größe der Form z.F(y) als neuen yimmer erreichen, daß Z gleich Null wird. 

Wir werden die allgemeinste infinitesimale Berührungstransforma- 
tion, welche die hiermit gefundene Gleichung: r +q= 0 in sich trans- 
formiert, bestimmen. Wir erhalten die Relationen:“ 


25,—-n,=9; 2f,—8,=0, ath=0; 











also wird: 
dn A. e 
= y2 rm m Str sr, 
f-;% E Y+YW) 
d’n , 
amts 2 +Y,=0 
und: 


n=ay’+By+r, Fomytn, H=-tay+o. 
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Die Gleichung: r+g=0 wird daher in sich transformiert 
durch die folgenden infinitesimalen Transformationen: 


?,q, 2yp + zer, zp + 2yg, 2xyp + 2yPa + Ge — Yar. 


12. Wir wenden uns jetzt zu dem Falle „20. Erinnern wir uns, 
daß wir bei der Reduktion der Gleichung (23) auf die Normalform: 
r+qg+Zz=0 eine ganz beliebige Funktion von y als neues y ein- 
führen konnten, so erkennen wir, daß wir ohne wesentliche Beschränkung 
n=1 setzen können. Hierdurch erhalten die drei ersten Gleichungen 
(27) die Form: 


5,0; 2. 5,= 0, th r 222-8, 
so daß & von x unabhängig ist: 
8-8). 


Führen wir nun eine zweckmäßige Größe der Form: &+ v(y) als 


ı 
B zev'W) ‘ i 
neues & ein [und ze? als neues z], was die Form der Gleichung: 


r+qg+Z(z,y)2=0 nicht wesentlich ändert, so können wir immer 
erreichen, daß: 


= 0 
wird. Dies gibt: [353 
=; f,+Z,=9; 


f=fW), Z=-fW+HR@), 
so daß unsere Gleichung zweiter Ordnung die Form: 


r+g9+(- fW + R@)z = 0 
besitzt. 


Um eine noch einfachere Form zu erreichen, setzen wir: 


! [2 ’ 
= 2'Y(y), zen, yuy, 
woraus: 


r=-r)Y, q=qaY+sTY,, 
so daß die transformierte Gleichung: 
G ® Be r 
"++ W+R@)+F)2-0 
durch passende Wahl von Y die einfache Form: 
r+g9+Z(l@a)z=0 
erhält. 


Gestattet eine lineare Gleichung zweiter Ordnung mit 
einer irreduktiblen Schar Charakteristiken eine infinitesimale 


512 XXXY. Integration durch bestimmte Integrale. Arch. VI, 1881 


Transformation, bei der die Charakteristiken transformiert 
werden, so kann sie die Form: 


(28) r+gq+Z(@a)z=0 
erhalten. 


13. Wir suchen jetzt alle Gleichungen der soeben bestimmten Form, 
die mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 

Die allgemeinste infinitesimale Transformation einer solchen Glei- 
chung wird bestimmt durch die Relationen (27): 


(29) 2 RE, BZ Hr + ZE=0, 
woraus: 
5=32n,+ X), ur a, 
f—latn" +4aY’ + Y, (854 
und: 

Zu’ +4 + lan" Ha HZ HNO. 
Durch Diskussion dieser Funktionalgleichung findet man ohne Schwie- 
rigkeit die möglichen Werte der unbekannten Funktionen. 

Leichter kommt man indes zum Ziele in folgender Weise: Zunächst 
bemerken wir, daß es keine infinitesimale Transformation gibt, deren 9 
gleich Null ist, weil eine solche Gleichung nach dem Vorangehenden 
auf die schon diskutierte Form: r +g = 0 gebracht werden kann. Ver- 
binden wir hiermit meine alten Untersuchungen über die Transforma- 
tionsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit (y), so erken- 
nen wir, daß unsere Gleichung höchstens drei infinitesimale Transfor- 
mationen gestattet. Dabei können wir annehmen, daß die entsprechen- 
den Werte von n sämtlich die Form: 

A+DBy+0y 
besitzen. 

Sind nämlich: 


H,=&p+mg+t&r, H= Pt nd+ Er 
zwei infinitesimale Transformationen unserer partiellen Differentialglei- 
chung, die y transformieren und dabei in der Beziehung: 
(30) (HH) = H, 
stehen, so können wir nach dem Vorangehenden immer die Variabeln 
© und y derart wählen, daß die Gleichung (28) die Form: 

r+g+Zl)e=0, 

und H, die Form q annimmt. Also wird wegen (30): 


ea 
dy N , ; 
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so daß H, die Form: 
HB, = &(z)p + yg + f(@)zr [355 


besitzt. Dabei ist nach (29): 


2:,=n,= x, Ee=4r +a, 2f,= 0, f=fW, 
h+Z+2Z,G2+V)=0, 
wo die Konstante a überdies ohne Beschränkung gleich Null gesetzt 
werden kann, während /, gleich einer Konstanten B sein muß. Die 


letzte Gleichung zeigt daher, daß: 


Ze. 


wi 


gesetzt werden kann; überdies kann B durch Einführung eines Aus- 
drucks der Form 2 F'(y) als neuen z gleich Null gemacht werden. Die 
infinitesimale Transformation A, besitzt daher die Form: 


H,= ap + 2yq + Car. 
Es fragt sich, ob die gefundene partielle Differentialgleichung: 
r+qg+ a =0 
noch eine dritte infinitesimale Transformation der Form: 
B,=&p + ya + f(a,y)ar 
gestattet. Zur Bestimmung von & und f bilden wir die Gleichungen: 
(31) a s=2y.nl, 2h=ez+T, 
2Zy+f.+h+25=0 
Nun aber besteht die Relation: 
Gep+ya, Pp+yd)=-&p+yg, 


woraus: 
32, +9,—35=85, gay tya+ N) =-3ay+D, 


3 
yr=!tyY, Ta Ky*. 
Andererseits ist: [356 
(ip+y’d)—=2Gep + yN); 
&,= 2.2. =0, K=0. 


Es steht zurück, f durch die Gleichungen (31) zu bestimmen. Es 
wird: 


woraus: 


2f,=3, f=-4’+J,, 
4A 1 y A 
2ytzH Y, —-252y=0, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 33 


514 XXXV. Integration durch bestimmte Integrale. Arch. VI, 1881 


woraus: 


omas Fri iyrb. 
Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


r+g+ 2-0 


gestattet daher die drei infinitesimalen Transformationen: 


9, 2p + 2yg, ap + Pya+ Ga —zY)er. 

Hiermit kennen wir kanonische Formen von allen linearen partiel- 
len Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit einer irreduktiblen 
Schar Charakteristiken, welche infinitesimale Transformationen ge- 
statten. Diese kanonischen Formen sind die folgenden: 





r+g9+Z(a)z2=0 
q 














r+g=0 
?, 9, 2yp + zer, zp + 2yqg, zyp +yqa+(42°—zy)ar 














Au Bag Ze 0 


[857 
g, z2p +2yg, ayp+YyP’a+ ae 











2. Teil. 


Integration von linearen partiellen Differentialgleichungen, 
die infinitesimale Transformationen gestatten. 


IV. 


Nachdem wir im vorangehenden kanonische Formen aller linearen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die infinitesimale 
Transformationen gestatten, bestimmt haben, wenden wir uns jetzt zu 
der Integration dieser kanonischen Formen. In dem nächsten Paragra- 
phen zeigen wir sodann, daß eine vorläufige Reduktion auf die be- 
treffende kanonische Form unnötig ist. 

Laß uns zunächst die vier auf S. 345—346 [hier S. 506] und die 
drei auf 8. 355—357 [hier 8. 514] aufgestellten kanonischen Formen 
der Reihe nach betrachten. 


14. Jede Gleichung der Form: 
(32) s+Y(yga+z=0 
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besitzt partikulare Integrale der Form: 
= ey), 
wobei 2 durch die Relation: 
(Y+H)9l!+2=-0 
bestimmt wird. Hieraus folgt: 


108, 2- [2 ,--%, 2er, 


gu dHTN, [358 


Bezeichnet man eine arbiträre Funktion von c mit f(c), so ist das 
bestimmte Integral: 


ß 
= fe f(e)de 


zwischen den konstanten Grenzen « und ß eine Lösung von (32) mit 
einer arbiträren Funktion. 
Laß uns sodann die Gleichung: 


(33) s+Cygq+2z=V0 
mit den infinitesimalen Transformationen: 
», q—-0Oxer, zp—yq 


betrachten. Die infinitesimale Transformation: 


lehrt wie soeben, daß: 


ß el 
2 fer(cy + 0)" fldde ==, 


eine Lösung mit einer arbiträren Funktion ist. Auf der anderen Seite 
lehrt die infinitesimale Transformation: g— Uxzr oder die allgemeinere: 


en 02 a 
62, erh an 


daß (33) eine Lösung der Form: 
= ee’ Ale) 
besitzt. Dabei wird X bestimmt durch die lineare Differentialgleichung: 


(k- CO)! =-(C-1)8, 
33* 
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also besitzt (33) eine Lösung der Form: 
Bi Urt 
2 a Ce pl)de=n,. ee 


Folglich it: 2=2, +2, eine Lösung von (33) mit zwei arbiträren 
Funktionen. 


Die dritte kanonische Form: 
(34) s+ Q@-y)g+2@-y)e- 
gestattet die infinitesimale Transformation p + q und zugleich die all- 
gemeinere p+q + czr oder die äquivalente: 


dx dy ö2 


u Meerr 
Gleichung (34) besitzt daher Lösungen der Form: 
z=e" Ar —y), 


und dabei wird & bestimmt durch die lineare gewöhnliche Differen- 
tialgleichung: 


2’ le +00, Za=0 


Sind 2, und Q, zwei unabhängige Lösungen derselben, so ist: 
Pı Pa 
== [a @- vet (dde+ [an Oertlo)de 


eine Lösung von (34) mit zwei arbiträren Funktionen. 
Handel, es sich insbesondere um die Integration der wichtigen 


Gleichung: 





(85) Gent 
mit den drei infinitesimalen Transformationen: „ 
(36) P+g, zp+yg, @p+y?q— Bier, 


so muß man nach der soeben auseinandergesetzten Methode die lineare 
Gleichung: 


D +(e + so) Ss er, 2-0 


zunächst integrieren. Da ich indes nicht weiß, ob diese Hilfsglei- [360 
chung nach bekannten Methoden allgemein integriert werden kann, so 
entwickele ich eine andere bemerkenswerte Methode, bei der alle drei 
infinitesimalen Transformationen (36) verwertet werden. 
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Bezeichnet A eine arbiträre Konstante, so gestattet (35) die infini- 
tesimale Transformation: 


p+g+2Alap+yg) + (ap + y’a— Bar) 
und zugleich die Transformation: 


ae; öy 2 ö2 
(1412)? (i+iy? —Biz(1+1x) 


woraus folgt, daß (35) Lösungen der Form: 
= (1 +42)” W( u ) 

















(1 +42) (1+4y) 
besitzt. Dabei wird W bestimmt durch die Gleichung: 
42 „ W’ W 
Tara Meyer ind 
die, wenn wir: 
ı(& — Y) = 
(+2) (1+4y) 


setzen, die integrable Form: 
[24 B ’ 4A 
ma a 
annimmt. Diese Hilfsgleichung wird erfüllt durch die Annahme: 
”=o', 
wenn die Konstante m durch die Gleiehung zweiten Grades: 
m(m — 1) +Bm— A=0=mM+(B—-1)m— A 
bestimmt wird. Daher ist es immer möglich, eine Lösung von (35) 
mit zwei arbiträren Funktionen aufzustellen. Sind die beiden Wurzeln 
der letzten Gleichung verschieden, so hat die betreffende Lösung die 
Form: 
fi Br 
= [(1+ A) Forıf,(a)da +1 + AR) Poref(A)dA. [361 
15. Jetzt wenden wir uns zur Integration der drei auf $. 356-—357 
[hier S. 514] aufgestellten kanonischen Formen. 
Da die Gleichung: 
r+q=0 


fünf unabhängige infinitesimale Transformationen: 


P, Q, 2yp + xzr, xp + 2yg, Zxyp + 2y’q + (40 — y)zr 


[gestattet], so können wir in mehrfacher Weise eine Lösung der- 
selben mit zwei arbiträren Funktionen aufstellen. 
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Die infinitesimale Transformation q oder die allgemeinere: 


q+ ker 
zeigt, daß es Lösungen der Form: 
e’X (x) 
gibt. Dabei ist: | 
X +hX=0, 


X=4AsinzVk+ Beos«Yk, 
so daß: 


ß, 23 Be, 
:—/sin ayk.e'”f,(k)dk + eos ayk.. e*”f,(k)dk 


eine Lösung mit zwei arbiträren Funktionen darstellt. 

Eine (der Form nach) andere Lösung mit zwei arbiträren Funk- 
tionen findet man, indem man zuerst vermöge der infinitesimalen Trans- 
formation: p+ czr eine Lösung mit einer arbiträren Funktion bildet, 
sodann vermöge der infinitesimalen Transformation: 2yp + xzr eben- 
falls eine Lösung mit einer arbiträren Funktion bildet und darnach 
diese beiden Lösungen addiert. 

Eine dritte Lösung mit zwei arbiträren Funktionen findet man, 
indem man die infinitesimale Transformation: 


pteqrtozr 


benutzt, in der gefundenen partikularen Lösung z. B. o als eine [368 
beliebige Funktion von & auffaßt und darnach hinsichtlich & inte- 
griert, und so weiter. 

Um eine Lösung mit zwei arbiträren Funktionen einer beliebigen 
Gleichung der Form: 
(37) r+g9+Z(a)z=0 


zu finden, benutzt man die infinitesimale Transformation: qg + czr, 
welche zeigt, daß es partikulare Lösungen der Form: 


= ed” X(x) 
gibt; dabei wird X bestimmt durch die Gleichung: 
X” +(c+ZD)X=0, 


deren beide Lösungen X,(x, c) und X,(x, c) heißen mögen. Alsdann ist: 
Pi Ba 
2 — fe "X, (, Jfı(e)de + je’ X,(a, of, (e)de 


eine Lösung mit zwei arbiträren Funktionen. 


2. Teil, $ IV; Nr. 15. Integration der gefundenen kanonischen Formen 519 


Handelt es sich insbesondere um die Integration der Gleichung: 
A 
(38) "rgtrze Ö 


mit den infinitesimalen Transformationen: 


gap+2yg, aypryatrGe-eNern 
so muß man nach der soeben auseinandergesetzten Methode zuerst die 
Hilfsgleichung: 
„ A 
X”(@) + (c+ 2) X(@) = 0 


integrieren. Es ist indes auch möglich, den folgenden Weg einzu- 


schlagen: 
Die Gleichung (38) gestattet die infinitesimale Transformation: 


g+tAlap +2yg ter) +Rlayp+yata—syar). [86 
Wir bilden das simultane System: 


dx dy dz 


Ati) Army Weda—iy—trz 











mit den beiden Lösungen: 
x 12yx*” 
ir log 2 — ar +4tlog(1+ Ay). 
Also besitzt (38) Lösungen der Form: | 
En RN, 
2 u (1 a Ay) Dezzzan #7) . 


Dabei ist F(w), wie man durch Ausführung findet, bestimmt als Funk- 
tion von w durch die lineare gewöhnliche Differentialgleichung: 





[23 ' { 1 4A 
F”(w) — AwF + (RW zA+ z)F=0, 
die durch die Substitution: 
1 


Fe" D(w) 
auf die integrable Form: 
BD" + = o=(0 


reduziert wird. Diese letzte Gleichung wird erfüllt durch die Annahme: 
9=w", 


wo: 
mm —1)+A=0 
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ist. Wird diese Gleichung zweiten Grades durch zwei verschiedene 
Werte m, und m, der Konstanten m befriedigt, so ist: 


Ppı 1 w2 Pa 1 w2 [364 
= [ve w"rf(A)di + [v@ae” w"rf,(A)dA 


eine Lösung von (38) mit zwei arbiträren Funktionen; dabei ist der 


Kürze wegen: 
1 A2yx2 


(1 +y) Feiatim— y(a) 
gesetzt worden. 


16. Hiermit haben wir Lösungen mit zwei arbiträren Funktionen 
von den sechs kanonischen Formen: 


s+Cyg+2=(, 
s+Ra—y).ga+Z42—y).2=0, 


4A B 
a en ee 


nad @—y) 
20 = 
r+q+ Z(e)z = (, 
++ Se a 


aufgestellt. Dagegen fanden wir von der Gleichung: 
s+YWg+z=0 


nur eine Lösung mit einer arbiträren Funktion. 

Mehrere unter diesen Gleichungen sind längst integriert worden. 
Dabei ist indes zu bemerken, daß die von mir angewandte Methode 
sich überhaupt auf alle Gleichungen, welche durch eine zweckmäßige 
Berührungstransformation auf eine dieser kanonischen F ormen gebracht 
werden können, anwenden läßt. Dies soll im nächsten Paragraphen 
gezeigt werden. 


L2 


Y. [365 


17. Ist nun eine beliebige lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, die nicht nach Monges Methode integrabel ist: 


(39) Er +8s+Tt+Pp+0g9+Zz=0 


vorgelegt, so muß nach dem Vorangehenden jede infinitesimale Be- 
rührungstransformation, welche diese Gleichung in sich transformiert, 
die Form: 


9a= la, y)dt, dy-nlzy)dt, de=[zfla,y) + pla,y)}6t 
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besitzen, und dabei ist @ eine arbiträre Lösung von (39). Setzen wir 
p= (0 und suchen die allgemeinste infinitesimale Transformation: 


(40) ox=EÖt, öy=ndt, dge=eföt, 


die (39) in sich transformiert, so finden wir fünf Gleichungen zur 
Bestimmung der drei Größen &, 7 und f. Durch Differentiation erhält 
man darnach noch weitere Gleichungen. 

Hierbei können verschiedene Fälle eintreten: entweder, und das 
ist der allgemeine Fall, gibt es kein Wertsystem &, n, f, welches die 
betreffenden Relationen erfüllt, oder auch, es gibt mehrere solche Wert- 
systeme, und zwar entweder 1, 3 oder 5. Die betreffenden Wertsysteme 
werden bestimmt durch gewöhnliche Differentialgleichungen, die nach 
einer rationellen Theorie integriert werden können. 

18. Findet man in dieser Weise eine infinitesimale Transformation 
(40), so hat die lineare partielle Differentialgleichung: 


p+nga—z(f+0)=0 


mit der arbiträren Konstanten c oo? Lösungen gemein mit der vorge- 
legten Gleichung zweiter Ordnung. Man bestimmt diese gemeinsamen 
Lösungen durch die Integration einer gewöhnlichen linearen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung und stellt sodann, wie früher, eine 
Lösung mit zwei arbiträren Funktionen auf. 

Die hiermit angegebene Methode führt immer zum Ziele, wenn [366 
die Charakteristiken der Gleichung (39) sämtlich durch die infinitesi- 
male Transformation transformiert werden. 

Die Richtigkeit der in dieser Nummer entwickelten Theorie folgt 
ohne Schwierigkeit aus den in den früheren Paragraphen auseinander- 
gesetzten "Theorien. 


Vi. 


Als eine interessante Anwendung der auseinandergesetzten Theorie 
möge das Folgende dienen: 


19. Nimmt man auf einer Kugel zwei Kurvenscharen c und c,, die 
ein Orthogonalsystem bilden, so sind bekanntlich alle Flächen, deren 
Krümmungslinien das sphärische Bild ce und c, haben, bestimmt durch 
eine gewisse lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Setzen wir nun voraus, daß die beiden Kurvenscharen ce und c, durch 
eine gewisse infinitesimale Rotation (oder infinitesimale konforme Trans- 
formation) der Bildkugel in sich transformiert werden, so gestattet die 
betreffende partielle Differentialgleichung eine gewisse infinitesimale 
Transformation der früher betrachteten Form. Schließen wir den ein- 
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fachen Fall, daß ce und c, eine Schar von Meridian- und Parallelkreisen 
sind, aus, so hat unsere partielle Differentialgleichung die Form: 


(41) s+Qa@-Yy).a+Za—y).2-0, 


und daher findet man eine Lösung derselben mit zwei arbiträren Funk- 
tionen durch Integration einer gewöhnlichen linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung: 


W"+(+Q)W-ZW=0. 


Allerdings wird wohl die Integration dieser Hilfsgleichung im 
allgemeinen nicht ausführbar sein. 

20. Laß uns voraussetzen, daß die Hilfsgleichung für e = 0 (oder 
für einen beliebigen speziellen Wert von c) integriert werden kann. 
Alsdann erhält man eine spezielle Lösung: 


2=W(x —y) [367 
der partiellen Differentialgleichung (41). Alsdann findet man durch 


successive Quadraturen beliebig viele (00*) Lösungen von (41). 
Denn Gleichung (41) gestattet die infinitesimale Transformation: 


02; 


nd DE AB 
1 1 Wa@—y) 


und besitzt daher Lösungen der Form: 
2-2 We —-Y)+Wle-y), 
wo W, durch die immer integrable Gleichung: 
W'+QaW;-ZW, +W'=0 


bestimmt wird. Dann aber gestattet Gleichung (41) ihrerseits die in- 
finitesimale Transformation: 





und besitzt daher Lösungen der Form: 
12 We-y)+2W,@-y)+W, 


wobei wiederum W, durch eine immer integrable Gleichung bestimmt 
wird. In dieser Weise kann man unbegrenzt weiter gehen; man findet 
durch successive Quadraturen beliebig viele (00”) Lösungen. 

21. In dieser Weise findet man beispielsweise durch successive 
Quadraturen oo” Flächen, deren Krümmungslinien dasselbe sphärische 
Bild, wie diejenigen einer beliebigen vorgelegten Schraubenfläche haben. 
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Nimmt man andererseits eine beliebige Fläche, die durch eine be- 
liebige infinitesimale orthogonale Transformation in sich transformiert 
wird, so findet man zuerst die Krümmungslinien dieser Fläche durch 
eine Quadratur; darnach bestimmt man durch successive Quadraturen [368 
beliebig viele (00”) Flächen, deren Krümmungslinien dasselbe sphärische 
Bild besitzen. 

Zu bemerken ist übrigens, daß die soeben entwickelte Methode 
auf eine jede lineare Gleichung zweiter Ordnung, die eine infinitesi- 
male Transformation gestattet, mit demselben Erfolge angewandt werden 
kann. 


XXXVa. 


Selbstanzeige von XXXV, 
F. d. M., Bd. XIII, Jahrg. 1881, $. 298—300. Berlin 1883. 


Diese Abhandlung gibt zuerst eine vollständige Transformations- 
theorie aller linearen und homogenen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit zwei unabhängigen und einer abhängigen Variabeln. 

Eine jede solche Gleichung gestattet unbegrenzt viele Transforma- 
tionen in sich. Ist nämlich: z= f(x, y) ein beliebiges Integral, so ge- 
stattet die Gleichung eo ipso die Transformation: 


“=?%, y=y, d=crH+f, 


wo c eine beliebige Konstante bezeichnet. Bei dieser gewissermaßen 
evidenten Transformation bleiben x und y invariant. 

Es gibt mehrere Klassen derartiger Gleichungen, welche außerdem 
Transformationen in sich gestatten, bei denen auch x und y transfor- 
miert werden. Alle solchen Gleichungen können durch zweckmäßige [299 
Koordinatenwahl auf eine der folgenden Formen gebracht werden: 


(1) s+ Y)g+z=0 
(2) s+Q(@—-Yy).4a+Z@—y).r— 0 
(3) s+ Const.yg +2 =( 
A B 
(4) er urn mie —=() 
(5) r+qg+ Z(a)z re 
(6) u 0 
0) r+ga+ 8 0: 


Gleichungen mit den kanonischen Formen (1), (2) oder (5) gestatten 
nur eine infinitesimale Transformation, bei der x und y geändert 
werden. Die Gleichungen (3), (4) und (7) gestatten je drei unabhängige 
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infinitesimale Transformationen, die x und y ändern. Endlich gestattet 
die Gleichung (6) fünf derartige infinitesimale Transformationen. 

Es verdient bemerkt zu werden, daß die Differentialgleichung der 
Minimalflächen ein spezieller Fall der Klasse (4) ist; dieselbe umfaßt 
im übrigen eine Reihe leicht bestimmbarer Gleichungen, deren Inte- 
grale Amperes erster Klasse angehören. 

Die im vorhergehenden besprochenen Gleichungen können nun 
im allgemeinen nicht nach Laplaces Methode integriert werden. Da- 
gegen ist es im allgemeinen möglich, ein partikuläres Integral mit 
zwei willkürlichen Konstanten aufzustellen. Diese Konstanten treten 
nicht in linearer Weise auf, und daher findet man ohne weiteres ein 
Integral mit zwei willkürlichen Funktionen, die in partiellen Integralen 
vorkommen. 

Zur Ausführung dieser Integration ist es keineswegs notwendig, 
die betreffende Gleichung zuerst auf die zugehörige kanonische Form 
zu bringen. Wenn daher eine lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zwischen 2, 2, y eine infinitesimale Transformation 
gestattet, bei der x und y geändert werden, so ist es immer möglich, 
durch Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen ein Inte- 
gral mit willkürlichen Funktionen aufzustellen. 

So unvollkommen die hiermit geleistete Integration auch sein mag, 
insofern die willkürlichen Funktionen in partiellen Integralen [300 
auftreten, so scheint doch diese Theorie einen nicht unwichtigen Fort- 
schritt zu bilden. Es liegt in der Natur der Sache, daß diese Unter- 
suchungen sich auf lineare Gleichungen beliebiger Ordnung mit beliebig 
vielen Variabeln ausdehnen lassen. L. 





XXXVL 


Om algebraiske Differentialligninger, 
der tilstede infinitesimale Transformationer. 
Af Sornus Lie. 


(Über algebraische Differentialgleichungen, 
die infinitesimale Transformationen gestatten.) 
(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh., Aar 1881, Nr. 15. 6 Seiten 8°. Christiania 1882. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Dezember 1881.) 


Ein junger französischer Mathematiker, H. Poincare, der im Laufe 
des letzten Jahres die mathematische Analysis um eine Reihe merk- 
würdiger und außerordentlich wichtiger Theorien bereichert hat, hat 
vor kurzem, jedoch ohne Beweis, die Behauptung aufgestellt, daß er mit 
Hilfe der neuen „fonctions Fuchsiennes“ jede lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung: 


yaHX,_,yrd+...+%y+Xy-0 


integrieren könne, deren Koeffizienten X, rationale oder algebraische 
Funktionen von x sind. 

Dieser fundamentale Satz, an dessen Richtigkeit ich nicht zweifeln 
kann, obgleich es mir unmöglich gewesen ist, irgend einen Beweis dafür 
zu konstruieren, hat mir erlaubt, meine alten Untersuchungen über 
Differentialgleichungen, die infinitesimale Transformationen gestatten'), 
zu vervollständigen und zugleich gewisse ausgedehnte und wichtige 
Klassen von algebraischen Differentialgleichungen zu integrieren. Ich 
erlaube mir, der Gesellschaft ein Resume dieser meiner Resultate mit- 
zuteilen, indem ich mir vorbehalte, darauf zurückzukommen, wenn Poin- 
car@ den Beweis für seinen in Wahrheit epochemachenden Satz ver- 
öffentlicht hat. 


1) Göttinger Nachrichten, Dezember 1874. [D. Ausg. Bd. V, Abh. I] 
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I. [2 
Vorläufig will ich mich auf gewöhnliche algebraische Differential- 
gleichungen: 
ye+ f@,9, 9; -- „ vn et: 
zwischen x und y beschränken. 
Jede infinitesimale Berührungstransformation'): 


ERERN 941-(yar— w)ot, y--( ty )t, 


day 
die unsre Differentialgleichung in sich selber überführt, wird durch ein 
System von partiellen Differentialgleichungen zwischen der unbekannten 
Funktion W und den unabhängigen Veränderlichen %, Y, Y' bestimmt. 
Da W die Form: 
W=««W+@W,+...+c,W, 

haben muß, wo die & willkürliche Konstanten sind und m eine endliche 
ganze Zahl, so kann die Integration dieser simultanen Gleichungen auf 
die Integration einer Hilfsgleichung: 

m m—1 

rt Va +... +4 Vu 0 
zurückgeführt werden, die linear ist und deren Koeffizienten V, algebra- 
ische Funktionen der unabhängigen Veränderlichen v sind. Diese Hilfs- 
gleichung wird nun nach Poincares vorhin erwähntem Satze immer 
integriert werden können. 

Deshalb ist es immer möglich, die infinitesimalen Be- 
rührungstransformationen zu bestimmen, die eine algebraische 
Differentialgleichung zwischen zwei Veränderlichen & und Yy 
in sich selber überführen. 

Denkt man sich im vorangehenden, daß f eine rationale Funktion 
von 2, Y,..., 9” ist, so sind die Koeffizienten V, der Hilfsglei- 
chung rationale Funktionen von v. 

Die infinitesimalen Berührungstransformationen, die eine 
algebraische Differentialgleichung y®” = f in sich selbst über- 
führen, deren rechte Seite eine rationale Funktion von Bu: ! 
Y,..., y”=» ist, findet man demnach, indem man eine lineare 
Ditfferentialgleichung mit rationalen Koeffizienten nach Poin- 
car&s Methode integriert. 

Auf ähnliche Weise kann man augenscheinlich insbesondere die [3 
infinitesimalen Punkttransformationen bestimmen, die eine beliebige 
algebraische Differentialgleichung zwischen zwei Veränderlichen in sich 
selber überführen. 


1) Mathematische Annalen, Bd. VIII, S. 239— 240. [D. Ausz. Bd. IV, Abh. I, $ 6.) 
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11. 


Die eben entwickelte Theorie kann auf alle algebraischen partiellen 
Differentialgleichungen ausgedehnt werden oder überhaupt auf jedes be- 
liebige System von algebraischen Differentialgleichungen, das eine Trans- 
formationsgruppe gestattet. Nur müssen wir voraussetzen, daß diese 
Gruppe, so wie es in der vorhergehenden Nummer immer der Fall ist, 
bloß von einer begrenzten Anzahl von Parametern abhängt. In diesem 
Falle hat W immer die Form: 


W=-aW,+aW; +... + Wan 


‘wo die c willkürliche Konstanten sind und m eine endliche ganze Zahl. 

Deshalb kann auch jetzt die Bestimmung von W, obgleich diese Größe 
von mehreren unabhängigen Veränderlichen abhängt, immer auf die 
Integration einer linearen homogenen Differentialgleichung mit einer 
unabhängigen Veränderlichen zurückgeführt werden. 

Wenn daher ein System von algebraischen Differential- 
gleichungen eine Transformationsgruppe gestattet, deren Pa- 
rameterzahl begrenzt ist, so kann man immer mit Hilfe des 
vorhin angeführten Satzes von Poincare die infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe bestimmen. 

Wenn aber die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe be- 
kannt sind, so findet man die endlichen Transformationen der Gruppe 
‘durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Daher enthält das Vorangehende zugleich eine allgemeine Methode zur 
Bestimmung der endlichen Transformationen, die ein beliebiges System 
von algebraischen Differentialgleichungen in sich selbst überführen, 
jedoch unter der Voraussetzung, daß diese Transformationen nur eine 
gewisse Anzahl willkürlicher Konstanten enthalten, dagegen keine will- 
kürlichen Funktionen. 


II. 


Nunmehr will ich mich wieder auf die Betrachtung einer alge- 
braischen Differentialgleichung: 


= fa 9, y,..., 7") 14 
zwischen zwei Veränderlichen beschränken und will annehmen, ich habe 
gefunden, daß diese Gleichung m infinitesimale Transformationen ge- 
stattet, die nach der in Nummer I angegebenen Methode sämtlich be- 
stimmt sind. Setze ich dann: 


ir AP. or dF 
Er Era fer 
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so kann ich immer m Ausdrücke!) 


dF dF 
BbF=8$,, da HH Ehnrı zen (k=1,...,m) 
aufstellen, die Gleichungen von der Form: 
B,(A(P)) — A(B,(F)) = 4,AF (#=1,...,m) 


sowie: 


BB. )) — B(B,(F)) = Ze, B,F+1,AF  @a=1,...,m 


befriedigen, und wo die A,, überdies gleich Null gesetzt werden können. 

In den Mathematischen Annalen, Bd. XI, S. 497 f£.?) habe ich nun 
eine allgemeine Theorie gegeben, wie die infinitesimalen Transformationen 
B,F für die Integration von: AF=(0 auszunutzen sind. In gewissen 
Fällen gelingt es hierdurch, AF= 0 zu integrieren und damit zugleich: 
ya—f-0. 

Besondres Interesse bietet die Klasse der algebraischen Gleichungen: 
y»— f=0 dar, die durch eine bekannte oder unbekannte Berührungs- 
transformation die lineare Form erhalten können, Die allgemeine Form 
für die Transformationsgruppe einer solchen Gleichung habe ich in den 
Göttinger Nachrichten vom Dezember 1874°) und außerdem in den Ma- 
thematischen Annalen, Bd. XVI, S. 490ff.*) bestimmt. Unter den be- 
treffenden infinitesimalen Transformationen befinden sich immer n paar- 
weise vertauschbare. Ersetze ich daher y"— f=0 durch die äquivalente 
Gleichung: AF=0, so kann ich immer n Ausdrücke B,F aufstellen, 
die Gleichungen von der Form: 


A(B)) — B(AP)=MAF, BB) — B(BA)=0 1 


befriedigen, infolgedessen aber kann ich (Mathematische Annalen, Bd. 
XI, 5. 517)?) AF=0 immer durch n unabhängige Quadraturen inte- 
grieren. 

Kann daher eine algebraische Differentialgleichung: 


y) Er fie, Y, y, ns ye=D») 6.8 


durch eine bekannte oder unbekannte Berührungstransfor- 
mation auf die lineare Form gebracht werden, so kann die 
Integration von: y®— f=(0 immer ausgeführt werden durch 


1) Mathematische Annalen, Bd. XI, S. 496ff. — [D. Ausg. Bd. IV., Abh. II, 
87,8] 

2) [|D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 8—10.] 

3) [D. Ausg. Bd. V, Abh. I] 

4) [D. Ausg Bd VI, Abh. I, $ 12, 14—16.] 

5) [D. Ausg. Bd. IV, Abh, III, 3 12] 
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Verbindung von Poincar6s neuem Satze mit meinen alten Unter- 
suchungen über infinitesimale Transformationen. 

Es ist zu bemerken, daß die Transformationsgruppe einer linearen 
Differentialgleichung eine verschiedene Form hat, je nachdem man es 


_ erreichen oder nicht erreichen kann, daß die Koeffizienten Konstanten 


oder sogar sämtlich gleich Null werden. 

Ist die Zahl » gleich 3 oder kleiner, so bedürfen die vorangehen- 
den Entwickelungen einer gewissen Umgestaltung; in dieser gedrängten 
und vorläufigen Mitteilung finde ich es jedoch nicht nötig, darauf ein- 
zugehen. | 


IV. 


Die in der vorangehenden Nummer skizzierten Theorien können, 
wenn auch mit wichtigen Einschränkungen, auf partielle Differential- 
gleichungen ausgedehnt werden, besonders auf solche, deren Ordnung 
größer als 1 ist. 

Hat man eine algebraische partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung: 

Ale, 21 m Pır + P,) =, 


so kann es nichts nützen, ihre infinitesimalen Berührungstransformationen 
zu suchen, da deren Anzahl unbegrenzt ist. Dagegen kann es sich schon 
der Mühe lohnen, ihre infinitesimalen Punkttransformationen zu suchen. 
Diese werden, wenn ihre Anzahl begrenzt ist, durch eine lineare Diffe- 
rentialgleichung mit algebraischen Koeffizienten bestimmt, deren Inte- 
gration also nach Poincares Methode ausgeführt werden kann. 

Hat man eine algebraische partielle Differentialgleichung von [6 
höherer Ordnung, die eine Transformationsgruppe mit einer begrenzten 
Anzahl von Parametern gestattet, so findet man die infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe, so wie ich in Nr. II erklärt habe. Man nehme 
nun eine beliebige dieser infinitesimalen Transformationen und kann 
dann immer eine partielle Differentialgleichung mit einer geringeren An- 
zahl von unabhängigen Veränderlichen aufstellen, deren Integration eine 
Klasse von Integralen der ursprünglich gegebenen partiellen Differential- 
gleichung ergibt.!) 


1) Dini hat alle reellen Flächen bestimmt, die durch reelle Gleichungen 
geodätisch auf einander abgebildet werden können. Läßt man die Realitätsforde- 


_ rung fallen, so bekommt man eine neue Klasse Flächen, für die die Form des 


na Eee Fa 


Bogenelements angegeben werden kann. 
Ich habe eine Reihe von Flächen konstanter Krümmung bestimmt, deren 
Krümmungslinien auf algebraischen Flächen liegen. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd, III 34 
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F. d. M., Bd. XII, Jahrg. 1881, S. 236. Berlin 1883. 


Die Bestimmung der infinitesimalen Berührungstransformationen 
einer vorgelegten Gleichung: 


F(&, Y,Yyy.. 2) y”) - 0 
reduziert sich immer auf die Integration einer linearen Gleichung: 


d"y a” Iy 
rer U.V-0. 

Ist F algebraisch, so ist dasselbe mit der Hilfsgleichung der Fall. 
Dureh Verknüpfung dieser Bemerkung mit Poincares neuen bekannten 


Untersuchungen erhält man unter anderem die folgenden Sätze: 


1. Die Bestimmung aller infinitesimalen Berührungstransformationen, 
die eine algebraische Differentialgleichung F= 0 invariant lassen, kann 
immer durch Anwendung von Poincares Fuchsschen Zetafunktionen ge- 
leistet werden. 


2. Kann eine algebraische Gleichung: F=0 durch eine bekannte oder 
unbekannte Berührungstransformation auf die lineare Form gebracht werden, 
so wird die Integration von: F = 0 immer durch Anwendung von Poin- 
cares Fuchsschen Zetafunktionen geleistet. L. 





XXXVIl. 


Bestimmung aller Raumkurven, 
deren Krümmungsradius, Torsionsradius und Bogenlänge 
durch eine beliebige Relation verknüpft sind. 


Von SoPpuHuvs Lie. 


(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Mai 1882.) 
Christ. Forh., Aar 1882, Nr. 10. 6 Seiten. 8°. Christiana 1883. 


Es ist mir gelungen, alle Raumkurven zu bestimmen, deren [ı 
 Krümmungsradius oe, Torsionsradius r und Bogenlänge s durch eine 
ganz beliebige Relation: 


a en) =0 


| verknüpft sind. Ich erlaube mir, der Gesellschaft eine kurzgefaßte Be- 
_ gründung dieser neuen Theorie mitzuteilen; eine ausführlichere und 
mehr eingehende Darstellung werde ich später an einer anderen Stelle 
veröffentlichen. | 


1. Seien wie gewöhnlich &, y, 2 die Cartesischen Koordinaten der 
Punkte unserer Kurve und andererseits u, v, w die Richtungskosinus 
der Binormalen, und laß uns überhaupt, welche auch die Größe F sein 
mag, immer: 








ne 

setzen. Dann ist bekanntlich: 

(2) et +y?+z’-l, 

(3) “+ "+ wW=|1, [2 
(4) zu+yv+zw=(, 

(5) z’u+ry’v+z"w=0, 

( Very Hein, 

(7) Vurto?tur=-. 


„ 


Aus diesen Formeln findet man folgendermaßen die Größen x”, y”,2”, 


u’, v’, w' als Funktionen von x’, y’, z’, u, v, w, g und r: 
34* 
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Es ist nach (2), (5): 


za’ +yy" Her" =0, un” Loy” +we" 0 
und daher nach (6): 























x” Fi y” .. g“ > v2’! +y”?+2”: Se 1 
yu—z:v zu—xw zv—yu 1 re 
woraus: 
(8) de‘ _yw—zv dy _zu—anw de _xv—yu 
38.05 E 2 ud. f) er Peest E i 
Andererseits ist nach (3), (4), (5): 
un +w+uww=0, vu +yv+zw=0 
und also nach (7): 
u ER v 1“ vo  _ _VYutteiitu?t 1 
ve —uwy’ wa —ur uy—on 1 BAR 2.5 
woraus: 
(9) au _ ve —uy, U ua us 00 My em, 
ae r 20. 08 r a Yen r 


2. Betrachtet man o und r als gegebene Funktionen von s, so bilden 
die vereinigten Gleichungen (8) und (9) ein simultanes System, dessen 
Integralkurven eben dadurch charakterisiert sind, daß o und r die soeben 
besprochenen gegebenen Funktionen von s sind. Wünscht man daher 
überhaupt Kurven zu finden, deren 0, r und s durch eine gegebene 
Relation: 


(1) 2 (o, r,s) = 0 
verknüpft sind, so muß man versuchen, eine solche weitere Relation [3 
zwischen o,r und s hinzuzufügen, daß unser simultanes System (8), (9) sich 
integrieren läßt. Zu berücksichtigen ist dabei, daß x’, y’, 2’, u, v, w 
durch die drei Relationen (2), (3), (4) verknüpft sind. 

Wir ersetzen das simultane System (8), me die äquivalente 
lineare partielle Differentialgleichung: 


af  yw—zvdf zu—xwdf zv—yudf 














ao | % ae ee 
ve’ —wy’ df  wa’—uz df | uy’ — ve’ df 
| a ae ur AS 


und betrachten dabei o und r als Funktionen von s, indem wir uns 
nämlich zu der gegebenen Relation &= 0 eine noch unbestimmte Re- 
lation zwischen o, r und s hinzugefügt denken. 


"3. Wir bemerken zunächst, daß A(s) =1 ist. Wir setzen darnach: 


x’ +iy’ 
u-+ iv 
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und bilden den Ausdruck: 


4 _ —iw@’+iy)+izeutiv)) z’+iy ‚iw(e’ + iy’) — i2’ (u + iv) 
A(g) = e(u + iv) Bar r(u-+ iv) ’ 





woraus: 
A) = iwp -#)(- 2-95): 
Wir werden zeigen, daß die Größe wp —z’ gleich Y1 + g® ist. 
Setzen wir beiläufig: 
+iy-8, din, 
utw=o, w-w=ö, 
so erhalten die Relationen (2), (3), (4) die Form: 
’+&n=1, W+o®=1, 22w+on+ai=0, 
woraus durch Elimination von 2’ und w hervorgeht: _ 


2V1-EYVl-o9 +on+Bi-=0. 
Nun aber ist: [4 


(eyi-o0 —ayl- En) - 
= &(1— 08) + o?(1 — En) — 20 VYl— En yl—- oo 
= (1 - 09) + o’(1 — 87) + Eo(on + @E) 
| -£+0% 
| und also wird: 











[0] 


EVl— oo —uoyı1—$ ne FEN 
| ee erliel), 
das heißt: 
| gyw—z'=YV1+ 9%, 
wie behauptet wurde. 


4. Hiermit erhalten wir die Relation: 
; 1 1 
Aly)=iyl +9(-.-9;), 


welche zeigt, daß A(p) eine Funktion von @ und s ist. Hieraus ziehen 
wir nun sogleich den fundamentalen Schluß, daß die Gleichung (10) 
immer eine Lösung der Form W(g,s) besitzt, welche Funk- 
tionen von s die Größen g und r auch sein mögen. Diese 
Lösung wird bestimmt durch die Gleichung: 


A(W) 0-7 49) + 7,4), 


- das heißt durch die partielle Differentialgleichung: 
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die mit der gewöhnlichen Differentialgleichung: 
dp AS were Ef P\ __ 
re 


äquivalent ist. Durch die Substitution: 





1— y? 
erhält diese letzte Gleichung die Riccatische Form: - [5 
d 1— v1 
an ae 


ö. Jetzt wählen wir die eine noch unbestimmte Relation zwischen o, 
r und s in solcher Weise, daß die letzte Differentialgleichung integrabel 
wird, und zwar verlangen wir, indem wir mit y, eine arbiträre ge- 
gebene Funktion von s bezeichnen, daß o und r durch die Relation: 

$ ad, _ ;fd , 1-W1\ _ 

an) ee 
verknüpft sein sollen. Dann ist = %, ein partikulares Integral von 
(11), und also findet man durch Quadratur zuerst das allgemeine Inte- 
gral von (11) und darnach eine Lösung W von A(f)=0. 

Nachdem hiermit eine Lösung der Form: 

z’+iy\ _ 

(12) ws ie) 
von A(f)=0 gefunden ist, können wir die übrigen Lösungen von A(f)—0 
ohne Quadratur, ja sogar ohne Differentiation sogleich angeben. 

Zunächst bemerken wir, daß: 


(13) W(s2W)-b 








eine zweite Lösung ist, und da die Größen x’, y’, 2’, v, v und w durch 
drei Relationen verknüpft sind, so fehlt jetzt nur noch eine Lösung. Um 
dieselbe zu finden, führen wir auf den Raum x, y, 2 eine beliebige Ro- 
tation aus; hierdurch gehen x’, y’ in gewisse Funktionen, etwa X und 
Y, von x’, y’, z’ über, und andererseits gehen u und v in gewisse Funk- 
tionen U und Y von u, v und w über. Dann ist 


X+ir 
a Kern 
die fehlende dritte Lösung.!) 


1) Daß man in dieser Weise wirklich drei unabhängige Lösungen von 
A(f)=0 findet, soll bei einer anderen Gelegenheit mehr eingehend nachgewiesen 
werden. 
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Hiernach findet man durch Auflösung der. Gleichungen (12), [6 
(13), (14) die Größen x’, y’, 2’ ausgedrückt als Funktionen von s, a, b 
und c. Darnach geben drei Quadraturen die Werte der Koordinaten x, y 
und z als Funktionen von s und sechs arbiträren Konstanten. 

Daß in dieser Weise alle Raumkurven gefunden werden, deren o, 
_ r und s durch die gegebene Relation 2 = 0 verknüpft sind, beruht dar- 
auf, daß in den vorangehenden Entwickelungen die Größe %, eine arbi- 
träre Funktion von s bezeichnet. 


6. Die vorangehenden Entwickelungen, die immer gültig bleiben, 
gestatten in einem besonders interessanten Falle eine bemerkenswerte 
Vereinfachung. Wenn nämlich die vorgelegte Gleichung &—=0 selbst die 
Form (11”) besitzt, so ist es erlaubt, eine arbiträre Relation zwischen 
o, r und s hinzuzufügen: Die entsprechenden Raumkurven werden immer 
durch Quadratur gefunden. 

Bei einer anderen Gelegenheit werde ich den Zusammenhang der 
angeführten Integration mit meiner allgemeinen Theorie der Transfor- 
mationsgruppen auseinandersetzen. Gleichzeitig zeige ich, daß die ent- 
wickelte Theorie sich auf n Dimensionen ausdehnen läßt. 

Wünscht man z. B. alle Kurven eines vierfach ausgedehnten Raumes 
R, zu bestimmen, deren drei Krümmungsradien gegebene Funktionen 
der Bogenlänge sind, so muß man zwei Riccatische Gleichungen erster 
Ordnung integrieren. Sucht man dagegen in R, alle Kurven, deren drei 
Krümmungsradien und Bogenlänge durch eine vorgelegte Relation ver- 
knüpft sind, so gelingt es, alle derartigen Kurven durch gewisse Quadra- 
turen zu bestimmen.!) 


Christiania, 1. Mai 1882. 


1) Nachdem Puiseux alle Kurven mit konstantem Krümmungs- und Tor- 
sionsradius gefunden hatte, bestimmte Bertrand alle Kurven, deren eg und r in 
konstantem Verhältnisse stehen. Einige andere spezielle Fälle erledigt Enneper 
(Math. Ann. XIX, 1881). 
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Selbstanzeige von XXXVII. 
F. d. M., Bd. XIV, Jahrg. 1882, S. 668. Berlin 1885. 


Die Aufgabe, alle Raumkurven zu bestimmen, deren Krümmungs- 
radius og und Torsionsradius r gegebene Funktionen der Bogenlänge s 
sind, verlangt nach Hoppe die Integration einer Riecatischen Gleichung 
erster Ordnung. Aus seinen Untersuchungen folgt leicht, obgleich er es 
kaum explieite ausgesprochen hat, daß man alle Raumkurven angeben 
kann, die eine gegebene Relation der Form 


ds ds 
2(/*, [2-0 
erfüllen. 


Die vorliegende Note gibt die allgemeine Bestimmung aller Raum- 
kurven, die eine beliebig gegebene Relation der Form 


Ws, 0, r) =0 


befriedigen. Hierbei ist indes zu bemerken, daß die Formeln, welche 
dieses bemerkenswerte Resultat bieten, mit Imaginärem behaftet sind, 
welches im allgemeinen Falle kaum weggeschafft werden kann. Die 
angewandte Methode beruht auf der allgemeinen Theorie der Differential- 
invarianten. Be: 


XXXVIll. 
Untersuchungen über Differentialgleichungen. IL u 


Von Sopuus Lie. 
Christ. Forh., Aar 1882, Nr. 21. 12 Seiten 8°. Christiania 1883. 


Im folgenden gebe ich eine kurzgefaßte Begründung von mehreren 
Untersuchungen über Differentialgleichungen, die ich dieser Gesellschaft 
schon früher ohne Beweis mitgeteilt habe. 


I. Über Flächen, deren Haupttangentenkurven linearen 
Komplexen angehören. 


1. Wenn man auf Flächen mit sphärischen oder ebenen Krümmungs- 
linien diejenige merkwürdige Berührungstransformation anwendet, welche 
Krümmungslinien in Haupttangentenkurven umwandelt, so erhält man, 
wie ich längst (Math. Ann., Bd. V., $. 232)'!) angegeben habe, immer 
Flächen, auf denen jede Haupttangentenkurve von der einen oder von 
beiden Scharen einem linearen Komplexe angehört. Hierzu fügte ich - 
ausdrücklich (Arch. for Math., Bd. VI, 8.124)?) die Bemerkung, daß jene 
Transformation alle Flächen von der besprochenen Beschaffenheit 
liefert. Das hiermit erledigte Problem kann indes, wie ich schon früher 
angedeutet habe (Chr. Videnskabsselskabs Forhandlinger 1879, 3. 4)°) 
durch eine bemerkenswerte direkte Methode gelöst werden. Ich werde 
die Grundzüge dieser Methode entwickeln. 

Mein Ausgangspunkt ist der folgende 


Satz. Zieht man durch drei konsekutive Punkte einer Haupttangenten- 
kurve jedesmal diejenige Haupttangente, welche die Kurve unter endlichem 
Winkel schneidet, so erhält man drei benachbarte Gerade, die offenbar 
eine Fläche zweiten Grades bestimmen. Führt man diese Konstruk- [2 
tion aus für eine jede der beiden durch einen beliebigen Punkt gehenden 
Haupttangentenkurven, so erhält man nicht zwei verschiedene Flächen 
zweiten Grades, sondern jedesmal dieselbe Fläche. 


1) [D. Ausg. Bd. II, Abh. I, Abschn. III, $ 22, Nr. 70.] 
2) [Hier Abh. XXXII, S. 478, Anm.] 
“ 3) [Hier Abh. XXI, 8. 356.] 
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2. Laß mich zuerst Flächen betrachten, auf denen nur die Haupt- 
tangentenkurven der einen Schar linearen Komplexen angehören. 

Unter den 005 linearen Komplexen des Raumes wähle ich nach 
beliebigem Gesetze einfach unendlich viele, die ich mit dem gemein- 
samen Symbole © bezeichne. Jeder lineare Komplex ( ordnet einem 
beliebigen Punkte P des Raumes eine Ebene E zu, und offenbar um- 
hüllen alle durch P gehenden Ebenen E einen Kegel K. Man erhält 
hierdurch o0° Kegel im Raume, welche im Plückerschen Sinne Kom- 
plexkegel eines gewissen Linienkomplexes sind. Zwei konsekutive lineare 
. Komplexe CO schneiden sich nämlich jedesmal nach einer linearen Kon- 
gruenz, und der Inbegriff dieser Kongruenzen bildet einen Linienkom- 
plex L, dessen durch p gehende Gerade sich auch definieren lassen als 
Durchschnittsgerade von konsekutiven Ebenen E. Also sind wirklich 
die Umhüllungskegel der Ebenen E die Komplexkegel des besprochenen 
Linienkomplexes L. 

Stelle ich nun diejenige partielle Difterontialglsichung erster Ordnung: 


F(z, Y,2,P, q) = (0 


auf, deren charakteristische Kegel eben die besprochenen Kegel sind, 
so behaupte ich, daß ihre Integralflächen eben dadurch charakterisiert 
sind, daß jede Haupttangentenkurve der einen Schar einem Komplexe C 
angehört. 

Jede derartige Fläche berührt nämlich in einem beliebigen ihrer 
Punkte, etwa in p, eine Ebene E, so daß alle durch p gehenden Tan- 
genten der Fläche einem gewissen linearen Komplexe © angehören. 
Folglich enthält unsere Fläche oo! Punkte, deren zugeordnete Tan- 
gentenbüschel in einem bestimmten Komplexe C enthalten sind. Der 
Ort dieser Punkte ist offenbar eine Kurve, deren Tangenten dem linea- 
ren Komplexe C angehören, und gleichzeitig nach einem von mir her- 
rührenden Satze eine Haupttangentenkurve der Fläche. Hiermit ist 
nicht allein erwiesen, daß die Integralflächen von F=0 eine Schar 
Haupttangentenkurven enthalten, die den Komplexen C angehören, [3 
sondern gleichzeitig gezeigt, daß diese Integralflächen die einzigen der- 
artigen Flächen sind. 

Die zweite Schar Haupttangentenkurven einer solchen Integral- 
fläche gehören nach einem von mir herrührenden Satze sämtlich dem 
Linienkomplexe Z an. Also: 


Satz. Diejenigen Flächen, auf denen jede Haupttangentenkurve der 
einen Schar einem linearen Komplexe C angehört, können, wenn die be- 
treffenden oo! Komplexe C arbiträr gegeben sind, auch dadurch charük- 
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terisiert werden, daß ihre Haupttangentenkurven der zweiten Schar einem 
gemeinsamen Linienkomplexe, dem Umhüllungskomplexe aller C angehören. 


Sind die linearen Komplexe C arbiträr gegeben, so kann die Inte- 
gration von F=0 nicht geleistet werden. Man kann indes immer 
diese Komplexe derart wählen, daß die Integration gelingt. Hierauf 
gehe ich hier nicht näher ein; ‘ieh bemerke nur, daß F=0 auf eine 
Form gebracht werden kann, die längst von J. A. Serret und O. Bonnet 
eingehend studiert worden ist. 


3. Laß mich jetzt alle Flächen suchen, deren sämtliche Haupttan- 
gentenkurven von beiden Scharen linearen Komplexen angehören. Ich 
bezeichne die Haupttangentenkurven der einen Schar einer solchen Fläche 
mit X und ihre Tangenten mit H; diejenigen der zweiten Schar mit %k 
und ihre Tangenten mit h. Jede Kurve K gehört einem linearen Kom- 
plexe C an, jede Kurve % ihrerseits einem linearen Komplexe c. Jetzt 
sind die Komplexe C und c nicht mehr arbiträr. Es ist, werden wir 
nachweisen, notwendig und hinreichend, daß die Komplexe © mit den 
Komplexen c nach Kleins Terminologie in Involution liegen. 

Die Tangentenbüschel längs einer Haupttangentenkurve K gehören 
einem Komplexe C an, und ebenso gehören die Tangentenbüschel längs 
einer benachbarten Kurve X’ einem benachbarten Komplexe C’ an. Also 
gehören die Haupttangenten h längs der Kurve K gleichzeitig 
den beiden benachbarten Komplexen CO und CO’ an und zugleich 
der hierdurch bestimmten linearen Kongruenz, die ich mit (CO) 
bezeichne. Seien D und 4 die Direktrizen dieser Kongruenz. 

Ebenso erkennen wir, daß die Haupttangenten H, welche die [4 
Fläche in den Punkten einer Kurve k berühren, einer linearen Kon- 
gruenz (c) mit den Direktrizen d und ö angehören. 

Ich behaupte, daß die vier Direktrizen D, 4, d, ö ein Vierseit im 
Raume bilden. Konstruiert man in der Tat im Schnittpunkte der beiden 
Kurven K und %k die nach dem früher besprochenen Theoreme zuge- 
ordnete Fläche zweiten Grades, so ist leicht zu erkennen, daß D und 4 
Erzeugende des einen Systems, d und d Erzeugende des zweiten Systems 
sind. Hieraus folgt, daß jede Kongruenz (C) nach Kleins Termino- 
logie mit jeder Kongruenz (c) in Involution liegt. Also: 

Die Komplexe C und c liegen immer in Involution. 

Diese notwendige Forderung ist auch hinreichend. Man beweist 
in der Tat, daß die beiden partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 

Fa, 4,239, 9)=0, faya»P)=®, 


welche oo! Komplexen C und oo! mit ihnen in Involution liegenden 
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Komplexen c entsprechen, immer oo! gemeinsame Integralflächen be- 
sitzen, und zwar können diese gemeinsamen Integralflächen immer 
durch Quadratur bestimmt werden. 


4. Es gibt zwei wesentlich verschiedene Fälle. 

Es ist denkbar, daß alle Komplexe © (oder c) eine gemeinsame 
lineare Kongruenz enthalten. Die entsprechenden Flächen sind Regel- 
flächen, die dieser Kongruenz angehören. 

Sehen wir von diesem Falle ab, so kann ich in allgemeinster 
Weise folgendermaßen verfahren: Ich nehme Kleins sechs paarweise 
in Involution liegende Komplexe: 


=0, ud, et 
und betrachte in den Gleichungen: 
tim tu =0, u tv +0 = 0 


die Konstante u als Funktion von A, und ebenso o als Funktion von v. 
Dann bestimmen meine Gleichungen zwei Scharen in Involution liegender 
linearer Komplexe.!) Ich bilde die beiden entsprechenden Gleichungen [6 
erster Ordnung: 
F=-0, fm0, 

deren jede von einer arbiträren Funktion abhängt, und erinnere mich, 
daß sie gemeinsame Integralflächen besitzen. Hieraus folgt, daß es 
eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt, deren allge- 
meine intermediäre Integrale eben: F=0 und f=0 sind. Diese Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung besitzt eine sehr einfache Form; sie 
kann überdies nach mir durch eine Berührungstransformation auf die 
Form s=0 gebracht werden. Unter den infinitesimalen Berührungs- 
transformationen, welche meine Gleichung zweiter Ordnung in sich 
überführen, gibt es eine ausgezeichnete, die ich bestimme. Hier- 
nach finde ich die gemeinsamen Integralflächen von: !=0 und f=0 
durch Quadratur. 

Hierdurch finde ich nicht allein alle Flächen der verlangten Art, 
sondern ich erhalte zugleich die naturgemäße Klassifikation derselben, 
wie es aus meiner alten Arbeit in den Mathematischen Annalen her- 
vorgeht. 

Es ist selbstverständlich, daß man die Theorie der Flächen mit 
sphärischen und ebenen Krümmungslinien in ganz entsprechender Weise 








1) Man muß ebenso die Ausartungen des Systems der sechs Fundamental- 
komplexe betrachten. 
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entwickeln kann. Hierauf einzugehen halte ich jedoch für unnötig. 
Denn ich darf es wohl jetzt als allgemein bekannt betrachten, daß 
jede Theorie über gerade Linien einer Theorie über Kugeln äqui- 
valent ist. 

Laß mich jedoch ausdrücklich auf diejenige Dupinsche Zyklide 
aufmerksam machen, die einem jeden Punkte einer Fläche in unzwei- 
deutiger Weise zugeordnet ist, ob sie gleich in zwei Weisen durch die 
Krümmungskugeln definiert wird. | 

Durch Betrachtungen, die den vorangehenden sehr ähnlich sind, 
erhält man auch noch einen direkten Beweis des von mir gefundenen 
Satzes, daß die oben betrachtete partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung die allgemeinste mit zwei intermediären Integralen erster Ord- 
nung ist, deren beide Scharen Charakteristiken Haupttangentenkurven 
sind. 


I. Über Flächen konstanter Krümmung. 


5. Aus einer Fläche F' konstanter Krümmung ist es nach einer [6 
von Bianchi herrührenden Bemerkung, die jedoch im wesentlichen 
schon früher von Ribaucour gegeben war, immer möglich, oo! neue 
derartige Flächen F, herzuleiten. 

Sei p ein Punkt der vorgelegten Fläche F, und », der ent- 
sprechende Punkt einer derivierten Fläche; dann ist die Distanz pp, 
bekanntlich endlich und konstant. Liegt daher p im endlichen Raume, 
so ist dasselbe der Fall mit p,, ausgenommen, wenn pp, eine isotrope 
Gerade ist, in welchem Falle », dem Kugelkreise angehört. Liegt 
andererseits p unendlich entfernt, so kann p, nur dann im endlichen 
Raume gelegen sein, wenn p dem Kugelkreise angehört. Liegt auch p, 
unendlich entfernt, so liegen p und p, vereinigt, weil zwei verschie- 
dene Punkte der unendlich entfernten Ebene immer eine unendliche 
Distanz haben. 

Die Flächen F und F\, haben daher dieselben unendlich 
entfernten Punkte. 


Hieraus lassen sich wichtige Schlüsse ziehen. Kennt man in der 
Tat eine Fläche F und ihre geodätischen Kurven, so findet man nach 
meinen alten Untersuchungen durch successive Quadraturen alle Flächen 
konstanter Krümmung, welche dieselben unendlich entfernten Punkte 
wie F' besitzen. 

Ist F reell und von positiver Krümmung, so-sind die gefundenen 
Flächen im allgemeinen imaginär. Es gibt indes unter ihnen auch 
reelle Flächen; es fragt sich, wie man dieselben findet. 
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III. Über eine merkwürdige Berührungstransformation.!) 


6. In meiner Dissertation stellte ich die Frage nach allen Linien- 
komplexen, die sich derart im Punktraume abbilden lassen, daß die 
durch einen Punkt gehenden Komplexgeraden sich als die Punkte einer 
geraden Linie (g) abbilden. Ist der gegebene Komplex ein linearer, so 
berühren die Geraden g immer eine Fläche zweiten Grades, die nicht [7 
auszuarten braucht. ! 

In dieser Weise erhält man eine Berührungstransformation, welche 
Haupttangentenkurven des einen Raumes in Krümmungslinien eines 
nichteuklidischen Raumes umwandelt. Erinnert man sich nun, daß es 
eine Berührungstransformation gibt, welche Haupttangentenkurven in 
gewöhnliche Krümmungslinien überführt, so findet man eine Berührungs- 
transformation, und zwar eine Punkttransformation, welche gewöhnliche 
Krümmungslinien in nichteuklidische Krümmungslinien umwandelt.?) 
Diese letzte Transformation betrachtet Darboux in seinem Werke: 
„Sur une classe remarquable ...“, Paris 1873. 


IV. Zur Transformationstheorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


%. Imschenetsky zeigt, wie eine Gleichung der Form: 

(a) rt—®?+4Ar+Bs+0t+D=0 

immer auf eine ähnliche Form, die jedoch das Glied rt — s? nicht ent- 
hält, gebracht werden kann, wenn 00° Integralflächen von (a) gefunden 
sind. Er bemerkt aber, daß es noch weitere ihm unbekannte Trans- 
formationen gibt, welche dasselbe leisten: Ich erlaube mir, ausdrücklich 
hervorzuheben, obgleich diese Theorie im Grunde schon 1872°) in de- 
finitiver Weise von mir erledigt worden ist, daß die allgemeinste Trans- 
formation der verlangten Art erhalten wird, wenn man eine Berührungs- 
transformation ausführt, welche 00° Integralflächen (oder Integralkurven) 
von (a) in die Punkte des Raumes überführt. 


1) Hier folgende Bemerkung: Die Krümmungslinien lassen sich definieren 
als Örter von je oo! Flächenelementen, unter denen zwei konsekutive immer 
einer Kugel angehören. Die Haupttangentenkurven sind andererseits Örter von 
je oo! Flächenelementen, unter denen zwei konsekutive einer Geraden angehören. 
Hieraus folgt unmittelbar, daß diejenige Berührungstransformation, die Kugeln 
in Gerade überführt, zugleich Krümmungslinien in Haupttangentenkurven um- 
wandelt. 

2) Es ist leicht zu erkennen, wie man alle Berührungstransformationen findet, 
bei denen nichteuklidische Krümmungslinien invariant bleiben. Ebenso findet 
man alle partiellen Differentialgleichungen erster oder zweiter Ordnung, deren Cha- 
rakteristiken derartige Kurven sind, und so weiter. 

3) [Vgl. hier Abh. I, S. 2, Z. 21—15 v. u.] 
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Zum Beweis genügt es, zu bemerken, daß die dualistisch entspre- 
chende Form: 
rtt—®?+Ar+Bs+(ti=0, 
in der das Glied D nicht vorkommt, eben dadurch charakterisiert ist, 
daß alle Ebenen des Raumes Integralflächen sind, und daß daher die [s 
Form: 


Ar+Bs+C0ti+D=0 


dadurch charakterisiert ist, daß alle Punkte des Raumes Integral- 
gebilde sind. 


8. Die Theorie der Berührungstransformationen komplettiert ebenso 
(Diese Verhandlungen 1872, Kurzes Resume ...)') Amperes Theorie 
der Transformation von Gleichungen zweiter Ordnung auf die Form: 


s= Fa, Yy, 2, P, N: 

Diese Form ist dadurch charakterisiert, daß: x = Const. und 
y= Const. integrable Kombinationen der Differentialgleichungen der 
Charakteristiken sind. Kennt man daher für eine Gleichung der Form 
(a) zwei integrable Kombinationen: 


.F@9y29,9), 9% 9 29,9), 
die verschiedenen Wurzeln der Gleichung der Charakteristiken ent- 
sprechen, in welchem Falle [F®] = 0 ist, so genügt es, eine neue 
Funktion % durch: 
[FW] =0, [97] = 0 
zu bestimmen und darnach die Berührungstransformation: 
c=-F, y-10, !;-7 

auszuführen. Es ist hierbei sehr wohl denkbar, daß: F=a, ®=b keine 
gemeinsamen Integralflächen, sondern nur gemeinsame Integralkurven 
oder Integralpunkte besitzen. 

Ähnliche Bemerkungen gelten für Gleichungen, die auf die Form: 


s | r=F(&, y, 2,P, q) 
reduktibel sind. 


V. Über Transformationsgruppen. 


9. Ich wünsche ausdrücklich die Aufmerksamkeit dieser Gesell- 
schaft darauf zu lenken, daß man die einer beliebigen Transformations- 
gruppe entsprechenden invarianten Differentialgleichungen (Differential- 
invarianten) immer durch gewisse kanonische Variabeln, Fundamental- 
invarianten, ausdrücken kann. Hierzu füge ich die folgenden näheren [9 


1) [Hier Abh. I, S. 2, Z.14v.0.— 8.3, 2.3] 
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Entwickelungen, indem ich mich jedoch auf Transformationsgruppen der 
Ebene beschränke.') 


Sind: ER, ® 
} = RK, Y, a, 4 ...,%,)= la), 


\ Ei plz‘, y, Ay, Ay ..., a,) reg p(a) 
die Gleichungen der Transformationsgruppe, so ist die Gleichung: 
AF@, Pa) = 0, 

die außer den a noch eine beliebige Anzahl Parameter enthalten mag, 
offenbar die allgemeine Definitionsgleichung einer Kurvenschar, welche 
die Transformationsgruppe gestattet. Durch Differentiation hinsichtlich 
x und Elimination der Parameter kann man in jedem Falle die ent- 
sprechende Differentialgleichung finden. 


10. Wenn eine Kurvenschar eine Transformationsgruppe besitzt, 
so sind zwei wesentlich verschiedene Fälle möglich, je nachdem jede 
Kurve der Schar eine infinitesimale Transformation der Gruppe ge- 
stattet oder nicht. 

Laß mich annehmen, daß die Gruppe n Parameter enthält, und 
daß sie jedes allgemeine Wertsystem x, y, y', ..., y-® in jedes andere 
transformiert. Führe ich nun alle Transformationen der Gruppe auf 
ein beliebiges Wertsystem x, 9, ..., y"=®,... y”® aus, wo m größer 
als n ist, so erhält dasselbe 00” Lagen, die durch m—n Gleichungen 
der Form: 

MY Y,.., 2, ..., ya-9d) — a; Const. d=4...,m-n) 
bestimmt werden. Folglich ist die Gleichung: 


(pi, 99... Pm-n) 0) 

die allgemeine Form einer Differentialgleichung (m — 2)-ter Ordnung, 
die unsere Transformationsgruppe gestattet. Man kann annehmen, [10 
daB p, nur von 2,9%, Y,..., y”=V abhängt, daß 9, außerdem nur noch 
y" enthält, daß p, außerdem nur noch y”, y(*+2 enthält, und so weiter. 
Es gibt daher nur eine Fundamentalinvariante von der Ordnung rn —1, 
eine von der Ordnung n, und so weiter. 

Zur Berechnung der Größen p; genügt es offenbar im allgemeinen 
nicht, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe zu kennen, man 


1) Schon 1874 lenkte ich in den Göttinger Nachrichten die Aufmerksamkeit 
auf solche Differentialgleichungen, die eine Transformationsgruppe gestatten, und 
gab zugleich (Math. Ann., Bd. X]) eine rationelle Integrationstheorie für lineare 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung dieser Art. Schon 1874 kündigte 
ich an, daß diese meine Theorie den größtmöglichen Vorteil aus bekannten in- 
finitesimalen Transformationen ziehen lehrt In der zuerst zitierten Arbeit gab 
ich eine vollständige Bestimmung aller Gruppen der Ebene, und zugleich eine er- 
schöpfende Theorie ihrer niedrigsten Invarianten. [Die erste Arbeit s. Bd. V d. 
Ausg., Abh. I, die zweite Bd. IV, Abh. III] 
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muß überdies die endlichen Gleichungen der Gruppe besitzen. Für die 
praktische Berechnung der , ist es indes, wenn die Gruppe in kano- 
nischer Form vorliegt, bequemer, von den infinitesimalen Trans- 
formationen auszugehen und die @, durch successive Integrationen zu 
berechnen.') | 

11. Da die Gruppe n Parameter und zugleich » infinitesimale 
Transformationen enthält, so gibt es 00” Kurven, deren jede eine infini- 
tesimale Transformation der Gruppe gestattet. Diese Kurven werden 
definiert durch die Gleichung: 

9 = a = Const. 


Gebe ich in der Tat a einen partikularen Wert, so gestattet die ent- 
sprechende Differentialgleichung (» — 1)-ter Ordnung n unabhängige 
infinitesimale Transformationen B,f, ..., B,f, welche die 00”! Inte- 
gralkurven unter sich permutieren. Halte ich daher eine Integralkurve 


fest, so gibt es eine infinitesimale Transformation ,B,f+...+c,B,f, 


welche diese Integralkurve in sich überführt. 

Es gibt indes im allgemeinen unter diesen Kurven einige, die 
mehrere unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe ge- 
statten. Diese Kurven lassen sich definieren als Integralkurven von 
Differentialgleichungen, deren Ordnung niedriger als n—1 ist und 
welche dabei die betreffende Gruppe gestatten. Zur Aufstellung dieser 
Gleichungen ist es keineswegs notwendig, die endlichen Gleichungen 
der Gruppe zu kennen, es genügt, die infinitesimalen Transformationen 
zu kennen. Die Bildung der betreffenden Differentialgleichungen ge- 
schieht dadurch, daß man die infinitesimalen Transformationen hin- 
schreibt, sodann verlangt, daß eine zugehörige Determinante ver- [11 


‘ schwindet, und deren Faktoren bestimmt. 


12. Weiß man, daß eine vorgelegte Differentialgleichung eine ge- 
gebene Gruppe gestattet, so kann man ihre Integration in zwei etwas 
verschiedenen Weisen durchführen. Entweder wendet man direkt die 
Methode an, die ich in früheren Arbeiten (Verh. dieser Gesellschaft 
1874?) oder Math. Ann., Bd. XI®)) entwickelt habe. Oder man berechnet 
die Fundamentalinvarianten, bringt die Differentialgleichung auf ihre 
kanonische Form, integriert die hervorgehende Differentialgleichung und 
findet so eine Relation zwischen p, und p, und einer gewissen Anzahl 
von Parametern. Bei der Integration dieser neuen Differentialgleichung 
kann man nun wiederum in zwei Weisen verfahren, usw. 

1) Bekanntlich hat Halphen die Differentialinvarianten der allgemeinen 
linearen Gruppe der Ebene in sehr eleganter Weise untersucht. 

2) [Hier Abh. XIV, 8. 188—205.] 


3) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Abschn. II, 8 7—12.] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 35 
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Ich behalte mir vor, diese Andeutungen näher zu erklären und zu 
entwickeln. Nur mache ich noch die folgende Bemerkung, die sich im 
übrigen verallgemeinern läßt. 

Laß mich annehmen, daß eine Differentialgleichung eine Gruppe 
gestattet, welche jede Integralkurve in jede andere überführt, und daß 
diese Gruppe nicht zusammengesetzt ist. Dann genügt es bekanntlich 
nach meinen allgemeinen Theorien, eine Hilfsgleichung zu integrieren, 
diejenige nämlich, die sich auf die größte Untergruppe bezieht. Kennt 
man nun nicht allein die infinitesimalen Transformationen der Gruppe, 
sondern zugleich ihre endlichen Transformationen, so gestattet die Inte- 
gration der Hilfsgleichung immer Vereinfachungen. Ist sie z. B. von 
zweiter Ordnung, so genügt es, ein Integral erster Ordnung derselben 
aufzufinden. Die hiermit angekündigten Vereinfachungen resultieren 
nicht aus meinen ersten Untersuchungen, in denen ich nur die infini- 
tesimalen und nicht die endlichen Transformationen der Gruppe als 
gegeben betrachtet habe. 

13. Wenn eine Differentialgleichung zwischen x, y vorgelegt ist, so 
kann man immer durch sogenannte ausführbare Operationen entscheiden, 
ob sie eine Gruppe gestattet, und zugleich die kanonische Form dieser 
Gruppe bestimmen. Ich habe schon darauf aufmerksam gemacht, daß 
die Auffindung der infinitesimalen Transformationen nur die Integra- 
tion einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung: 

EEE RR [12 
dur n—1l dun-i 
verlangt.!) Hierzu füge ich jetzt ausdrücklich die mir im übrigen seit 
1874 bekannte Bemerkung, daß die Integration dieser Gleichung im 
allgemeinen bemerkenswerte Vereinfachungen darbietet. Es gibt Fälle, 
wo nur eine Reihe von Quadraturen erforderlich ist. Ich behalte mir 
vor, diese Theorie vollständig zu entwickeln. 

In einer späteren Arbeit werde ich für jede kanonische Trans- 
formationsgruppe der Ebene die zugehörigen Fundamentalinvarianten 
wirklich berechnen. 

14. Bezeichnet man mit o, r und s den Krümmungsradius, den 
Torsionsradius und die Bogenlänge einer Raumkurve, so ist es immer 
möglich, alle Kurven zu finden, die eine vorgelegte Gleichung 


ds ds 
ale ze = 0 


erfüllen. Dieser Satz läßt sich ohne Schwierigkeit herleiten aus Hop- 
pes Untersuchungen, in denen derselbe indes nicht ausgesprochen ist. 


1) [Hier Abh. XXXVI, S. 625—529.] 
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XXXVlIlla. 


Selbstanzeige von XXXVIH. 
F. d. M., Bd. XIV, Jahrg. 1882, 8. 287—288. Berlin 1885. 


Diese Note zerfällt in mehrere Teile. Zuerst werden alle Flächen 
bestimmt, deren Haupttangentenkurven (des einen Systems oder beider 
Systeme) linearen Linienkomplexen angehören. Dieses interessante 
Problem deckt sich im übrigen mit der Bestimmung aller Flächen mit 
sphärischen Krümmungslinien. _ 

Es wird dann versucht, nachzuweisen, daß alle Flächen, die aus 
einer vorgelegten Fläche konstanter Krümmung durch successive An- 
wendung von Bianchis Operation hervorgehen, dieselben unendlich 
entfernten Punkte besitzen. Da indes zwei unendlich entfernte Punkte 
eine unbestimmte Distanz (und also nicht, wie in der Note an- 288] 
genommen, eine unendliche Distanz) haben, so ist der Nachweis nicht 
definitiv, wenngleich der betreffende Satz wahrscheinlich richtig ist. 

Die von Schur gegebene Abbildung des linearen Komplexes im 
Punktraum, bei der eine Fläche zweiten Grades als Fundamentalgebilde 
auftritt, gibt eine Berührungstransformation, bei der Haupttangenten- 
kurven in nichteuklidische Krümmungslinien übergehen. 

Der Schluß der Note beschäftigt sich mit der allgemeinen Theorie 
der Differentialinvarianten. L. 


85* 


XXXIX. 
Meddeleise (Mitteilung). 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh., Aar 1882, Oversigt S. 16—19. Christiania 1883. 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 24. November 1882. 
Oversigt, S. 16, 2.4v. u. — 8. 19, 2.2. 


Von Lie war am 15. November folgende Mitteilung eingegangen, [16 
datiert: Paris, November 1882: 
I. Soll man das Gleichungssystem: 


dx, 
Az — ar + QR%g + 925, 


d m 


= b,%, + doX, + 55%, [17 
= 
1 Ar + at + 5% 


integrieren, in dem a,, b,, c, gegebene Funktionen von z sind, und 
kennt man zufällig ein Integral von der Form: 
x 
(2 u, :) = (= Const., 


so verlangt die Integration des gegebenen Gleichungssystems im un- 
günstigsten Falle nur Quadratur. 


I. Ähnliche Sätze gelten für lineare simultane Systeme mit n 
Funktionen &,,...., x, und einer oder mehreren "unabhängigen Varia- 
beln. Im allgemeinen kann man sogar annehmen, daß C einen parti- 
kulären Wert hat. Ist n=4, so ist im ungünstigsten Falle die Inte- 
gration einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung erforderlich. 


III. Ich will annehmen, daß das vollständige System: 
Af=d, 2, Af=0 mi53) 


n— q infinitesimale Transformationen: B,f,‘..., B,_,f gestattet, die 
eine Gruppe bilden: 


(B,B,) = Z,uBf+ zp, (23:::5:.0) 4, F: 
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Setze ich nun voraus, daß diese Gruppe nicht zusammengesetzt ist 
(compose), so ist es, wie ich schon früher bewiesen habe, ausreichend, 


die erste Hilfsgleichung zu integrieren, die sich auf die größte Unter- 


gruppe bezieht; alles unter der Voraussetzung, daß keine lineare Re- 
lation: 

24,Af+ ZuBf=0 
besteht. Durch successive Anwendung dieses Satzes ist es in jedem 
Falle, das heißt, auch wenn die Gruppe zusammengesetzt ist, möglich, 


die einfachsten Hilfsgleichungen anzugeben, auf deren Integration das 
vorliegende Problem reduziert werden kann. 


IV. In dem vorangehenden Theoreme kann man ohne wesentliche 
Veränderung alle p, gleich Null setzen. Nimmt man nun an, daß man 


nicht bloß die infinitesimalen Transformationen D,f kennt, sondern [18 
_ zugleich die entsprechenden endlichen Transformationen, so haben 
die Hilfsgleichungen stets einen Affekt. Ist zum Beispiel n—q=3 und: 


i (B, B,) nr B,, (B,B;) 3 2B,, (B, B,) za B;, 
so ist die Hilfsgleichung, wie ich schon früher angegeben habe, eine 


- Rieeatische Gleichung erster Ordnung. 


V. Ich will annehmen, daß die » infinitesimalen Transformationen: 
Bf, ..., B,f zwischen &,,...., x, eine transitive Gruppe bilden; in 


' diesem Falle gibt es eine unzweideutig bestimmte Gruppe: (,f, ..., 
-C,f, die gleichfalls transitiv ist und die die Gleichungen: (B,C,) = 0 
- befriedigt. Ein einfaches Beispiel wird von den beiden Gruppen ge- 
‚bildet, die eine Fläche zweiten Grades in sich selbst überführen und 
deren jede eines von den Systemen gerader Linien der Fläche in- 


variant läßt. 


VI. Leitet man aus einer gegebenen Fläche konstanter Krümmung 


neue Flächen derselben Art ab, so haben alle diese Flächen gemein- 
- samen Asymptotenkegel. Hierdurch ist es möglich, die Allgemeinheit 
- des früher von mir gefundenen Integrals zu bestimmen. 


VI. Es seien: v= A und v»=B die Haupttangentenkurven auf 


einer Fläche, deren Krümmungshalbmesser durch: o, = f(e) verknüpft 
sind, und ® sei der Winkel zwischen den Haupttangentenkurven, end- 
lich seien U und V die Bogenlängen der Haupttangentenkurven. 


Kennt man die einer übrigens unbekannten Fläche entsprechenden 
Gleichungen: : 
= Oluv),, U=Ulwmv), V=YVlu, v), 

so kann man, ohne die Gleichung der Fläche zu kennen, immer die 
zwischen % und v bestehende Relation finden, die die Krümmungs- 
linien bestimmt. | 
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VID. Es sei: 
ds®®= Edu? +2F dudv + Gdv! 


das Bogenelement einer Fläche. Ich nehme an, daß u und v als Inte- 
grale zweier Gleichungen erster Ordnung: 
Xdy— Yax=0, XKday— Ydı=0O 
bestimmt sind. Kennt man nun zufällig eine Relation von der Form: 
2(EFG,s,y)=0, 
so kann man im allgemeinen eine Relation zwischen den Multiplika- [19 


toren der beiden Differentialgleichungen finden und infolgedessen zu- 
gleich diese Gleichungen integrieren. 





XL. 
Untersuchungen über Differentialgleichungen. IL L[ı 


Von Sopnus Lie. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Dezember 1882.) 
Christ. Forh., Aar 1882, Nr. 22. 6 Seiten 8°. Christiania 1883. 


$1. 
1. In den linearen Differentialgleichungen: 
da 1 
52 = At + Mt AR, 
d 
(1) z. = b,2, + bu2; + d525, 
dx, 





7 at tar ta 


interpretiere ich &,, &,, 2, als homogene Punktkoordinaten in einer 
Ebene, die unendlich viele parallele Lagen: z = Const. annehmen kann. 
Alsdann bestimmen die Gleichungen (1), kann ich sagen, eine projek- 
tivische Beziehung zwischen zwei infinitesimalen benachbarten und 
also zugleich zwischen zwei beliebigen Ebenen der Schar z= Const. 
Man setze in der Tat: 


RER. 


Ts 
so erhält das System (1) die Form: 

d d d 
® 2-4-% 


wo X, Y, Z gewisse Funktionen von x, y, 2 sind. Nimmt man eine [2 
beliebige Anzahl Integralkurven des simultanen Systems (2), so bestim- 
men ihre Schnittpunkte mit den Ebenen z = Const. projektivische 
Figuren. 
2. Kenne ich nun ein Integral des Systems (2), so ist es, behaupte 
ich, immer möglich, das System (1) durch Quadratur zu integrieren. 
Sei in der Tat: 


(3) ee e) =-(Ü 
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ein solches Integral. Dasselbe bestimmt, können wir sagen, eine Schar 
Flächen, deren jede die Ebenen 3 = Const. nach projektivischen Kurven 
schneidet. Im allgemeinen genügt es, eine solche Fläche, die dem par- 
tikulären Werte Ü = 0, entspricht, zu kennen. 

Laß mich in der Tat annehmen, daß die Fläche = C, die Ebenen 
2 = Const. nach Kurven schneide, die keine linearen und infinitesimalen 
Transformationen in sich gestatten. Dann gibt es nur eine lineare Trans- 
formation (oder einige diskrete), welche eine gewisse Schnittkurve in 
eine beliebige andere überführt. 

Kennt man daher eine von Integralkurven erzeugte Fläche, 
deren Schnittkurve mit einer Ebene z= Const. keine lineare 
und infinitesimale Transformation in sich gestattet, so ist 
die Integration des simultanen Systems als geleistet zu be- 
trachten. 


3. Laß uns nun voraussetzen, daß jede Schnittkurve der Fläche = (, 
mit einer Ebene z = Const. eine und nur eine lineare und infinitesimale 
Transformation in sich gestattet. Alsdann stellt sich die Frage, wie 
die Punkte je zweier Schnittkurven durch die gesuchten Integralkurven 
zusammengeordnet sind. Diese Frage drückt sich aus durch eine Ric- 
catische Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei bekannten Parti- 
kularlösungen. Daher genügt eine Quadratur zur Erledigung dieser Hilfs- 
gleichung, und somit zugleich zur Integration des simultanen Systems. 

Der Fall bleibt übrig, daß die Fläche =, jede Ebene z=Const. 
nach einer Kurve schneidet, welche mehr als eine, und also drei lineare 
und infinitesimale Transformationen in sich gestattet. In diesem Falle [3 
müßte man, wenn nur eine Fläche 9=(), vorgelegt wäre, eine Riccati- 
sche Gleichung erster Ordnung integrieren. Kennt man dagegen zwei 
solche Flächen, deren Schnittkurven mit einer Ebene z = Const. die- 
selbe infinitesimale und lineare Transformation in sich gestatten, so ge- 
nügt es wiederum, eine (oder unter Umständen zwei) Riecatische Glei- 
chung erster Ordnung mit zwei bekannten Partikularlösungen durch 
eine Quadratur zu erledigen. 

Kennt man daher ein Integral der Form (3)'), so genügt 
dies immer zur Integration des Systems (1). 

4. Die hiermit gegebene Theorie dehnt sich auf » Variable aus. In 
einer Note?), die am 15. November 1871 der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen vorgelegt worden ist, habe ich ein wichtiges 


1) It 9=(, nicht von nullter Ordnung, so erhält man analoge Resultate, 
indem man &,, ..., &, als nichthomogene Koordinaten deutet. 
2) [„Zur Theorie eines Raumes von n Dimensionen.“ D. Ausg. Bd. I, Abh. XV1.] 





RATTE TER 
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 simultanes System durch ganz ähnliche Betrachtungen (8. 554—556) 
integriert. Ich verweise im übrigen auf zwei Noten von Darboux mn 
den Comptes rendus (1880) der Pariser Akademie. 

Man erhält eine Ausdehnung meiner Theorie, wenn man die Gruppe 
aller projektivischen Transformationen durch eine beliebige Transfor- 
mationsgruppe ersetzt. 


5. Die hiermit angekündigte allgemeine Theorie findet eine inter- 
essante Anwendung bei der Integration von vollständigen Systemen mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen. 

Sei in der Tat: 


Af=0, ..., 4,f=V (ir 4.4, %n) 


ein vorgelegtes vollständiges System mit »—r bekannten infinitesimalen 
Transformationen: | 
Bf, | DB... f 


welche eine Gruppe bilden, deren endliche Transformationen bekannt 
sind. Ist nun diese Gruppe nicht zusammengesetzt, und besteht dabei 
keine Relation der Form: 


20,Af+ Zß,Bf=%, 


so verlangt die Integration des vollständigen Systems bekanntlich [4 
nur die Integration einer einzigen Hilfsgleichung; diese Gleichung kann 
unter den gemachten Voraussetzungen immer auf eine solche Form ge- 
bracht werden, daß die im vorangehenden angedeuteten Theorien An- 
wendung finden. 

Gestattet z. B. eine Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen 
x und y alle linearen Transformationen der Ebene x, y, die einen Kegel- 
schnitt invariant lassen, so reduziert sich alles nach einer früheren Be- 
merkung von mir auf eine Riccatische Gleichung. Dasselbe tritt ein, 
wenn eine Differentialgleichung sechster Ordnung alle linearen Trans- 
formationen gestattet, die eine Gerade invariant lassen. 

Gestattet eine Differentialgleichung achter Ordnung alle linearen 
‚Transformationen der Ebene, so verlangt ihre Integration nach meinen 
alten Theorien nur die Erledigung einer Hilfsgleichung zweiter Ordnung, 
die nach einer Bemerkung von Halphen durch eine lineare Gleichung 
dritter Ordnung ersetzt werden kann. 

Ist überhaupt die im vorangehenden besprochene Gruppe B;f, ... ., 
B,_,f gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen linearen Gruppe 
eines Raumes R,, so ist nur die Erledigung einer linearen Hilfsglei- 
chung (v + 1)-ter Ordnung erforderlich. 
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82. 
6. In meiner vierten Abhandlung über Flächen konstanter Krüm- 
mung (Archiv for Math. og Nat. 1880, 8. 332)) fand ich die Formel: 


2 2 ? 
ern) 
aus der ich jetzt einige neue Konsequenzen ziehen werde. Zur Ab- 
kürzung setze ich wie früher: 
l+P+gd-o, I1+p+gd-o, 
ı«-2)-PW-W)=N, 4a@-2)—-2pYW-y)=N,, 
woraus: [5 


(A) Dee NN 





Laß uns annehmen, daß die Kurve: @=0 der gegebenen Fläche 
im endlichen Raume gelegen ist, anders ausgesprochen, daß die Be- 
rührungskurve der umschriebenen isotropen Developpablen nicht unend- 
lich entfernt ist. Wir setzen ferner voraus, daß diese Developpable sich 
nicht auf eine Ebene reduziert, wie auch, daß die besprochene Berüh- 
rungskurve sich nicht auf einen Punkt reduziert. 

Die Verbindungslinie der Flächenelemente ® und o, ist im allge- 
meinen keine isotrope Linie; da nun diese beiden Elemente zu einander 
senkrecht sein sollen, so muß die Ebene des Elements ®, mit der eben- 
falls isotropen Ebene des Elements »® zusammenfallen. Dann aber 
können die oo! Elemente ®, einer derivierten Fläche nicht die Relation: 


da— pda — yay=0, 
erfüllen. Hiermit sind wir somit auf Condradietio geführt: 
Die um eine Fläche konstanter Krümmung umschriebene 


[lisotrope] Developpable berührt daher nie dieselbe nach einer 
im endlichen Raume gelegenen Kurve. 


?. Sei in den Formeln (A): 


f 
x 


N=o 
und infolgedessen: 
9,=0, N=0 
oder: 
I+m+m=9, 1a -)-nn-N)-0. 
‚ Also wird: 


P, 4 —1 Vvı+pP!+@ 











1) [Hier Abh. XXX, 8. 424] 
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woraus hervorgeht, daß die Richtung: 2, — 2: — Yy:2z,—z eine iso- 
trope Richtung ist. Der Inbegriff dieser Richtungen auf der gegebenen [6 
Fläche bildet eine Minimalkurve derselben. Die entsprechenden Ele- 
mente o, liegen auf dem Kugelkreise und berühren denselben. 

Eine derivierte Fläche ist somit im allgemeinen einge- 
schrieben längs des Kugelkreises in eine isotrope Develop- 
pable, deren Rückkehrkante Minimalkurve der vorgelegten 
Fläche ist. 

6. November 1882. 


XLa. 


Selbstanzeige von XL. 
F. d.M., Bd. XIV, Jahrg. 1882, $. 288—289. Berlin 1885. 


Die lineare partielle Differentialgleichung: 
1% 0 
a ++ 9% + EA + (12, + d2% + 83%) Dr F 


+ ++ (3%5) 3 =0 


gestattet, wenn die a,, b,, c, beliebige Funktionen von z bezeichnen, 
eine bemerkenswerte geometrische Interpretation. Betrachtet man näm- 
lich &,, &,, 2; als homogene Punktkoordinaten eines Punktes in einer 
Ebene, welche einfach unendlich viele (parallele) Lagen z = Const. an- 
nimmt, so schneidet jede Integralfläche: 


die Ebenen: z = const. nach projektivischen Kurven. Kennt man daher 
eine einzige Integralfläche, so findet man im allgemeinen das vollständige 
Integral durch Differentiation. Dies gelingt immer, wenn die bespro- 
chenen Schnittkurven keine infinitesimale und lineare Transformation 
in sich gestatten. Tritt dieser Ausnahmefall ein, so ist eine Quadratur 
erforderlich und hinreichend, wenn die Schnittkurven keine Kegelschnitte 
sind. In diesem speziellen Falle ist die Integration einer Riccatischen 
Gleichung erster Ordnung erforderlich. 

Eine verwandte, ebenfalls fruchtbare Interpretation erhält man, 
indem man &,, X, %, als homogene Punktkoordinaten einer Ebene, 
als die Zeit auffaßt. Diese Interpretationen, die sich aufn Dimensionen [289 
erweitern lassen, spielen eine fundamentale Rolle in den Untersuchungen 
über Differentialgleichungen, die eine kontinuierliche Gruppe von Trans- 
formationen gestatten. 3: 


XLI, 
Untersuchungen über Differentialgleichungen, 17.35 


Von Soruus Lie.?) 
Christ. Forh., Aar 1883, Nr. 18. 5 Seiten 8°. Christiania 1884. 


Im folgenden stelle ich eine Reihe von Sätzen und Theorien zu- 
sammen: 


I. Bezeichne ich Bianchis Operation?) zur Konstruktion von 
neuen Flächen konstanter Krümmung mit I, Bäcklunds mit B und 
meine mit O, so ist es immer möglich, die Konstante meiner Operation 
in solcher Weise zu wählen, daß die Relation: 


B= 0I0-1 


besteht. Bäcklunds äußerst interessante Transformation ist hiermit 
zurückgeführt auf Bianchis und meine, wobei jedoch zu bemerken ist, 
daß Bäcklunds Transformation unter den bekannten Voraussetzungen 
nur Quadratur verlangt, während meine Transformation die Integra- 
tion einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung‘) verlangt. Führt 
man auf eine vorgelegte Fläche konstanter Krümmung zuerst meine 
Operation mit [einer] arbiträren Konstanten aus, und darnach »-mal [2 
Bäcklunds Transformation ebenfalls mit [je einer] arbiträren Kon- 
stanten, so erhält man 00?*+1 neue Flächen. Die hiermit erhaltene 
Schar gestattet meine Operation. 


f 


II. Bäcklund und Weingarten führten neuerdings die Bestim- 
mung der geodätischen Kurven einer Fläche konstanter Krümmung auf 
die Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung zurück 





1) [Die Arbeit: „Untersuchungen über Differentialgleichungen. III“, Christ. 
Forh. 1883, wird in Bd. V d. Ausg. als Abh. XII abgedruckt werden.] 

2) Erhalten den 12. November. Der Sekretär. 

3) Diese Operation geht bekanntlich fast unmittelbar aus einem von Ribau- 
cour herrührenden Satze hervor. 

4) Kennt man überhaupt ein Integral der Gleichung s= Ksinz, so verlangt 
die Bestimmung der entsprechenden Fläche konstanter Krümmung bekanntlich die 
Erledigung einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung. 
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Ich erlaube mir, zu bemerken, daß dieses interessante Resultat!) 
fast unmittelbar aus meinen 1880 publizierten Untersuchungen her- 
vorgeht. 

Ich bemerkte nämlich einerseits, daß die Bestimmung der be- 
treffenden geodätischen Kurven durch Quadratur geleistet wird, nach- 
dem man eine Differentialgleichung erster Ordnung aufgestellt hat, 
deren Integralkurven geodätische Kurven durch einen Punkt darstellen. 
(Diese Verhandlungen 1880, Nr. 1, S.3).) Anders ausgesprochen, es 
genügt, die von mir mit v bezeichnete Größe als Funktion von s und 
S zu bestimmen, oder sogar nur eine Partikularlösung aufzu- 
finden.?) 

Ich fand ferner (Archiv for Math. og Naturvidenskab 1880, S. 339)), 
daß die Größe v als Funktion von s und $8 durch zwei Gleichungen 
der Form: 


= = A(s, 58) + A,sinv + A,cosv, 
22 = Bes, 9) + Bısinv + Bycosv 


bestimmt wird. Nun aber ist es bekannt, daß zwei Gleichungen der 
soeben geschriebenen Form durch eine Riccatische Gleichung erster 
Ordnung mit einem arbiträren Parameter integriert werden. 

Auch unter einem anderen viel allgemeineren Gesichtspunkte steht 
der soeben besprochene Satz in Zusammenhang mit meinen Unter- 
suchungen. Schon 1874 lenkte ich nämlich überhaupt die Aufmerk- 
samkeit auf die Integrationstheorie solcher Differentialgleichungen: 
f,Y, ..., y®)=0, die eine kontinuierliche Gruppe von Trans- [3 
formationen gestatten. Ich fand, daß die Integration immer auf die 
Erledigung von gewissen Hilfsgleichungen reduziert werden kann. 
Hierzu fügte ich 1882 die Bemerkung, daß diese Hilfsgleichungen 
immer linear sind. Aus dieser allgemeinen Theorie (Archiv for Math. 
og Naturvidenskab 1882)°) folgt ebenfalls Bäcklunds und Weingar- 
tens Entdeckung als sehr spezielles Korollar. 

Der Zweck dieser Auseinandersetzungen ist nicht, die Priorität 
in Anspruch zu nehmen; ich wünschte nur, die Aufmerksamkeit auf 


1) Bäcklund teilte mir dasselbe im März 1882 brieflich mit. Bäcklund 
und Weingarten publizierten den betreffenden Satz im Anfange von 1883. 

2) [Hier Abh. XXVII, Nr. 4, S. 396.] 

3) [Gemeint ist die Größe » in Abh. XXX, $ 3, Nr. 22, S. 437f.] 

4) [Hier Abh. XXX, $ 2, Nr. 11, S. 429.] 

5) [Arch. Bd. VII, S. 443f.; d. Ausg. Bd. V. Abh. IX.] 
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meine allgemeinen Untersuchungen über Transformationsgruppen zu 
lenken. 


Ill. Die Haupttangentenkurven einer Fläche konstanter Kriämmung 
zerfallen in zwei distinkte Scharen (Archiv for Math. 1879, 8. 356; 
1880, 5. 330).') Bringt man das Bogenelement auf die Form: 


ds? = du? + 2cos ddudv + dv?, 
so nimmt die Gleichung der Minimalkurven die Form an: 
d?—=0= (du + eidv)(du + e-iPdv). 


Die Minimalkurven wie auch die Krümmungslinien zerfallen in zwei 
distinkte Scharen, wenn jeder Haupttangentenkurve ein bestimmter 
Sinn zugeordnet werden kann. (Sieh Stephanos schöne Abhandlung 
Math. Ann., Bd. XXI, S. 339.) 

Die partielle Differentialgleichung der Flächen konstanter nega- 
tiver Krümmung: 








2 
. —= — a?sind 
1] 
verwandelt sich bei der Substitution: 
0 = 180° — 8 
in die Gleichung: 
2 
— = a?’sin®, 


die alle Flächen konstanter positiver Krümmung darstellt. 


IV. Bäcklund hat die interessante Bemerkung gemacht, daß die 
unendlichdeutige Transformation: 
Se ken en .. 
Vitpte® I "vierte 
jede Minimalfläche in eine Schar von Minimalflächen‘ umwandelt. Bei 
dieser, offenbar reziproken Transformation gehen selbstverständlich die 
Minimalkurven in ebensolche Kurven über. Dagegen gehen die Haupt- 
tangentenkurven in Krümmungslinien und die Krümmungslinien in 
Haupttangentenkurven über. Hierin stimmt diese Transformation mit 
Bonnets Biegung, die ebenfalls als eine unendlichdeutige Trans- 
formation aufzufassen ist. Durch Zusammensetzung dieser beiden Um- 
formungen erhält man eine Transformation der Minimalflächen, die 
sowohl Krümmungslinien wie Haupttangentenkurven invariant läßt. 





‚ . ’ . N 
zei, Y--ie,ıy- 


1) [Hier Abh. XXV, 8. 375f., Abh. XXX, S. 422.] 
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Das sphärische Bild der transformierten Fläche geht aus demjenigen 
_ der vorgelegten durch eine konforme Transformation der Bildkugel 
hervor. 


V. Ich werde ausdrücklich bemerken, daß jede unendliche (wie 
endliche) kontinuierliche Gruppe eine unendliche Schar von Differential- 
invarianten bestimmt. Die Theorie und Bedeutung derselben ist ganz 
analog mit derjenigen der Invarianten der endlichen Gruppen. 

Ist z.B. eine Gleichung: 

y=fla,y ..., 7») 
vorgelegt, so besitzt dieselbe Invarianten (und Kovarianten) gegenüber 
allen Punkttransformationen (a > 1) oder Berührungstransformationen 
(n > 2), welche sämtlich angegeben werden können. 

Ebenso besitzt eine algebraische partielle Differentialgleichung be- 
liebiger Ordnung Invarianten und Kovarianten gegenüber allen Punkt- 
oder Berührungstransformationen (Gött. Nachr. 1872, 8. 479).!) 


VL Ist ein System Differentialgleichungen in 2,, 23, - : :, 21, 2 --- 

reduktibel auf eine gewisse kanonische Form: 
len rl), 

die eine bekannte endliche (oder unendliche) Gruppe gestattet, so sind 
diejenigen Gleichungen, die z,, x, als Funktionen von den 2,2, be- 
stimmen, reduktibel auf eine kanonische Form: W,= f;; die Größen [6 
W, sind Differentialinvarianten, während die f, gegebene Funk- 
tionen von 2,,%, bezeichnen. (Diese Verhandlungen 1882, 10. Juli.)?) 

Zur Integration von: W,=f, führt man neue abhängige Variable 
ein, und zwar Differentialinvarianten einer größten Untergruppe. Nach 
der Integration dieser Hilfsgleichungen wendet man Differentiation an, 
dabei vorausgesetzt, daß die besprochene Untergruppe nicht invariant 
ist. Darnach ist es unter Umständen erforderlich, dieselbe Operation 
noch einmal auszuführen, usw. Die Ordnung und das Wesen der er- 
forderlichen Hilfsgleichungen hängt von der Zusammensetzung der be- 
treffenden Gruppe ab. Eine verhältnismäßig einfache Anwendung fand 
diese allgemeine 'Theorie in meiner allgemeinen Integrationstheorie von 
Gleichungen: f(x, y,y', ..., y®) = 0, die eine unbekannte kontinuier- 
liche Gruppe gestatten. 


_ VI. Die Bestimmung einer kontinuierlichen Gruppe mit drei, 
vier oder fünf Parametern verlangt, wie ich früher angegeben habe, 


1) [Hier Abh. IV, S. 19£] 
2) [D. Ausg.’ Bd. V, Abh. VIII] 
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Ana wi ar ar aaa 


im ungünstigsten Falle die Integration einer Riccatischen Gleichung | 


erster Ordnung. Die Bestimmung einer mit der linearen Gruppe einer 
homogenen Mannigfaltigkeit: @,,..., «, gleichzusammengesetzten Gruppe 
verlangt die Integration einer linearen Gleichung von n-ter Ordnung. 


Ist die gesuchte Gruppe zusammengesetzt, so geht man schrittweise 
vorwärts. Die Behandlung der Hilfgleichungen geschieht in Überein- 
stimmung mit den früher entwickelten Prinzipien. Diese Theorie ist 
ganz analog meiner 1874 gegebenen Methode zur Integration eines 
vollständigen Systems mit einer bekannten kontinuierlichen Gruppe, ja 
sie umfaßt diese Methode. 


11. November 1883. 


XLI. 
Sätninger (Sätze). 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 
Christ. Forh., Aar 1883, Oversigt S. 20—21. Christiania 1884. 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 30. November 1883. 
Oversigt. 8. 20, 2.5 v.u. — 8.21, 2.9 v.u. 


Lie teilte mit, er habe am 12. November dem Sekretär der Ge- 
sellschaft eine Abhandlung eingesandt „Untersuchungen über Differen- 
tialgleichungen IV“ (oben gedruckt als Nr. 18 [hier Abh. XLI]), und 
unterm 26. November habe er folgende Sätze eingesandt: 


I. Alle Kurven durch einen gegebenen Punkt, deren Tangenten 
einem gegebenen linearen Komplexe angehören, haben in dem be- [21 
sprochenen Punkte denselben Torsionshalbmesser. 


II. Betrachtet man dagegen Kurven, deren Tangenten einem Kom- 
plexe angehören, der nicht linear ist, so hängt die Torsion nicht bloß 
von der Lage des Punktes ab, sondern auch von den Differential- 
quotienten. 


III. Nimmt man eine beliebige Schar von oo! Linienkomplexen, 
so gibt es immer oo” Flächen, deren Haupttangentenkurven des einen 
Systems demselben Komplexe angehören. Diese Flächen werden durch 
zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Art be- 
stimmt, die ich in Band V der Mathematischen Annalen unter den Be- 
zeichnungen D und D\ betrachtet habe.') Spezielles Interesse bietet 
eine Schar von Komplexen dar von der Art, die ich auf S. 250!) der 
zitierten Abhandlung betrachtet habe. Siehe auch $. 212.') 


. IV. Können auf einer Fläche die Kurven, deren Tangenten einem 
gegebenen linearen Komplexe angehören, durch u + v = Const. darge- 
stellt werden, wenn « = Const. und v = Const. die Haupttangenten- 
kurven bestimmen, so wird die Fläche durch eine partielle Differential- 


1) [D. Ausg. Bd. Il, Abh. I, Abschn. III, Schluß von $ 18; Abschn. IV., $ 24, 
Nr. 80; Abschn. III, $ 19, Nr. 57.] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III 36 
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gleichung vierter Ordnung bestimmt, die durch meine bekannte Ab- 
bildung (Mathematische Annalen, Bd. V)!) in die Gleichung übergeht, 
deren Integralflächen isotherme Krümmungslinien haben. (Siehe Wein- 
gartens letzte Note im Monatsbericht der Berliner Akademie.) 


V. Es ist überhaupt von Interesse, unter den sechs Gleichungen, 
die die Krümmungslinien, Haupttangentenkurven und Minimalkurven 
einer Fläche darstellen, drei auszuwählen und zu verlangen, daß 
diese drei Gleichungen eine oder mehrere gemeinsame infinitesimale 
Transformationen gestatten. Hierdurch bekommt man interessante par- 
tielle Differentialgleichungen, auf deren Integralflächen die betreffenden 
Kurven bestimmt werden können. Spezielles Interesse bieten die Flä- 
chen dar, deren Krümmungslinien und Haupttangentenkurven durch 
Gleichungen von der Form: u=(,v=(, u+v= Const. dargestellt 
werden. 


1) [D. Ausg. Bd. II, Abh. I, Abschn. II.] 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken. 


I. 


8.1, 2.16 (24, Z. 12£.): „a=F,(...)=0, 


nl, = 


8.1, 2.10 v.u. (24, 2.11v.u.): „p,=II“. 


In Lies Handschrift, die erhalten ist, 


steht: 9, = 9,. 

8.2, 2.10f. (25, Z. 11): 
später noch öfters. 

$.2, Z.15 (25, 2.15): 
später noch oft. 

S. 2, 2.16 (25, 2.17): In Lies Hand- 
schrift ist „drei‘ unterstrichen. 

S. 2, 19f. (25, Z. 20): „Man anwendet 
hierbei...“, ähnlich später öfters. 

S. 2, Z.11 v.u. (26, 2.5): „dessen In- 
tegral‘. 

8.2,2.4v.u.(25,2.4v.u.): „so läßt sich“. 

8.3,2.7(26, 2.12): II(p,g) statt ®(p,g), 
wie in der Handschrift steht. 

8.3, 2.9 (26, 2.14): „transformiert“. 

8.3,2.16v.u.(27,2.1): „Kegelschnitte‘. 

8.3, 2.4 v.u. (26,2.4v.u.): „statt alle“. 


u. 

S. 5, Z. 10—12 (28, Z. 8-10): „die 
auf einenaturgemäße...des... Verfahren 

. beruht‘. 

8.5, 2.13 (28, 2.10): „alle bisher ge- 
gebene“, so später noch öfters. 

8.5,2.4v.u(28,2.4v.u.): „auf die Auf- 
stellung‘. 

8.6, 2.8 (29, 2.5): „1.“ fehlt. 

S.6, 2.13 (29, 2.15): „p Gleichungen“. 

8.6,2.17v.u. (29, 2.8 v.u.): „auf eine 
konsequente“, so noch öfters. 

8.6, 2.15,14 v.u. (29, Z.6 v.u., 30, 2.1): 
„zur Akademie indem Christiania an (...), 
ich einerseits‘ ; dieSonderabdrückehaben 
„in“ statt „indem“. 


„in Sept.“, so 


„ohne weiter‘, so 





8.7, 2.7(30, 2.14): „eine charakteristi- 
sche Streife‘“, so später noch öfters. 
8.7,2.10f.(30,2.17,19): „fand in 1819, 
„Methode in 1837‘, so später noch Öfters. 
S.8, Z.1v.u. (32, Z. 18): „mit dem 
Büschel“. 
8.9, Z.19;10,2.2(33, Z. 3,21): „dp,“ 
statt: „— dp,“. 
IV. 
S. 16, Z. 15 v.u. (474, 2. 5): 
Klassen‘. 
S.16,2.8v.u. (474, 2.16): „Den Aus- 
gangspunkt“. 
8. 17, Z.1v. u. (474, 2.1 v.u.): 
statt: „70%. 
S. 20, 2.4 (479, 2.9): „Klassenteilung“. 
8.20, 2.8v.u. (480, 2.12 v.u.): „eine 
Gleichung“. 
8.21, 2.12 v.u.(481, Z.3v.u.): „1,2 
n Gleichungen“. 
8.22, 2.16 (483, 2.9): 
a da 2 d +. aa, 
8.24, 2. 2 vu. (asr, 2. 2): 
oF 
ur une Pı Fr] Gupiere 
8. 24, Z.2 v.u. (487, Z. 9): 
und dp,“. 
8.25, 2.8v.u.(488,2.7 v.u.): „von 9 
die von f nach sich“. 


Vs 
S. 27, 2. 7 (132, Z. 6): „Ich erlaube 
mich daher“, so später noch öfters. 
S.28, 2.1 (133, 2.4): „welche meine 
neue Integrationsmethode analog ist“. 
vor. 
8. 32, Z. 11f. (16, Z. 10f.): 
in dieselbe Richtung“. 
36* 


n—1 


„2 


“ 


„noch 2, 


„weiter 
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8.32, Z.13f. (16, Z.12f.): „diese neue 
und nach meiner Auffassung wichtige 
Theorien“. 

8.33, 2.18,14 v.u.(17,2.16,12v.u.): „in 
der Lage“. 

S. 34, Z. 13, 18 (18, Z. 13f., 20): „an“ 
fehlt. — „an welcher alle « gehören“. 

8.34, Z. 14; 35, Z. 4; 36, 2.18 (18, 2.15; 
19,2.7;20, 2.18): Diese drei Sätze haben 
im Originale keine Nummern. 

8.34, 2.10,9 v.u. (19, 2. 2f.): „Gruppe, 
an welcher auch u ., u, gr 
hören‘. 

S. 35, Z. 10 (19, 2. 13): „von einan- 
dern‘, so noch öfters. 

8. 35, 2.11 (19, Z. 15): (u,u,) statt: 
(uu,)- 

S.35,2.6,5v.u.;36,2.21,20v.u.(20,2.15 
und 9, 8 v. u.): „jede Größe der beiden 
Reihen“. 

8.35, 2.2 v.u. 36, 2.17v.u. (20,2.11,5 
v. u.): „der zweiten Reihe“. 

S. 87, 2.1 (21, 2.3): „unsere lineare‘, 

8.37, 2.8v.u. (21,2.1v.u.): „nach sich 
zieht‘“. 

8.39, 2.1 (23, Z2.13f.): „brauchen nicht 
Gruppen, die miteinandern in Involution 
liegen, reciproke“. 

S. 39, 2.4 (23, Z. 16): „mit mehreren 
Gliedern‘. 

S. 40, Z. 15 (25, Z. 6): „es ist aber 
eben“. 

8.40, 2.15 v.u. (25, 2.18): „und setzt 
diese“, 

S.40, 2.5 v.u.(25,2.7 v.u.): „niemals 
mehrere.‘ 

S. 41, Z. 18 (26, Z. 18): „des vollstän- 
diges Systems“. 

8. 42, 2.3 (27, Z. 12): „dieses Para- 
graphes‘: so noch öfters. 

8.43, 2. 7 (28, Z. 16): „Glieder von 
(u, -.. u,)' s Polargruppe sind“. 

8.43, Z.4 v.u.(29, Z. 8): 


Porn 


„ du F dr 5 
ra ... a) ur, . 


8. 44, 2. 18,13 v.u. (29, Z. 1 v.u., 30, 
2.5): (B) statt: (C). 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 44, Z. 11 v. u. (30, Z. 8): „in jeder 
(r — 2)-gliedrigen“. 

8.44, 2.3 v.u. (30, Z. 15): „Funktion 
der Gruppe“. 

S. 45, 2.17 v.u. (31, 2.4): Das „an“ 
fehlt, so noch öfter, doch habe ich es 
später nicht immer hinzugefügt. 

8.45,2.7 v.u. (31, 2.14): „ist, an- 
wendet man eine neue Zerlegung“. 

S.46, 2.3 (31, 2.12v.u.): „Keine aus- 
gezeichnete“. 

S. 46, Z. 12 v. u. (32, Z. 14): „Voraus- 
setzung“. 

S. 46, Z.4 v.u. (32, Z.13 v.u.): „weil 
linke Seite“. 

8. 47, 2.9 (32, Z.1 v.u.): „die beiden 
... Corollar‘‘; so öfters. 

8.47, Z.11 (33, Z. 2): „2q Glieder“, 

8.48, 2.16,15 v.u. (34, 2.16,15 v.u.): 
„die wir zu der gesuchten Funktion X 
stellten“. 

8.51,2.2 v.u.(38, 2.10): mit mehreren 
ausgeschieden werden. Als man immer“, 

8.52, 2.16 (38,2.6v.u.): „F (u... Ur)®. 

8.52, 2.8 v.u.(89, 2.9): „und die aus- 
gezeichneten“. 

8.53,2.11f.(39, 2.6,5v.u.); „nGliedern 
giebt es ein Maximumswerth für die Zahl 
der ausgezeichneten Funktionen“. 

S. 53, Z. 13 (40, Z. 1f.): „ausgezeich- 
neten“. 

8.54, 2.6 (40,2.2v.u.): „Un _," statt: 
Uns ; 

8. 54, 2.7 (40, Z.1 v.u.): „andere“, 

8.54, 2.10, 2.3 v.u.; 57, 2.1; 58, 2.1; 
59, 2.6 v.u.; 61, %A11v.u.; 62, Z.11v.u. 
(41,2.4, 2.7v.u.; 44, 2.1; 45, 2.4; 47, 2.7; 
49, 2.10; 50, Z. 17): Die Eintheilung in 
die Nrn. 12—18 habe ich hinzugefügt. 

S. 54, Z. 15f. (41, Z. 10): „Theorems 
mehrere Funktionen“. 

S.55, 2.17, 14 v.u. (42,2. 17,14 v.u.): 
„stellen auf das vollständige System“, 
„und bestimmt eine“. 

8.56, 2.8 v.u. (43, 2.9 v. u.): „außer 
der“. 

8.57, 2.11 (44, Z.12): „An— 2» —2g 
—?2m=0". 
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Abhandlung VII, VII 


S. 57, 2.18 (44, Z.15 v.u.): „leicht 
darüber, daß“. 

8.59, Z.2 (46, Z. 11): „Keine weitere“. 

8. 60, 2.2 v. u. (48, Z. 12): „Schema 
angibt die verschiedene mögliche Fälle, 
verglichen“. 

8. 61, 2.13 v. u. (49, Z. 8): „nur ein 
ist‘*. 

S. 61, 2.2 v.u. (49, 2.12 v.u.): stelle 
auf das vollständige System“. 

S. 62, Z.1 (49, 2.10 v.u.): „und sucht 
ein“. 

8. 62, 2.12 (50, Z. 2); „stellt man auf 
die acht Gleichungen“. 

S. 62, Z. 19 (50, 2. 9): „außer 9,, %% 
mehrere ausgezeichnete‘. 


VIII, 


S.64,2.14 (52,2.12): „denke ich mich“; 
so noch öfters. 

8.65, 2.9 (53, Z.11): „Indem ich mich“. 

S. 65, 2.20, 6 v.u. (53, 2.12, 1v.u.): 
%,, pP; und &,,%,, ..., &, statt: @;,p, und 


‚ r AT; 
% X; ... Ip: 


S. 66, 2.2, 7 (54, Z, 3, 8): „In erster 


Nummer“, „In zweiter Nummer‘. 
8.67, 2.11, Z.6v.u. (55, 2.17; 56 2.1): 
„F(H)“ statt: „K(H). 
S. 69, Z.8 (57, Z.16) fehlt im zweiten 
Produkte der Faktor IX. 
i 
S. 70, 2.12 v.u. (58, Z.3 v. u.) fehlt: 
„eR“. 
S. 71, 2.17 (59, 3 v. u.) fehlt: „zu. 
8.73, 2.7 (61, 2.4 v.u.): 
„4,;,B FE BA, nl 2 
8.73, 2.9 (61, 2.2 v.u.): „sind“ statt: 
„ist“, 
S. 73, 2.3 v. u. (62, Z. 17): „also 
(hy, Re, - - ., Ar)'s Polargruppe angehören“. 
S. 74, 2.8,13 (63, 2.1,6): „Ich stelle 
auf das vollständige System‘. 
8. 74, 2.3 v. u. (62, 2.3 v. u): „2n“ 
statt: „mehr als n“. 
8. 75, 2.4, 3 v.u. (64, 2.10, 9 v.u.): 
nr S aan“, „»Pn — [yde -1' 
© 8. 75,2. 2,1 v.u. (64, 2.8,7 vu): 
„Die Differenz p,_; — / ydan“. 
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S. 77, Z.1 (65, 2.6 v.u.) fehlt: „sein“. 

S. 77, Z. 12 (66, Z. 11) fehlt: „p;. 

S. 78, Z. 16 (67, Z. 12 v. u.) fehlt in 
der Klammer das zweite ee 

dx; 

8.79, 2.16 v.u. (68,6 v. u.) fehlt: „es“. 

8.79, 2.9, 7,3, 1v.u, 80, 2.865 
(69, Z.1,3,7,9,12,14): „a,“ statt: „wr_,". 

8.80, Z. 17 (69, Z.9 v.u.): „Funktion“. 

S. 80, Z. 15—13 v. u. (69, Z1v.u, 
70, Z.1): „bekanntlich homogene ... in 
x, überführen“. 

8. 83, Z. 17 (73, 2.4): „hier alle N 
nicht paarweise‘‘. 

8.89, 2.18: v.0.(78,2:12): „Naygo., KW. 

S. 83, Z. 10 v. u. (73, 2.17 v. u.): Die 
Nr. 9 steht im Originale erst vor Satz 1, 
hier $. 84, Z. 19 (74, Z. 13). 

S. 86, 2.2 v. u. (76, 2.2 v.u.): „be- 
zeichnen N Funktionen nullter, P Funk- 
tionen erster‘. 

S. 87, Z. 6 (77, Z. 10) fehlt „P“. 

8. 87, Z. 8, 10 (77, Z. 12, 14) fehlt N 
bei =. 

S. 87, Z. 13,9, 8,6 v.u. (77, Z. 10, 6, 
5, 3 v. u.) sind die Buchstaben in den 
Klammersymbolen vertauscht. 

S. 88, Z. 12 (78, Z. 14) fehlt die Be- 
zeichnung: „Satz 4. 

S. 88, Z. 10 v. u. (78, Z.4 v. u.) fehlt 
die Bezeichnung: „(1)“. 

8.89,2.11,9v.u.(80,2.1,3): „Nummer“. 

S.90,Z 3 (80, 2.14): „Als“ statt „Da“. 

S.90,2.9 (80,2.16v.u.) fehlt: „weitere“. 

S. 90, 2.10 v. u. (81, 2.4) fehlt: „S 4“. 

8. 91, 2.17 v.u. (81, Z.1v.u.): 


„(Por Xg41). 

8. 91, 2.13 v.u. (82, Z .4) fehlt: „immer“ 
und: „weitere“. 

8.91, 2.8 v.u. (82, 2.10) fehlt: „immer“. 

8. 91, 2.3 v. u. (82, Z. 15): „Sätze 7, 
3, 4 dieses Paragraphs“. 

8. 92, Z.4 v.u. (83, Z. 15): Inbegriff 
von den Funktionen‘. 

S. 94, Z. 16 (85, Z. 1): „dann auf das 
vollständige System‘. 

8.94, 2.5,4 v.u. (85, 2.15): „eine Funk- 
tion N„_g9- m vermöge einer“. 

S.95, 2.6 (85, Z.7 v.u.): „im welchen“. 
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IX. 
S.96,2.8(237,2.8): „zuGrunde liegen“. 
8.96, 2.12 (237, Z.11f): „geht seinem 

Ursprunge“. 

S. 96, Z. 16 (237, Z. 16): „dargethan 
habe; ich“. 

S. 96, Z. 10, 7 v.u. (237, Z.4,1 v.u.): 
„umarbeiteter‘ „verwandte Arbeiten“. 

S. 96, 2.5,4 v.u. (238, 2.5, 4v.u.) „auf 
einen Wechsel“, ‚oder auf die Einfüh- 
rung“. 

8. 97, 2.12, 20 (238, Z. 14,21): „außer 
der“. 

S. 97, 2. 27 (238, Z. 27): „Diese ist“, 

S. 97, 2.2 v.u. (239, 2.9): „der zweiten 
Reihe“, 

S. 100, Z. 21f. (242, Z. 2f.) fehlen die 
Minuszeichen. 

S. 101, Z. 3f. (242, Z. 13, 12 v. u): 
„nichts übrig zu wünschen. Die Form 
der Resultat leidet indes insofern von 
einer“. 

S. 101, Z.15 v.u. (243, Z. 13): „deren“. 

S. 102, Z. 17 (244, Z. 14): fehlt „an“, 
wie auch später öfters. 

8. 102, 2.5 v.u. (244, 2.5,4 v.u): 
diese Gleichung fehlt. 

8.103, Z.8,7 v. u. (245, 2.8, 7 v.u): 
„der außer der gewöhnlichen“, 

S. 104, 2. 8 (246, Z. 8): „(sieh N. 1)“. 

8. 104, 2.5 v.u. (247, Z. 1): „indeter- 
minirten‘“. 

8.105, 2.13 (247, 2.15 v.u.): F statt ®. 

8.105, Z.11 v.u. (247, Z.3 v.u.): „leidet 
von der“, 

S. 106, Z. 10 (248, Z.15 v.u): 


d® 00 
3 er Tree 


S. 107, Z. 14 (249, Z. 20): diese Glei- 
chung fehlt. 

S. 107, 2.16 (249, 2.21): „n Glei- 
chungen‘. 

S. 113, Z.12 (255, 2.3 v.u.): 
&P)=(X,P)=...=(X,P)=4". 

8. 113, Z. 16 (256, Z, 3): „Nun sollen 
nach“. 

8.113, 2.9 v.u. (256, Z. 10): 

aF daR’ dFARN u 
RP (Fe dp BEL an) (©; P;) ’ 


‘Nun A 





Abweichungen von den ersten Drucken 


was der auf $. 98 (239) getroffenen Fest- 
setzung über den Klammerausdruck nicht 
entspricht. Aus demselben Grunde haben 
auch später eine Reihe von Formeln ge- 
ändert werden müssen: 113, 2.7,4,3 v.u. 
(256, Z. 12, 15, 16); 114, Z.4, 6, 8 (256, 
2.9,7,5 v.u.); 114, Z.16, 27 (257, Z.6, 17); 
115, 2.10, 12 (257, Z.4,2 v.u.); 119,2. 7 
(262, Z. 10). 

8. 114, 2.3 v.u. (257, Z. 21) steht im 
ersten Drucke hinter „befriedigen“ eine 
Verweisung auf-eine Anmerkung; diese 
selbst aber fehlt. 

8.115, 2.4 v.u. (258, Z.11v.u.): „Ein- 
führung von den Größen“. 

8.117, Z. 14, 15 (260, Z.12, 13) fehlen 
die Gleichungen auf Z. 15. 

8.117,2.3 v.u.(260,2.3 v.u.); „(pg. 248, 
Anmerkung)‘. 

8. 118, Z. 14—18 (261, Z. 13—17): 
„unserer Gleichung, daß ... sein müssen. 


1 ter 


IT x R 
—— von Dim. sind“. 


7 
8.118, 2.13 v.u. (261, Z.10 v.u): 
„giebt der Satz“. 


X. 


8.120, 2.9,8 v. u. (282, 2.8,7 v.u.), 
„Theorie, wie andere verwandte beruhen 
eigentlich auf meine Erweiterung“. 

8.121, Z.18 (283, 2.18): „Sei dann f*. 

8. 123, Z. 12 v. u. (285, Z.4 v. u). 
„Differentiation von der“. 

S.125,2.4 v.u. (288, Z.4 v.u.): „Eine 
Zahl partielle‘. 


XI. 

8. 126, 2.6 v.u. (820, Z.4 v.u): 
„Jacobi in 1837“, 

S. 130, Z. 10 (324, 2.7 v. u.): „VI. Ist 
ee RAR 

S. 134, Z. 12f. (329, Z. 7f.): „in der 
Bestimmung aller ... A(P) = 0, 2) und 
in der Integration“. 

8.134, 2.7,6 v.u. (329, 2.8,7v.u): 
„bier, daß (VD) Ah, (&, :.. &9,-17%,) k=1 
en — 1“. 

8.137, 2.11 (332,2. 11): „von... en, 
daß“, 


Abhandlung IX— XIII 


S. 138, Z. 17—15 v.u. (333, 2Z.14—12 


vu): „1) in der Bestimmung ..., A, (7) 
—=0, und in der TEEN 
8.139, Z.13 (334, Z. 16): „Verhältniss 


der Größen H;“. 
8.139, 2.23 (334, Z.25) fehlt „kann“. 
k=2n-1 
0 ah: 2. 
k=1 
8.141, 2.8 (836, 2.13): „AA(P)= 0", 
während nachher immer A (2) — 0 steht. 
S. 142, Z. 6 (837, Z. 11) fehlt: „die“. 
3.144, 2.14(339,Z.8v.u.), 145, Z.12v.u. 
(341, 2.4), 147, Z.1 (342, Z. 16): Die 
Nummernbezeichnungen 9, 10, 11 fehlen. 


XII. 


$.149, Z. 14 (198, Z. 11): „In 1872 
richtete ich die Aufmerksamkeit‘. 

8.151, Z.9 v.u. (200, 2.2 v.u.): „leicht 
ein anscheinend noch allgemeineres“. 

8.154, 2. 3,2 v.u. (204,2. 17£.): „die 
sich an einer (n — g)-fach ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit“, ebenso noch 
mehrmals. 

8.156,2.13 (205,2. 1v.u.):,k=0,1...q". 

S. 156, Z. 16 (206, Z. 3): „zufügt und 
das erhaltene“. 

8.156, Z.10 v.u. (206, Z. 15): Die Be- 
zeichnung „Hilfsproblem 1‘ fehlt. 

S. 158, Z. 5f. (208, Z. 1f.): „sie nur 
von F’s und nicht von W’s Form 
abhängen“. 

8.158, 2.12—9 v.u.(208,2.15—12v.u.): 


„den Inbegriff von Elementen (2, x, p), 


die... werden, eine charakterstische 
Streife oder“. 

8. 159, Z.1 v.u. — 8.160, Z.1 (209, 
Z.1v.u. — 210, 2.1): „Gleichzeitiggehen 
Integrale fj...fen-ı“- 

8. 162, 2.6 v. u. (213, Z. 6): 
im allgemeinen‘. 

S. 168, 2.5 (213, Z. 17): „einen in- 
direkten ER zu geben, dies umsomehr 
‘wie ich‘ 

S. 164, 2.6 (214, 
dann“. 

S.164, Z.19f. (214, Rice): 
mit N)’s benachbarten Hleneniae \ ver- 
einigt*‘. 


„daß so 


„Sei 
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8.164, Z.2,1 v.u. (215, Z.18 v.u.): 
„auch zu P’’s benachbarten Elementen 
in, 

S. 165, Z.4 (215, Z.14 v.u.): „wie auch 
P’’s noch“. 

S. 165, Z.12v.u. (216, Z. 11): „erzeugt 
sind. Es‘. 

8. 166, Z. 19 (217, 2.9): 
Fall“. 

S. 166, Z. 26, 28 (217, Z.14, 16): „ent- 
hielt‘, „waren“. 

8. 166, 2.7 v. u (217,.2.15 v.u): 
„oder von discreten‘. 

S. 167, Z.5 (218, Z. 1): „Theorem II“. 


„daß so der 


8.169, Z.17 v.u. (220, Z. 15): „Ele- 
ment gehen“. 
S. 170, Z. 19 (221, Z. 16f): „gemein 


haben, oder ... enthalten sind“. 

8.171, 2. 10: r. u. (222, 2.9 vn): 
„enthalten. Diese‘. 

S. 172, Z. 12 v. u. (228, 2.6 v. u): 
174, 2.13 (225, Z.10 v.u.): Die Nummern- 
bezeichnungen 11, 12 fehlen. 

8.172, Z.1v.u. (224, Z.1 v.u.): „nehmen 
wird‘. 

XIII. 


S. 177, Z. 23 (243, Z.12 v.u.): „Ich 
vorbereite eben ... Arbeiten, unter“. 

8.177, 2.9 v. u. (243, 2.5 v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1—8 ist neu 
hinzugefügt. 

S. 178, Z. 7 (244, Z. 13): 
mation gestattet. Zu“. 

8. 181, 2.14 v.u. Fe 2. er „so ist 


„Transfor- 


nach dem Satze 2 ı52 + n5 nr Re 


S.181, 2.3 v.u. Br 2. ee; 
Vortheil‘, so auch später. 
S. 183, Z. 12 1250,72. 4): „Xy+ X“. 


-/[Xdx 


„keinen 


8.183, Z.14 (250, Z. 6): „auf e 
und also“. 

8.184, 2.12,11 v.u. (251, 2.8,7 v.u.): 
„Tangente zu der hindurchgehenden“. 

S. 185, Z. 9—2 v.u. (252, 2.2 v.u.— 
253, Z, 6) enthält das Original mehrere 
Zeichenfehler. 

8. 186, Z. 16, 13 v. u. (254, 2.3, 7): 
„vermöge zwei“, so auch später. 


568 


XIV. 


8. 188, Z. 13 v. u. (255, Z. 11 v: u): 
„seiner Lösung“. 

8.188, 2.5 v. u. (255, Z.1v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1--16 ist neu 
hinzugefügt. 

8. 189, 2.3 v.u. (256, Z.1 v.u.): steht 
als Index % statt u. 

8.191, Z. 1f. (258, 7. 6£): „im Fol- 
genden über die infinitesimale‘, 

S. 194, 2.1 (261, Z. 15): „noch meh- 
rere, etwa“. 

8.197, Z. 9 (265, Z. 2) fehlt (—ı) tk. 

8.197, Z. 5,2 v.u. (265, Z.11,8 v.u.) 
fehlt (— 1)&—1 und A;rı: X, haben 
die oberen Indices k+1,...,n. 

S. 198, Z. 10 v. u. (266, 2. 13): n—1 
statt: n —r. 

S. 199, Z. 6 v. u. (267, 2. 10 v. u.): 
— statt: +. 

S. 200, Z. 5f. (268, Z. 3): „freilich in 
einigen“. 

S. 200, 2.4 v. u. (268, Z.5 v. u.): 
„insofern es keine“. 

S. 202, 2.4 v. u. (270, Z. 1 v.u): 
„(BB,) = u, Bf“, 

8. 204, 2.7 (272, 
habe, geben“. 

S. 205, 2. 7f. (273, Z. 13f.): „Integra- 
tionsgeschäft vermöge n — r successiver 
Quadraturen zu erledigen“. 

8.205, 2.9 (273, Z.15): „zunächst auf 
das vollständige System“. 


Z. 12): „entwickelt 


ar 

8. 207, Z.13 (1, Z. 12): „Mitteilungen 
zu den“, 

8. 208, 2.2 (2, Z. 3): Die Einteilung 
in die Nummern 1—9 ist neu. 

S. 208, 2.18 v.u. (2, 2.18 v. u.): „oder 
auch zerfallen sie in“, 

8.208,2.10 v.u. (2,2.5v. u.): „jJeden- 
falls ein, das“. 

8.209, 2.5 v.u. (4, Z. 5): „bildeten. 
Und ein“. 

8.210, 2.8 v.u.(6&, 2.5): x—=c statt: 
= 0. 

8.211, 2.2f. (5, Z.15f.): „beibehalten 
wir“, 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8. 211, 2.15 (5, 2.2 v. u): 99, die 
RER um das r werden aber nur 


; noch ein paarmal gesetzt, dann fehlen 
‚ sie fortwährend; ich habe sie daher von 
| Anfang an weggelassen. 


De 


| 

















8. 212, 2.14 v.u. (7, Z. 3): „Integral- 


8.212, 2.10 v. u. (7, Z.7): M?stattM,. 
8. 213, 2.2 (7, 2.10 v. u.) lautet die 


zweite Gl. Zri=0 
S. 213, Z 2.6, 13 (7, 2.6 v. u.; 8, 2.2): 
dm, >ifekan af, AN _, 
de, dx, dp, In)” : 
i=g+1 
i=n 
( all" df ee 


S. 213, Z. 14 (8, Z. 3): „addiert die q 
zuk=1...g“. 
8. 213, Z. 2 v.u. (8 2.i1lv.u): 


all 


er Pd 


S. 214, Z.12, 10, 9, 8, 6 v. u. (9, Z.14, 
17, 18, 19, 21): M? statt M,. 

8. 216, 2.1,4 9, 2.7, 4 v.u): 
statt M,. 

8.215, 2.9 (10, 2.2): z=estatt: 20. 

8.215, 2. 12f. (10, Z.5—7): „ist. Und 
zwar erhält... Parametern c, c PERS RERL A 

8.215, 2.8 v.u. (10, 2.12 v. u.) fehlt 
„und“. 

8.215, Z. 6, oe 


M? 


26,4 ..) und: 
Re ern .)=0(, 
S. 216, 2.6, 1 v.u. (11, 2.7,2 v. u.): 
dN 
er 


(een ara, 
=> da;dp; dp, da, ; 
2 


DIE: ug 
dx; dp; dp; da 
3 
8.217, 2.2(12,2.1): zu _: rn ‚trhh) 


=0=mM —-h, mp —h). 





Abhandlung XIV--XVI 


8. 217, 2.10 v.u. (12, 2.11 v. u): 
Km —f). 

S. 217, 2.9, 8 v.u. (12,2.10,9 v.u.): 
„Also kommt P, gar nicht in der trans- 


formierte Gleichung vor“. 

S. 218, 2.1 (13, Z. 1): „N eine bloße 
Funktion der x, so“. 

S. 218, Z. 16 v. u. (13, 2. 12 v.u.); 
„teducirt sodann p, — f = 0". 

8. 218, 2.10 v.u. (13,2.5 v.u.): „Glei- 


chung zwischen n — 2 Variabeln 9) — f e 
—= 0 usw.“ 

8.219, Z. 11 v.u. (15, Z. 5): „(Math. 
Ann. Bd. VII, pg. 290“). 


XYVI. 


S. 221, 2.8 v.u. (16, 2.7 v. u.): „liegt 
das darin, daß‘“. 

8.222, 2.13 (17, 2.14): „In 1864 zeigte“, 

8.222, Z.20 (17, Z.21): „ich in 1873“. 

S. 222, Z. 24, 26 (17, Z. 25, 27): „Des 
Uebersichts wegen“, „in einigen Schema 
zusammen“. 

S. 223, 2.10,9 v.u. (18, 2.4,3 v.u.): 
„Sache entsprechen scheint, für zufällig 
halten wird. Unter“. 

S. 224, 2.5 (19, 2.12): Die Einteilung 
in die Nrn. 1—23 ist neu. 

8.225, 2.23; 226, 2.17 (21, 2.6; 22, 
Z. 4): „ist, wenn ® selbst‘. 

S. 226, 2.8 (21, 2.12 v. u): „Kurz- 
weg über die“. 

S. 226, 2.4 v.u. (22, 2.16 v. u.): „Be- 
stimm“, so noch öfters. 

8. 227, 2.3 (21, Z.11 v.u): (X,H) 
statt; (HX)). 

S. 227, 2.17 (23, 2.3): „so sind jede 
der“. 

S. 227, Z. 21 (23, 2.8): (HP;) statt: 
(PH). 

8. 227, Z. 23 (23, Z. 10): „die Form 
nehmen“, 


8.227, 2. 24. (03, 2, 11s), IH, 4H 


dp; day 
8.228,7.9,8 v.u. (24, Z. 11f.): (X,K,) 
statt: (K, X); (K, Py) statt: (P,K,); bei 
II und bei 8 fehlt der Index. 
8. 229, Z. 7f. (24, 2.3 vu): Por 
und X, statt: Pırrı und X,: 
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S. 229, Z. 12 (25, Z. 1f.): „kommen 
nicht zur Anwendung in dieser Abhand- 
lung“. 

8.229, 2.8,7v.u. (25, Z.11f.): (K, P,) 
statt: (P,K,); k=q-+1stattk=g’ +1. 

8. 229, 2.1 v.u., 230, 2. 3 (25, 2.13, 
10 v.u.): (K, Py+ı) statt: (Pr, Kı). 

8.230, 2.6 (25, 2.8 v.u.): 

R,(X, ... X, PL Pan Ponyge Po) 
8.231, 2.14 (26,2. 2v.u)J:i=1...ß. 
8.232, 2.9 (27, Z.1v.u.): (F,9(X,)P,)- 
S. 232, 2.7,15,24; 233, 2.15 (27, 2.4 

vu; 28, 2.6, 15; 29, 2.4) fehlt 

(=1...n). 

S. 232, 2.6 v.u.; 233, 2.20 (28, Z. 19 
29, 2.8) fehlt: k=1...n — g). 

8. 285, Z. 14 (81, Z. 7): 

all 


dl Ba 
A SeIErY P;- dp. 
S. 235, 2.21 (31, 2.14); „wegen X,'s 
Unabhängigkeit von X, ... X“. 
S. 236, Z. 10f. (32, Z. 6f.): „Ordnung 
vn X .-,; X, s Polargruppe Lösungen“. 
S. 236, Z. 22f. (32, Z. 20): „Satzes“ 


statt: „Paragraphen“, 
S, 236, Z.1v.u. (82, Z.4 vu): 


PAyr Por. 


S. 237, 2.3 (32, Z2.1v.u.): „Dimension 
von X, ... X,’ 8 Polargruppe Lösungen“. 

S. 237, 2.4 (33, 2.1): „A;f=0. Oder 
auch verschwinden“, 

S. 237, Z. 6 (33, Z. 3): „größte der 
beiden“. 

S. 237, 2. 13f. (33, Z. 10f.): „Ordnung 
von X, de X,’s Polargruppe die“. 


S. 237, Z. 13 v. u. (33, Z. 20): „Ord- 
nung von X, ... X, Polargruppe Lö- 
sungen“. 

S. 237, 2.12,11v.u. (33, Z.10,9v.u.): 
„der auf pg. 32 aufgestellten Form wirk- 
lich“. 

S. 239, Z. 5 (85, Z. 8f.): „Oder auch 
verschwinden“. 

S. 239, 2. 8 (35, Z. 12): „die größte 
der“. 

S. 289, Z.17f. (85, Z.13,12 v.u.): „I 
eine bloße Funktion von X, De St 


570 


8.240, Z.1 (86, 2.8): X,...X 


g°’ 
X. er 


8. 240, 2.6, 7 (86, Z. 12, 13): bei IT 
fehlt der Indexk; H, (X, IR Kr Pyr2ı 

P,n). 

S. 241, Z. 11 (37, Z. 16): 

Rn Bong san 

8.241, Z. 15, 18 (37, Z. 20f.,24): „Oder 
auch verschwinden“, „die größte der“ 

8. 241, 2. 6, 5 v. u. (38, Z. 3): „wir 
wieder hier Funktionen“. 

S. 242,2.2 (38, Z. 8): „indeß nicht hier 
näher“. 

8. 242, 2.13 v.u. (88, 2.2, 1v.u): 
„oder auch giebt es keine weitere Lö- 
sungen“. 

8.242, 2.8 v.u. (39, Z.5): „Find die“. 

8. 243, Z.8, 15 (39, 2.19, 25): „g+gq’ 


weniger als n“. = 
8.243, zer), ET 
= Const.... X „= Const. “ 


1) Kong 
S. 244, 2. 4f. u. 14 (40, 2.15 u.7,6v.u.): 
„Ordnung von X 1: X, s Polargruppe“. 


8. 244, Z.10,9 v.u. (41, Z. 10): 


X, Ban X,r8 Polargruppe“. 


S. 244, 2.8 v.u. (41, Z.11): „System 
mehrere Lösungen“. 

S. 246, Z.3 (42, Z.1 v. u.): unbefrie- 
gend, wie es“, 

S. 246, 2.3 v.u. (44, Z.1): „der zweiten 
Kategorie“. 

8. 247, Z.20 (44, Z.11v.u): „f=a, 

%,_g41= Const. se 

8. 248, Z.9 (45,2. 19: (X = 0 statt: 
(1X) = 0. 

S. 249, 2.15 (46, 2.11 v.u.): (X, ‚N=0 
statt: (X, f)= 0. 

8.249, 2.15 v.u. (46, 2.4 v.u.): „keinen 
bedeutenden Vortheil“. 

8.249, 2.12 v. u. (46, Z.1 v.u.): „Wir 
stellen dann fest‘. 

8.250, Z.1(47, 2.12): „Sei dann X, ...“ 

8.250, 2.9 v.u.(48,2.5): X „statt: X, 


„in 


XVII. 


S. 252, 2.11 (194,2. 9): Die Einteilung 
in die Nrn. 1—7 ist neu. 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 252, 2.19 (194, Z. 11 v. u): (ei; p} 
=1. 

S. 252, 2.8 v.u. (194, 2.6 v. u.): „be- 
friedigten“. 

8.253, 2.11 (195, Z. 11f.): „bestimmen, 
indem diese‘. 

S. 254, 2.12, 1 v.u. (196, Z.4v.u, 
197, Z. 7f.): „mehrere Relationen“, 

S. 255, 2.1 (197, Z. 9): Die Nummer 
des Satzes fehlt. 

S. 255, 2.7 (197, 2. 15): „Sei jetzt“. 

8. 255, Z. 11 (197, Z. 11 v.u.); p; statt: 
— 24; 

8. 255, 2.7 v.u. (198, Z. 6): „indem 
sie eine“, 

8.256, Z. 12f., Z. 15, 14 v. u. (198, 
2.7 v.u. u. 199, Z. 4): „nicht mehrere“, 

8.256, Z.13 v.u. (199, 2.6); Die 
Nummer des Satzes fehlt. 

S. 256, Z, 11 v.u. (199, Z. 7): 


7 
=2, 09 77 de), 

8. 257, 2.6 (199, Z. 10 v.u.): „Daher 
können (12)“. 

S. 258, 2. 4, 7 (200, 2. 10,7 v. u): 
„Wegen (18) bestehen“, „wegen (19) ist‘. 
S. 258, 2.6, 9 (200, 2.8, 5v.u): 
(F,9)=1, (Fi9)-1. 

S. 258, Z. 11, 15 (200, Z.3 v. u. 201, 
2. 3): M, statt: M,. 

8.258, 2. 15 v.u. (201, Z. 8): px statt: 
-n 

S. 258, 2.4 v. u. (201, 2. 12 v. u): 
„sondern zwar auf“. 

8. 259, 2.6 Sr 2.3 v.u): 

a2, 
= 2, u er 

8.259, 2.7 (201, 2.2 v. u): 
mehrere Relationen“. 

S.259, Z.11—8 v.u. (202, 12—9 v.u.): 
„unter den Größen &,...p,; h,... An 
Funktionen von &,...p, bezeichnen; 
und ebenso “|,...%,, m unter den 
Größen x], ... 97, hi, ... h,, Funktionen 
von &{, -...2m bezeichnen. Die nach- 
stehenden 2(n — m) Relationen‘ 

8.259, 2.3 v.u. (202, 2.3 v.u.): (F,®,) 


=|1. 


„nie 


Abhandlung XVI—XIX 


XVII. 

8.260, Z.13 (335, Z 12): „gleichzeitig 
in 1872 entwickelten“. 

8.260, 2.9 v.u. (335, Z. 1 v.u.): „mir 

in 1873“. 

8.261, 2.12f. (336, Z. 18f.): „Gäbe es 
keine ..., so ließe sich“. 

S. 262, 2. 1. (337, Z. 18): 

mi Ss 

8.262, Z.15 v.u. (338, 7.8): „in einer 
Reihe- Fälle, die man früher nicht be- 
handeln wußte. 

8. 262, Z. 5 v. u. (888, 2. 12 v. u): 
„stützt, welche die Tragweite‘. 

8.263, 2. 2 (338, 2.5 v. u.): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 1—22 ist neu. 

8.263, 2.14 (339, 2.9): „in (2) hinein. 
Dies“. 

S. 263, Z. 16,19 (339, Z.12,15): „welche 
Gleichungen sich ... zerlegen. Das“. 

S. 264, 2. 3 (340, Z. 1, 2): „Anwendet 
man dagegen ... (5) und (4), so“. 

S. 265, 2.2 (341, Z. 3): „lassen. Und 
da wegen (7) alle“. 

8.265, 2.6 (341,2.8): „von f} ... fr zu 
bestimmen“. 

8.265, 2.13 v. u, (341, 2.5 v. u.): „so 
ist“. 

S.265, Z.1 v.u. (342, 2. 10): (2) statt: 
(12). 

S. 267, Z. 11 v. u. (344, 2. 14 v. u): 
„zu einem vollständigen Differential“. 

S. 268, Z. 10, 13 (345, Z. 10, 13f.): 
„mehr, wie sie“, „insofern mehr voll- 
kommen, wie sie‘. 

S. 268, Z. 20, 22 (345, Z. 21f., 23f.): 
„fehlt, zweckmäßigst Theorem I“, „In 
beiden diesen Fällen“. 

S 269, Z. 11f. (346, Z.9 v.u.): „ich 
nicht in dieser Weise mein Theorem in“. 

8. 269, Z.7 v. u. (347, Z. 12): 

(PP) Bea 4,9“ 

8. 270, Z. 5£f., 6f. (347, 2.8, 7 v.u.): 
„bekannt sind, zu verwerthen“, „genau 
folgen“. 

8. 270, Z. 17—19 (348, Z. 5—7): „heißt, 
daß (p,9,) eine Lösung ... Regeln nur 
das“, 


Fy = &g“. 
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8. 271, Z.14 (349, Z.11f.): „Ordnung. 
Und folglich“. 

S. 271, 2.11 v.u. (349, Z.7 v.u.) fehlt 
das Glied +2,9,,4; 9. 

8. 272, Z. 4 (350, Z.8f.). „Gestalt ge- 
nommen“, 


8. 273, 2.15 (351, 2.4 v.u.): „Kannte 
man“. 


8.273, 2.20 (352, 2.2): „dagegen nicht 
die Größen 2, so“. 

S. 274, 2.8 (352, 2.4 v.u.): „Nutzen 
wie zwei solche Lösungen macht. Um‘. 

8.274, 2.15,23 (353, Z. 4, 13): „Gruppe. 
Und da“, „ist. Und da“, 

S. 275, 2.7 (354, Z. 8) fehlt beide Male: 
— Q. 
8.275, 2.15 (854, Z.16 v.u.): „Fehlen 
insbesondere“. 

8. 275, Z. 21,25 (354, 8,4 v.u. „Oder 
auch enthält‘, „War insbesondere“. 

8.275, 2.5, 4 v.u. (355, 2.7): „mög- 
lich, indem unsere‘. 

'8. 277, Z.16 v. u. (857, Z. 11): „Ar- 
beiten in 1872“. 

8. 278, Z. 6 (358, Z.4): „und ich in 
1872 entwickelten“. 

8.278, 2.9 v.u. (358, 2.7 v.u.): „mich“ 
fehlt. 

8. 278, 2.6 v. u. (358, Z.4 v.u.): (18) 
statt: (18”). 

$. 279, Z. 11 (359, Z. 14): „enthält“. 

8.279, 2.9 v.u. (359, 2.1 v.u.): „Kannte 
man“, 

S. 280, Z. 10 (860, Z. 13 v.u.): „ist 
doch nur“. 

S. 281, Z. 17 (362, Z. 3): 

len Fr k=m+1...nm“. 

S. 283, 2.2 (364, Z.2): „die Formel“. 

8.284, 2.3 (365, 2.11): 2” —2q9” —q’ 
statt: 20 — 29” +2g”. 

S. 284, 2.4 v.u. (866, 2.2, 1v. u): 
„bald in Mathematische Annalen“. 


XVIIIa. 
S. 285, 2.5 (384, Z. 5): r statt n. 
S. 285, Z.14 (384, Z.14): f, statt: fı- 


XIX. 
8. 287, 2.15 v.u. (1, 2.7 v.u.): „schon 
in 1873“. 
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S. 287, 2.6 v.u. (2, Z. 5): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 1—8 ist neu. 

S. 288, Z. 10 v. u. (3, Z. 10): „noch 
mehrere Glieder“. 

S. 288, Z.7 v.u. (3, Z. 18): „Glieder. 
Und da“. 

8.288, 2.3 v.u. (3, 2.18): „Ausdrücke 
(u, v,) und (u, 9,).“ 

8.289, 2.10 (3, Z.1v.u): (X, P)=1. 

S. 290, Z. 7f. (8, Z.1—3): erlauben 
2n — qDifferentialquotienten ... denübri- 
gen etwa“. 

8.290, 2.11 (5, Z. 6): O,v statt: Ojv. 

8..290, Z. 14, 16, 18 (5, Z. 10, 12, 14): 
q statt: 2n —q. 

S. 290, 2.5,4 v.u. (5, 2.5—3 v.u.): 
„Nun aber ist der Inbegriff .... liegen, 
eben die Glieder der Gruppe“. 

8.291, Z.11v.u. (6, Z.4 v.u.): (X, PD) 
= 1. 

8.291, 2.4,3 v. u. (7, Z. 5): „Lösung. 
Und da“. 

8. 298, 2.2 (7, Z. 10): (X, BP) =1. 

S. 292, 2.16 v u. (8, 2. 3): „indem“ 
statt: „weil“. 

xXX. 

S. 295, Z.7 (129, Z. 7): „Bestimm‘; 
so noch mehrmals. 

8. 295, Z. 11 v.u. (129, 2.9 v. u): 
(X, P)=1. 

S. 296, Z. 11,10 v.u. (131, 2.3 £.): „mehr 
von F’s Form.“ 

S. 297, Z. 2 (181, Z. 11): Die Bezeich- 
nung Nr. 1 fehlt. 

S. 298, 2.18, 18, 20, 21 (138, Z. 11, 12, 
14, 15): (XFN), (PıF), K,F), (P,F). 

S. 299, 2. 2,3 (133, Z.5,4 v.u): 











dF\ (dx, dF 
+ eo F\,—(P, 2.) 
a (2 ) 
dx, E 
d (dx, 
5.299, 2. 18 (134, 2.16): 2, er 
a... 
dx, u dpı dp, dx, 


S. 300, 2.15 v.u. (135, Z.13 v.u.): 
Bei „Satz“ fehlt die Nummer 2. 
S. 300, Z. 13 v.u. (135, Z.11 v.u): 


Wr). 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 301, Z. 14 (136, Z. 13 v. u.): „besitzen. 
Und es.“ 

S. 302, Z. 14f. (137, Z. 14, 13 v.u.): 
„&p und yg, in denen X, und Y, ein- 
gehen, aufsucht. Setzt.“ 

S. 303, Z.6v.u. (139, 2.3): Das Glied: 
op: (- a) fehlt. 

S. 308, Z.3 v.u. (139, Z. 6): „indem 
die übrigen Glieder gar nicht p ent- 
halten.“ 

S. 304, Z. 7 (139, Z.15): dx statt: dx. 

S. 304, 2.14 (139, Z.3 v.u.): „Hieraus 
ergeben sich‘. 

8.304, 2.7 v.u. (140, 2. 5): Satz 2. 
statt Satz 3. 

S. 305, 2. 7 (140, Z.10 v.u.): „sondern 
dagegen als“, 

8. 305, 2.13 (140, Z.3,2 v.u.): 


Xup+K),(P,p+R,(Xp+N. 
S. 305, 2. 15, 16, 17 (141, 2.1, 2, 3): 


(X p + K), (Pu p+K), (X,p+K&). 
8. 305, 2.7,6 v.u. (141, Z. 8, 9): 

4X, dK 

(u r+8)+(x.5,). 


ap, dK 
(72..#+8) er 2}: 
S. 306, Z. 4 (141, Z.4—2 v. u.) immer: 
dX, 
ap, de 

8.306, Z.12 (142, Z.7): „in Nummer 3“, 

8.306, Z.19, 21, 25 (142, 2.11,8, 4 v.u.): 
viermal ® statt: @. 

8.306, 2.2 v. u.(142, Z.2 v. u.): Satz 2. 
statt: Satz 4. 

8. 306, Z.1 v.u. (142, Z. 1 v.u): in 
der Klammer steht p-+ K an zweiter 
Stelle. 

S. 307, 2.14 v. u. (143, Z.9 v.u): 
„Wegen W’s Form in“, 

S. 308, Z. 3 (144, 2. 9): fehlt der Fak- 
tor A. 

3.308, 2.7 (144, Z.13f.) fehlen p und g. 

S. 308, Z.15 (144, Z.5 v.u.): 8 statt 9. 

8. 308, Z.14, 12 v. u, (145, Z. 3, 5): 


= hr I, -ba— DM. 


S. 308, Z.9,8,7,6,5,5,3 v.u. (145, 
Z.8, 9, 9f.,10,12,12,13):p— X,q— Y, 
q— Ulax, ...%,Pı + Pu) 

p—X, pP X, f) U Meg U, N, 
@-ı,N=4—-Uf). 

S. 309, Z. 1 (145, Z. 16): „soll“ statt: 
„muß“. 

S. 309, Z.2, 5, 8, 9, 13 (145, Z. 17, 
21, 24, 25, 29):p — X, p— Xing— 
Y-Ap—-X,qa-Y-4,p-X= 
q— Y— 4. 

8. 309, Z. 18, 20 (146, 2.5,N):p — X, 
q—Y. 

8. 309, Z.8 v.u. (146, Z.14 v.u): 
9 statt: 10. 

8.309, 2.2, 1 v.u. (146, 2.7 v.u): 
„Probleme existierte, die... erhalten 
könnte“. 

S. 8310, Z.3 (146, Z.3 v.u.): „Fall von 
einer Anzahl“. A 

S. 310, Z.18 (147, Z.14): fehlt: „an“. 

8.310, Z2.12,11v.u. (147, 2.7,6v.u.): 
„als unabhängige Variabele‘*. 


8. 310, 2.2 v.u. (148, 2.4): — 





au 
dt 


5.811, 2.8.(148, 2.18): — —. 


8.311, 2.11 v.u. (149, 2.3): y, = ae 
8. 311. Z.3, 1 v.u. (149, Z. 11, 183): 
in (18) fehlt dt, dafür steht es in (19). 
S. 312, Z. 14 (150, Z. 5): „nach Theo- 
rem II die“. 
S. 312, 2.5 v. u. (150, Z. 14): vor der 
zweiten Summe fehlt 4. 
8.313, Z.1 (150, Z.5v.u.): 10 statt 11. 
S. 813, 2.6 (151, 2.1): dx statt: dt. 
S. 313, 2.8 v. u. (151, 2.4 v.u.): die 
Einteilung in die Nrn. 12, 13, 14 ist neu 
hinzugefügt. 
8. 314, 2.5 (152,2.9): (X q,dy, ®,). 
S. 314, Z.12 (152, Z.9 v.u): 
—=- I Xdo,+2&Pidp, F)=dW. 
8. 314, Z. 13 (152, Z.8 v.u): 
„+ & P;dx, auf ihre Normalform“. 
8. 314, Z. 18 (152, 2.2 v.u.): 
ay 


-—— 8. 


RL j 
2,0 da, = — „7 


Abhandlung XIX—XXI 





573 


S. 314, 2.3 v.u. (153, Z. 14): in der 
Klammer steht F, an zweiter Stelle. 

8.315, 2.7—9 (153, Z. 1 v.u., 154, 2.1): 
„Indem ich sodann... und p, ausdrücke, 
erhält‘. 

S. 315, Z. 12 (154, 2. 5): F, steht in 
der Klammer an zweiter Stelle. 

S. 316, 2.8 (155, 2.13): „Weise. Setzt 
sodann“. 

8. 316, 2.9 (155, 2.18): M;=u, 

aU 


tar, 
XXa. 
S. 317, 2.9 v. u. (408, 2. 18): (X,P,) 
= 1. 
8. 318, Z. 16 v. u. (260, 2.8): (X, P,) 
= 1. 
XXI 


S. 320, Z. 11,12 (338, Z. 10, 11): „ihre“ 
statt: „seine‘; „Schon in 1872“, 

8. 321, Z.6, 5 v.u. (340, Z. 14, 16): 
3% ++ %. Ist daher“, „verknüpft. Als- 
dann“. 

S. 322, Z.2, 3 (340, Z.13, 11v.u): 
I ee Ist daher“, „verbunden. Folg- 
lich“, 

8. 322, Z. 6f, 8 (340, 2.8, 7 v. u): 
BL /EEE AR Ist daher“, „verbunden. Als- 
dann“. 

8. 322, Z.22f. (341, Z.10f.): „erhalten, 
so zwar, daß die in dem reducirten Aus- 
drucke eingehenden“. 

8.323, 2.1 (341, 2.8 v. u.): „Bestimm“, 

S. 323, Z. 8, 10 (342, Z. 5, 6): „der 
ersten Arten bestimmt“, „Soll aber der 
Ausdruck“. 

8.324, 2.10 (343, 2.17): „Seizunächst“., 

8.324, 2.4 v.u. (344, Z.11): „Sei end- 
lich.“ . 

S. 325, Z.9 (344, Z.3 v.u.): „in der 
Normalform“. 

8.325, 2.12 v.u. (345, 2.15): „a, — «,". 

S. 325, 2.2 v u. (345, 2.4,3 v.u): 
„läßt. Und also“, 

8.326, 2.8 (346, 2.7): „Sei zunächst‘. 

S. 326, Z. 13 (346, Z. 13): „zieht. Und 
da“, 

S. 326, 2.18 (346, 2.19): „Größen der 
zweiten Reihe“. 
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8.326, Z.11, 9 v.u. (346, Z.5,3 v.u): 


I Re N 
aNaf, AP, OR a 


S. 327, 2. 16 (347, 2. 5,4 v. u.): „der 
zweiten Reihe ausdrücken, daß“. 

8. 897, 2. 32,11: wu, (348, 2. 3, 4): 
(,0)=1, [98] 8. 

S. 328, Z. 14 (348, Z.2 v.u.): „ob eine 
noch weitere“. 

8. 328, Z.1 v.u. (349, Z. 10 v.u.): 
steht rechts der Faktor +. 

8.329, 2.3 (349, Z.6 v.u.) steht links 
+ 4°. 

S. 329, Z. 13 (350, Z. 5): „sind. Und 
da“. 

S. 330, Z. 3, 7 (351, Z.3, 7): fehlt der 
Faktor (— 1)i-!. 

S. 330, Z. 12, 14 (351, Z.13, 15) steht 
links +4, +4?. 

8.330, Z.6 v.u. (352, 2.4): + VD. 

8.330, 2.5, 4 v.u. (352, 2.5, 4 v.u.): 
„bestimmen nicht das Zeichen der Grö- 
Ben a" 

8. 330, Z. 3, 2 v.u. (352, Z.3,2 v.u.): 
„Produkte als rationale Funktionen der 
Größen «,, sich ausdrücken“. 

S. 331, Z. 18 (852, Z. 9 v.u.): „unter 
ihnen einige, die“. 

S. 332, 2. 3 (353, Z. 8 v. u.): „partielle 
1.0. Und seien“. 

8. 332, 2.10 v.u. (354, 2.13): „ergeben. 
Und seien“. 

8. 333, Z. 4—6 (355, Z.2, 3): „in die f 
die Substitution 
0) sh Beh. yehi“. 

8.333, Z.8,9, 10, 14,16 (355, Z. 5, 6,7, 
11,13): Lie schreibt hier 9, 9... 
fa, f®, f®, während nachher immer 
bloß f*, X, steht. 

8.333, 2.9 (355, 2.6): „über. Und es“. 

S. 333, 2.1 v.u. (354, Z.1 v.u.): „Ar- 
beiten im Jahre 1872“, 

S. 334, 2.3 (356, 2.8): „In die Haupt- 
lösungen“. 

8.334, Z. 11 (356, Z.17): „aequivalent 
ist. Und durch diese letzte Substitution 
gehen die‘. 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 334, Z. 18 (356, Z.7 v.u.): 
x, 
a 


S. 334, Z. 23 (356, Z.1 v.u): „aus, 
Die hierdurch“, 

S. 334, 2.12 v.u. (857, Z. 5): „synek- 
tisch sind“. 

8.335, Z.4 (857, 9 vu), —4, 
eg: 

8. 335, Z. 10, 12 (357, Z. 3, 1 v.u.): 
„reducirt. Und zwar,“ „Werthsystems 
= 0 9; = Pf, sind“. 

S. 336, Z. 2 (358, Z. 5 v. u.): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 336, Z. 7—9 (359, Z. 2—4): „Und 
wenn ....in der identischen Gleichung 
. . . einführt, käme‘. 

S. 336, 2.9 v.u. (359, Z.10 v.u.): „in 
die Gleichung‘. 

8.337, 2.2 (360, Z. 2): „in der rechten“ 
Seite“. 

S. 337, Z. 13 v. u. (860, Z. 7 v.u): 
„In den Ausdruck“, 

S. 338, 2.9 (361, Z.9 v. u.): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 339, Z. 2, 5 (862, Z. 12, 9 v.u): 
„indem“ statt: „weil“ und „da“, 

8.339, Z. 14 (363, Z. 2): „mögen“ statt: 
„wollen“. 

S. 339, Z. 11 v.u. (363, Z. 13): „auf 
ihre Normalform“., 

S. 389, Z.1 v. u. (363, 2.6 v. u.): (1) 
statt: (8). 

S. 340, Z. 2f. (363, Z.4, 3 v.u.): „In 
die soeben geschriebene“. 

8. 340, 2. 9 (364, Z. 5): (1) statt: (8). 

S. 340, 2. 12 (364, Z. 9): „In die be- 
kannte“. 

8. 340, 2.2 v.u. (364, 2.5, 4 v.u): 
„erreicht. Und wir“. 

S. 341, Z. 4 (365, Z. 3): „Normalform 
ebenso 2n‘. 

S. 341, 2.2 v.u. (366, 2.5): „Der Fak- 
tor (—1)?-1 fehlt. 

S. 342, Z. 5 (366, Z. 11): „die ebenso 
von‘, 

S. 342, Z.13 (366, 2.7 v.u): @,2 
fehlt. 


1 


Abhandlung XXI—XXIU 


8. 342, Z. 17 (866, Z. 3 v. u): „der 
Größe“. 

8. 343, Z. 7 (867, Z. 6 v. u): „ist, in- 
dem sie‘, 

S. 343, Z. 19 (368, Z. 7): „reducirt 
unser vollständiges System sich auf“. 

S. 343, 2.9, 8 v.u. (868, 2.12, 11v.u.): 
„ebenso 2n“, „auf ihre Normalform“. 

S. 345, Z. 14 (370, Z. 18): „Systeme. 
Führt‘. 

S. 345, 2.8 v.u. arı, 2.6): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 19—22 ist neu hin- 
zugefügt. 

8. 8346, Z. 4 (871, Z. 10 v. u): Für — 
steht + und der Faktor (— 1)?” fehlt. 

S. 346, 2.5, 8 (371, 2.9, 5v.u.): „in 
der letzten Ungleichheit“, „in den Aus- 
druck“. 

8. 346, Z. 11 (371, Z. 2 v.u,): Die Be- 
zeichnung (4) fehlt. 

8. 346, Z. 1 v.u. (372, Z.11 v.u.) fehlt 
fu beide Male. 

S. 847, 2.1—3 (372, Z. 9—8 v. u): 
„auch nicht der ganze Ausdruck für all- 
gemeine Werthe der A verschwinden‘. 

S. 347, 2.9 (372, 2.2 v.u.): „auf ihre 
Normalform“. 

S. 347, Z. 16 (873, Z.7): „sein, indem 
der“. 

S. 347, Z. 18 (873, Z. 10): „von f’s 
Differential-Quotient hinsichtlich“. 

8. 347, 2.5,4 v.u. (873, 2.8, 7. v.u.): 
„Da ich daher ein... Ap= 0 kennt, 
so“. 

8. 348, 2.3 (373, Z.2 v.u): 


n 
ZH;(h,...h,,) dh, 
| 


S. 348, 2. 8,12 (374, Z.4, 8): „woraus“, 
„sich ergiebt. Indem“. 

8. 348. 2.9 (374, 2.5): dh, statt: da,. 

S. 348, Z. 10 v.u. (874, 2.13): &gy4ı 
== &g„4+7, godann kommt“. 

8.349, 2.8 (375, 2.7): „aufihre Normal- 
form, die ebenso 2n + 1“. 

S. 349, 2. 2,1 v. u. (876, 2. 3£.): „dür- 
fen, wg sonst auch nicht die Größen 
IR: .. F„ unabhängig waren“. 

S. . 'z. 1 (376, 2.5): „enthalten. Und 
es ist“, 
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8.350, 2.9 (376, 2.13): „P,„_,, deren 
Normalform ebenso 2n — 1. 

S. 350, Z. 15 v. u. (876, Z.1 v.u): 
„ebenso 2n + 1.“ 

S. 350, Z. 2 v. u. (378, Z. 5): „indem“ 
statt: „weil. 

S. 351, 2.4 (378, Z. 10): (1), (2) nicht 
eine Transformation“, 

8. 351, 2.9 (878, 2.10 v.u.): IX statt: 
XI. 

S. 351, Z. 12 (378, 2.7 v. u): „Funk- 
tionen. Und also“. 

S. 351, 2.8 v. u. (379, Z. 7): „indem“ 
statt: „weil“. 

8. 351, 25 v.u. (89, Z.5 vu): 
legs gen nicht eine“. 

S. 351, 2.3 v.u. (379, 2.8, ET 
„2xp genau durch soviele“. 


XXIa. 


S. 353, 2.10 v.u. (257, Z.1): „erhalten, 
so zwar, daß“. 


XXI. 

8.358, Z. 4, 5 (885, Z. 13, 14): „Be- 
stimm alle...in eine beliebig vorge- 
legte‘. 

S. 358, 2.9 (335, Z.11, 10 v.u.): „und 
welche dabei“. 

S. 358, Z. 17 (885, Z.1 v.u.): ® statt: 
By). 

S. 359, 2.9 v. u. (837, 2.8 v.u.): „in- 
dem‘ statt: ‚weil, 

S. 360, Z. 5, 6, 7, 15 (338, Z. 3, 4, 5, 
14): „als unbekannte Größen,“ „an“ fehlt; 
„Bestimm die Größen“; „Find die“, 

S. 360, Z.4, 3 v. u. (339, Z. 8, 9): 
A,(r), B,(), O,(r) statt: A,(t) usw.; 
—= 0 fehlt. 

S. 361, 2.16 (340, Z.1): „auf der Cur- 
ven... Punkte Und.“ 

S. 361, Z. 14 v.u. (340, Z. 7): (8) statt: 
(4). 

361, Z.8v.u. (340, Z. 11f.): „gefunden. 
Und wenn“. 

8.362, 2.3 (340, Z.2 v.u.): fehlt „zu“. 

S. 362, Z. 16, 15 v.u. (341, Z. 14, 13 
v.u.): „Gleichung (7) für jeden Werth 
von t identisch (3) befriedigt“. 

8.363, Z. 6 (342, Z. 10): „sind (II) die“. 
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S. 363, 7. 21f. (842, Z.3, 2 v.u): 


„gleich dem Segmente (&n£) auf der ent- ı 


sprechenden Erzeugende des“. 

S. 363, 2.5 v.u. (343, 2. 8): 
braisch. Und ebenso“. 

S. 364, 2.8 (343, 2.10 v.u.): „mit D’s 
Ebenen parallel“. 

S. 864, 2.4 v. u. (344, 2.4 v.u.): „in- 
dem man erinnert“. 

8. 365, 2.5, 7,8 (344, 7.11, 8, 7 v.u.): 
k statt: x. 

8.365, 2.7 (844, 2.8, 7 v.u): 
der größten unter“. 


„alge- 


XXIV. 


8.368, Z.6 v.u. (347, Z. 1) fehlt: „zu“. 
S. 369, Z. 5 (347, Z. 11): „jetzt zu den 
neuen“. 


S. 369, Z. 11 (347, 2.8 v.u.): „setzen. 
Und da“. 

8.370, Z.14 v.u. (349, Z.16): es fehlt 
17 0%, 


8. 371, Z. 10, 14 (350, Z. 13, 18): bei 
E, F, @, D, D’, D” fehlt der Index 1. 

8. 371, Z. 11f., 16 (850, Z. 15, 20): 
u, v statt: u, 9. 

S. 371, Z. 10 v. u. (851, Z. 2): „die 
Gleichung“. 

9. 872, 2.7 v. u. (352, 2.10): 
steht: = und „= 0“ fehlt. 

8. 373, 2.7, 14f. (853, Z.1, 9f): es 
fehlt „hat“; „zerlegt. Und da“. 

8.374, Z.5—14 (354, Z.3—13): Dieser 
Absatz ist in dem ersten Drucke in eckige 
Klammern: [ ] eingeschlossen. 

8. 474, 2.6 v.u. (854, 2.6 v.u.): Es 
fehlt „zu 


statt + 


XXV. 

8.375, 2.7 (855, 2.7): Es fehlt „dem“. 

8.376, Z. 10,12 (356, Z.7,5v.u.): „An- 
dererseits ist“. „Und also“. 

8. 376, Z. 12 v.u. (357, Z.6): „Und in 
der That sind‘. 

8. 377, Z. 6 (357, Z.6 v.u.): „besitzen“, 

8, 377, Z. 11, 12, 13 (858, Z.1, 2, 3): 
dglwu) dp (wu). 

dv. 200, 
fehlt. . 


der Zusatz: v 





==, U, 


„wie 














Abweichungen von den ersten Drucken 


8.377, 2.7, 6,5 v.u. (358, 2. 11,12,13): 


U 





“1.dgq MioR 1 em e 
Ko a0: 

vo 

der Zusatz: v— u, fehlt. Das erste 


Integral hat jedesmal gerade das um- 
gekehrte Vorzeichen. 

8. 377, Z.4 v.u. (858, Z. 14): „wer- 
den. Und andererseits“. 

S. 378, 2.1 v.u. (3860, 2.10): „Krüm- 
mungslinien. Und daher“. 

S. 379, 2.10 v.u. (361, Z. 11): „als 
Corollar die“. 

8. 379, Z.4 v. u. (861, 2.13 v. u): 
„werden, indem die“. 

8. 379, 2.2 v.u. (861, Z.2 v. u): 
„genießen“ statt: „haben“, 

S. 380, Z. 12 (362, Z. 5): „wie statt: 
„als“. 

8. 380, 2.3 v. u. (862, 2.3 v.u.): das 
Zeichen: — hinter: = fehlt. 

S. 881, Z. 12 (363, Z. 14): 
Und alsdann“. 

S. 381, Z. 17 (363, Z. 19): „die“ statt: 
„zwei‘. 

S. 382, 2.10 (364, Z.10 v.u.): „stehen. 
Und folglich“. 

S. 382, Z. 5 v.u. (865, Z. 11): 
wenn‘. 

S. 383, 2.5 (365, 2.2 v.u.): Es fehlt: 
ne 0, 

S. 383, 2.5 v.u. (366, 2.2 v.u.): IV 
statt: VI. 


„werden. 


„Und 


ARAVg, 


8.383, 2.16 (528, Z. 12v.u.): „Weise 
zu bestimmen“.“ 

8.385, 2.13 v.u. (80, 2.9f.): „au moyen 
de (2) et de (8)“. 

S. 386, Z.1f. (80, Z.22f.): „par un de- 
placement convenable“. 

8. 886, Z 1 vu (80, A 1v. u) 
„p- 174— 206. 


XXVI. 

S. 387, Z. 10 (507, Z. 5): Die Bezeich- 
nung Nr. 1 fehlt und ist nach der fran- 
zösischen Übersetzung (8. 300, Z.16 v.u.) 
ergänzt worden. 


Abhandlung XXIHI—XXVIH 


S. 387, Z.14, 13 v. u. (507, 2.9, 8 v.u.): | 


„Bestimmung von F’s Krümmungslinien 
und‘. 

8.387, Z.10 v.u. (507, Z.4 v.u.): Das 
fehlende Wort „gegebene“ ist nach der 
französischen Übersetzung: „relation 
donnee“ (S. 300, Z. 2 v. u.) ergänzt. 

S. 387, 2.5 v.u. (608, 2.2): „ist. Und 
da Bour‘“. 

S. 388, Z. 6 (508, Z. 14): „allgemeine 
Methode“; die franz. Üb.: „plus gene- 
rale“ (S. 301, Z. 14). 

S. 388, Z. 14 (508, 2.9 v. u.): „derselben 
sollen die“. 

S. 388, Z. 20 (508, 2.2 v. u.): „bestimmt 
sind‘. 

S. 389, Z. 17 (610, Z. 1): „sogar un- 
nothwendig, die“. 

S. 390, Z.1 (510, Z. 11, 10 v. u.): 
„Haupttangenten-Kurven wie auch nicht 
die geodätischen“. 

S. 390, Z. 15 (511, 2. 4): fehlt: dv. 

S. 390, 2.17 (511, Z. 6) lautet so: 

9 _9—ky Pu 
BER lee a C E 
8. 390, Z. 19f. (611, Z. 9): „während 


g9= - k* das“. 


XXVIa. 


8. 393, Z. 9 v.u. (531, Z. 18): „eine 
allgemeine Lösung‘‘. 


XXVo. 


S. 394, 2.12 v.u. (1, 2.8 v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1—4 ist neu. 


XXYVII. 


S. 398, 2.10, 9 v. u. (282, 2.2 v.u.): 
„einer beliebig vorgelegten‘. 

S. 399, Z. 8 (283, Z. 13): „keine Inte- 
grationen von“. 

8.399, Z.11u.2.5 v.u. (283, 2.5 v.u.e 
Im Texte fehlt die Verweisung auf dies: 
Note. 

8.399, 2. 17f. (283, Z. 9,8 v.u.): „Re- 
sultaten kürzlich augseinanderzusetzen“. 

8.399, Z. 12 v.u. (284, 2.4): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1—13 ist neu. 

S. 400, Z. 4 (284, Z. 14): „Zu einem“. 
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S. 400, Z. 13, 14 (284, 2.6,5 v. u): 
„Zu einem Flächenelemente“; „Zu den 
00* Flächenelementen“. 

S.400, Z.19 (285, Z. 1f.) „haben eben- 
falls die transformirten Flächen kon- 
stante“. 

8.402, Z.1 (286, 2.4 v.u.): „ist. Und 
wenn“. 

S. 402, Z. 12f., 14 (287, Z. 9£., 12): 
„Operation eben ihren analytischen Aus- 
druck in meine unendlichdeutige Trans- 
formation‘; „fundamental, wie sich“. 

8.402, 2.9,8 v.u.,6v.u. (288, 2.2£., 5): 
„bilden, an der die... F'angehört,.... ®, 
nicht dieser Schaar angehören“, „bilden, 
an der alle“. 

S. 404, Z. 6 v. u. (290, Z. 11 v. u): 
„eine beliebig vorgelegte“. 

S.405, 2.3 (290, 2.3 v.u.): Der Faktor 
1+2p»?+ 9° fehlt bei dp. 

S. 405, 2.4 (290, 2.1 v.u.): „Und 
die letztgeschriebene Transformation lie- 
fert‘*. 

S. 406, Z. 14 (292, 2.4 v.u.): „ist doch“. 

S. 407, Z..5, 6 (294, Z. 1,2): Die Be- 
zeichnung: (11a) ist neu hinzugefügt. 

S. 407, 2.6 v.u. (294, Z.2 v.u.): Vor 
dem letzten Bruche steht: — statt: +. 

S.407, 2.5 v.u. (294, Z.1v.u.): „nach“ 
fehlt. 

S. 408, Z. 9 v.u., 409, Z. 4, 11 (296, 
2.6, 2.5 v.u., 297, 2.3) steht & jedes- 
mal auf der rechten Seite als Nenner. 

S. 408, Z.8 v. u. (296, Z. 7): 

Me El Eueıt) kamet 1 ee 
8.409, Z. 11 (297, 2.3): „-(I+gYrt“ 
8. 410, Z.3 v. u. (299, 2.6): A(F(f) 

statt: B(E(f). 

S. 411, 2.7 (299, 2.8, 7 v.u.): „oder 
nicht verschwindet. Durch“. 

S. 411, Z. 9, 10 (299, Z.6,5 v. u): 
RS; — 88; 2!(—o+p’gy’rt. 

S. 411, Z. 13 v. u. (300, Z. 10): „be- 
friedigen. Man“. 

8.411, 2.5,4 v. u. (300, 2.8,7 v.u.): 
„ich ihre Begründung zu einer anderen 
Gelegenheit“, 

S. 412, Z. 1 (800, 2. 6, 5 v. u.): „80 
viel zu“. 
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8. 413, Z. 4 (302, 2.9): „..+2q 
—pr-+2gs 8 

(pa gg —trt 22 RE RB“. 


S. 413, 2. 5f. (302, Z. 11): „Berechnung 
von den Incrementen“. 
S. 413, 2.7 (302, Z.12—14): Der Faktor 


Een eial. 


5 414, Z. 11 (304, Z. 8): 
„G=—2(il+aN)a+pgar+..“ 
8.415, Z.8f. (305, 2. 9): „unabhängig. 

Und daher“. 

S. 415, Z.13 v. u. (305, 2.8 v.u.): „In 

Folge dessen kann aus“. 


XXX 

8. 421, 2.7 v.u. (329, 2.7): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1—29 ist neu. 

S. 422, Z. 15, 14 v. u. (830, Z. 7£): 
„haben ebenfalls die transformirten Kur- 
ven konstante“. 

8.422, Z.13 v.u. (330, Z.9): „der Kürze 
willen“. 

8.423, Z. 10, 11 (831, Z. 8, 9) fehlt 
beide Male: = 0. 

8. 428, 2.11 vu (8831, 26) 
fehlt: „wegen“. 

S. 423, 2.3 v.u. (332, 2.3) im letzten 

? — rdq, 

Gliede: + p TEN: 

8.424, 2. 1 (332,2. 4): „Benutzung von 
der“. 

S. 424, 2.5 (332, Z. 8) fehlt: „an“. 

8.424, 2.6,5 v.u. (333, Z. 7f.): „die 
Gleichung dz — p de — qdy = 0 benutzt 
wird‘, 

8.425, 2.2 v.u. (334, 2.9 v.u.): „Ueber- 
dies (8) besteht die“. 

S. 426, 2.9 (335, Z. 3): „Bogenlänge“. 

S. 426, Z. 15 (335, Z. 10): „Die Rela- 
tion (12)“. 

8. 428, Z.13 (338, Z.1f.): „von s, wie 
zu jedem“. 

S.429, 2.3 (338, Z.1 v.u.): den Wert: 
5 sin »“ hat Lie selbst in einem 
Sonderabdruck mit Bleistift hinzugefügt. 

S. 429, Z. 11f. (339, Z. 10): „bilden, 
an der C, dagegen nicht die X, ange- 
hören“. 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S.430, 2.12 v.u. (341, 2.1): dv’ statt: 
dv. 

8.431, Z.1 (841, Z. 3): „v 4180 er- 
halten ... daß zu jedem“. 

S 431, 2.5 (341, Z. 8): „entsprechen, 
und also“. 

S.431,2.15 (341, Z.9 v.u.) fehlt links 
der Nenner d». 

8. 431, Z.5,4 v. u. (342, 2.10): „sind. 
Und also“. 

8.433, 2.7 v.u. (345, Z.1): Qf statt: 
Wf. Man vgl. die auf $. 440 (353) be- 
nutzten Bezeichnungen. 

8.434, Z.17 (345, Z.4 v.u.): dv statt: 
20V. 

8.434, Z.11 v.u. (346, Z.2): Qf statt 
Wwf. 

8.434, Z.3,1 v.u. (346,2.9,11): (B.B°f) 
= B®f und (BB*f) = Bkt1f. 


8.435, Z.14 (346, Z.2v.u.): 3 statt: 3 
1 0 

8.435, 2.16 (347, Z.1): 8 statt: pi. 

S. 436, Z. 12, 18 (348, Z. 3, 9): „her- 
vorgeht. Und da“; „Und also besteht“, 

8.436, Z. 11 v.u. (348, 2.13 v.u):p 
statt: P. 

8.436, 2.6—2 v.u. (848, 2.7—2v. u): 
„und 2’s Differentialquotienten erster, 
zweiten und dritten Ordnung abhängen. 
Ebenfalls ist klar, ... 2,x,y und z’s Dif- 
ferentialquotienten erster, zweiten ... 
Ordnung sind ... daß z’s Differential- 
quotienten m-ter Ordnung Funktionen 
von den Größen“. 

8.437, 2.1f.(349, Z2.2f): „Raume weg 
und ..: von p, so“. 

8.437, 2.5f. (349, Z. 5f.): „Fläche be- 
stimmt, wenn ... Ordnung wegsieht‘“. 

S. 437, Z. 13f. (349, Z. 15): „Ordnung 
nicht m übersteigt“. 

S. 437, Z. 16 (349, Z. 10 v.u.): „sind. 
Und also wäre“. 

8.437, 2.9 v.u. (350, Z. 2): „gar keine 
part. Diffgl. außer (27) befriedigen‘. 

S. 438, 2. 6 (350, Z. 15 v. u.): „eben- 
falls die erste derivirte Fläche im Punkte 
2 Yo A. 

S.439, 2.2 (351, 2.9 v.u.) fehlt links 


| der Faktor a*. 


Abhandlung XXVII—XXXIN 


S. 439, Z. 17 (352, Z. 9): „Hierdurch | 
bleibt“. 

S. 439, 2.2 v. u. (352, 2.6 v.u.): Öv 
statt: 00. 

S. 440, 2. 14 v.u. (353, 2.14 v.u): 
„in beliebiger Weise“. 

8. 440, 2.2 v.u. (353, 2.2 v.u.): drei- 
mal f statt: 2. 

8.441, Z. 14 (354, Z.7 v. u.) fehlt rechts 
der Teil: ar: 


a 


8.441,2.9 v.u. (355, 2.1): w(f) + W(f). 

8.441, 2.4,3 v.u. (355, 2.7): „Trans- 
formationen. Und da“. 

S. 442, Z. 3 (355, Z. 12): „specielle. 
Und folglich“. 

S. 442, 2. 12f. (355, Z. 8 v.u.): „Inte- 
gration von einigen anderen partiellen‘- 

8. 442, Z.2,1 v.u. (855, Z.2,1 v.u): 
„ausgeschlossen, indem es vorausgesetzt‘'; 
„die Bogenlänge der ... verschieden ist“. 

S. 443, Z. 14 (857, Z. 1): „Ebenfalls 
erhält‘. 

S. 444, Z. 8 (858, Z. 9): „wahrschein- 
licherweise‘. 

S. 444, Z. 10 (358, Z. 11): „Und daher“. 

S. 444, 2.5,4 v. u. (358, 2.4,3 v.u.): 
„als (1). Doch bilden‘; „von (1), indem 
sie“, 

XXXa. 

S. 446, Z. 9 (678, Z. 4): „befriedigen. 
Sie bilden daher‘. 

S. 446, 2.8 v. u. (578, Z. 9): „herzu- 
leiten‘. 


XXXL 


S. 447, 2.13 (518, Z. 10 v.u.): „war 
doch zu“. 

S. 448, Z. 11 v. u. (520, Z. 5): „und 
ebenfalls sind‘, 

8.449, 2.3 (520, 2.3 v.u.): unter den 
Wurzelzeichen stehtüberall: dsstatt: ds?. 

8.449, 2.6 (521, 2. 1): 


— cos N Ä 


„sin 0 ai 


ds 


8.449, 2.9, Z.4 v.u. (521, 2.4, 2.5 
v.u.): „und ebenfalls“, 
8.450, 2.12 v.u. (522, 2.7 v.u.) fehlt: 





„nach‘‘. 
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S. 451, Z.12 v.u. (623, 2.3 v.u.): „I“. 
1 


8.452, 2.2 (624, Z. 11): „I. 
1 

8.452, 7.2 v.u. (525, Z.10 v.u.): „sind. 
Und zwar“, 

S. 453, 2.5 (5625, 2.4 v.u.) fehlt: 
„nach“, 

8.453, Z.10(526, 2.4) fehlt derFaktor K. 

S. 453, 2.15 (526, 2.8): „unabhängig 
sind, und“. 

S. 453, 2.6 v.u. (526, 2.8 v.u): 
„soll“ statt: „muß“. 

8.455, 2.7 (528, 2.14): „Und endlich“, 

S. 455, 2.16 (528, 2.7,6v.u.): „Haupt- 
tapgente in der xy-Ebene“. 

S. 455, Z. 8-5 v. u. (529, Z. 9—11): 
„langente dreht, und daß... Tangente 
einen infin. Winkel do um den Berüh- 
rungspunkt in der Oskulationsebene 
dreht. Da“. 

S. 455, 2.4, 3 v.u. (529, Z.13): „zu- 
nächst wegzusehen, indem“. 

S. 456, Z. 4, 6 (529, 2. 10,8 v.u): 
„ist, indem di“; „groß sind. Die“. 

S. 457, Z. 3 (530, Z. 2 v.u): „Sind 
sowohl‘, 

S. 460, 2.9 v. u. (535, Z. 11): „Und 
also‘. 

S. 461, Z. 3 (536, Z. 1): „reduzieren 
die Gleichungen (11) sich auf“. 

8.461, Z.3—1 v.u. (537, Z.5—7) fehlt 
die Bezeichnung: (12). 

S. 463, 2.13 v.u. (539, 2.5): — statt: +. 

S. 464, 2. 4f. (640, Z. 5): „p(20—2) und 
Peer, 

S. 465, Z. 9£., 17 (541, 2. 9,2 v.u): 
„auch nicht die von Levy herrührende 
Integrationstheorie zur‘; „auch nicht in 
dieser Weise zum‘. 


XXXII. 


S. 470, Z. 3,2 v.u. (114, Z.10,9v.u, 
8 v.u.): „Ordnung, ebenfalls“; „Aus- 
drucksweise, sehen wir“. 

S. 471, Z.1 (114, 2.6, 5 v.u.): „Ord- 
nung ist und somit“. 

8.471, 2.4 (114, 2.3 v.u.): Hier steht 
noch einmal Nr. 1statt 2; die Einteilung 

87* 
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in die folgenden Nummern 3—11 ist neu 
hinzugefügt. 

S. 471, 2.12 (115, 2.6): „so soll die“. 

S. 472, 2.6 (116, Z.5) fehlt: = 0. 

S. 472, 2.10 (116, 2.9): „Gleichungen 
I"t1)==0 und Im+2 (= 0". 

S. 472 ,2. 10,9 v.u. (116, 2.6-—4v.u.): 
„verschieden ist; anders ... Konstante 
sind, besitzt. Alsdann“. 

8. 472, 2.4,8 v.u. (117, 2.1,2): „die 
gar nicht x enthalten“. 

8. 473, 2. 9£. (117, Z.14 v. u): „ist, 
indem alle“. 

8. 473, Z.3 v. u. (118, Z. 6): Bei 
b,_. fehlt der Faktor gq. 


m 


S. 474, 2.3 v. u. (119, 2.10 v. u): 
„9% — fü) Ug ger pw)“. 


8. 475, Z.7 (120, Z. 2): „von 2,2,% 
abhängen“. 

8.477, 28.v. u (188, 2.8.v. u): 
„Bogenlänge‘. 

8.477, Z.1 v.u. (124, 2.1): Ka 

’ ’ "dady 

S. 478, 2. 8,2 v. u. (124, 2.4,3 v.u.): 

„Kugelabbildung an auf... Krümmungs- 


linien, so“. 


XXXIIIa. 


8. 479, Z. 17 (297, Z.7 v.u): „nur 


darin daß“. 
8. 479, Z.11 v.u. (298, Z. 5): „Kon- 
stante“. 


XAXXIYV. 


S. 481, Z. 2 (154, Z. 15): Die Eintei- 
lung in die Nummern 1—17 ist neu. 

8. 483, Z. 4—7 (157, Z.1—4): Im er- 
sten Drucke sind alle 4 Gleichungen mit 
(3) bezeichnet. 

S. 488, 2. 8 (157, Z. 5): „Und also“. 

S. 483, Z. 11 (157, Z. 9): „2. 0. (3) be- 
friedigen“. 

$. 483, Z. 12 v. u. (157, 2.6, 5v.u): 
Die Bezeichnung (4) fehlt. 

8.484, 2.5 (158, 2.12) fehlt: „= 14“. 

S. 484, 2. 9f. (158, Z. 17): „p,q, B,A 
bezüglich mit g, p, A, B vertauscht“. 

S. 484, 2.10 v. u. (159, Z. 1) fehlt: 
„= L;“. 





Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 485, Z.4 (159, Z.9 v.u.): „A(Z,)“ 
statt: „A(Z,)“. 

8.485, 2. 7 (159, Z.6 v.u.): „Und 
ebenso‘‘, 

8.485, Z.13 (160, Z. 2): 
lich“. 

8.486, Z. 8 (160, Z.2 v. u): „Und 
also ist“, 

8.486, Z.12 (161, Z. 3): „Und folg- 
lich“. 

S.486, 2.11, 10 v.u. (161,2. 13, 12v.u.): 
„Berücksichtigung von den... W eben- 
falls“. 

S. 486, 2.3 v.u. (161, 2.6 v.u.) fehlt: 
„Oz 0%. 

S. 487, Z. 13 (162, 8. 10f): „umwan- 
deln, indem nämlich“. 

S. 488, 2.11, 10 v.u. (163, Z.1v.u. 
—164, Z.1: „Und unter diesen Trans- 
formationen sind die“. 

8. 489, 2.4 v. u. (165, 2.12 v. u) 
fehlt: „an“. 

S. 490, Z. 11f. (166, Z. 4): „unnot- 
wendig“. 

S. 490, Z.19 (166, Z. 12) fehlt „an“. 


XXXY. 

8. 492, Z. 19 (328, Z. 14): „Idee über 
die im“. 

8.492, Z.2 v.u. (329, Z. 5): „Und 
daher“. 

8.493, Z. Af.; 6 (329, Z.10f.; 12): „von 
C,&,P}, %, ß, beliebige“; „Ebenfalls 
gibt‘. 

8.493, 2.10 v. u. (330, Z. 1f.): „Und 
folglich“. 

8. 493, 2.6 v. u. (330, Z. 5): „Grund 
zu den beiden“. 

8.494, 2.5; 7f. (830, Z. 15; 18): „Kon- 
stante % wiederum eine Lösung“; „vor- 
gelegten Lösung wiederum eine Lösung“. 

8.495, Z.13 (332, Z. 5): „bekannt ist“. 

8. 495, Z. 14 (332, Z. 6) statt: 1. Teil 
steht: $ 1. 

8.495, Z.15, 14 v.u. (332, Z. 16): 
„Diskussion von diesen beiden“. 

S. 496, Z. 3 (833, Z. 4): „besitzen. 
Und war“. 

S. 496, Z.10 v.u. (3338, 2.2 v. u): 
Z statt: Z’. 


„Und end- 


Abhandlung XXXII—XXXV 


S. 497, 2.5 (834, Z. 13): fehlt bei dz 
der Faktor dt. 

S. 497, 2.16 (334, 2.5 v. u.) fehlt dt. 

Z. 497, Z. 18, 19, 24 (334, Z.3,2v. u, 
335, Z. 4) fehlt dreimal öt. 

8. 498, 2.4,3 v.u. (336, 2.8, 7 v.u.): 
„reduzieren die Bedgl. (8) sich auf“. 

8.499, 2.4 v. 0., 17 v.u. (886, Z.1 
v. u., 337, Z. 12 v. u.): fehlt dreimal der 
Faktor Öt. 

8. 499, Z. 10, 21, 25 (337, 2.7 v.o, 
9, 4 v. u.): „als neues x“; „als neues 2"; 
„als neues y“. 

8. 500, Z.1v.o., 4 v.u. (8388, 2.7, 
339, 2. 6) statt 4 und 5 steht: 5 und 4. 

S. 500, Z. 11 (338, Z. 12 v. u.) fehlt: 
+ ec. 

S. 501, Z.17 (840, Z. 5) fehlt drei- 
mal öt. 

8. 501, 2.7 v.u. (340, 2.13 v.u.): 
„als neues z**. 

8. 502, 2.10 v.u. (341, Z.10 v.u) 
steht vor „Bei die Nr. 6, die schon 
da war. 

8,598, 2.7, 6 v.u., 508, 25, 1 
(341, 2.7, 6 v.u., 342, Z. 5, 13): „wir 
in der vorangehenden Nummer betrach- 
tet‘*, 

S. 508, 2. 7,6 v. u. (343, Z. 1, 2): „als 
neues 2 über in die in der vorangehenden 
Nummer diskutierte“. 

'S. 504, Z.11 (343, Z. 7 v.u.) fehlt „nach“ 
und „auch“. 

S. 504, Z. 14 (343, Z. 2 v.u.): „als 
neues 2“. 

S. 504, Z. 15 (843, Z.1 v. u.) fehlt: 

„nach“. 
8.504, 2.7 v.u. (S. 844, Z. 11): Von 
hier ab ist die Einteilung in die Num- 
mern 8—21 neu, im ersten Druck ist 
nur noch einmal, S. 506, 2.16 v. u. (346, 
Z. 12 v. u.) eine Nummer angebracht, 
nämlich 7. 

S. 505, Z. 8 (344, Z. 6 v. u.): „Können. 
Und durch“. 

8. 505, Z.12, 11 v.u. (8345, Z. 8f.): 
„als neues z, gleich Null gesetzt werden“. 

2.506, 2.15 (346, Z. 12f.): „wahr- 
scheinlicherweise“. 
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S. 506, 2.10 v. u. (346, 2.6 v.u.): 
„Und daher“. 

8. 507, 2.13 v. u. (347, 
„oder auch muß“. 

S. 507, 2.9, 8 v. u. (848, Z. 3f.): „muß, 
und ebenfalls @' von... muß, indem 
Gleichung“. 

S. 508, 2.5 (348, Z.5 v.u.): 
ebenfalls“. 

S. 508, Z. 8 (348, Z.2 v. u.) sind 
(52) und (32) vertauscht. 

dz dy 

S. 508, Z. 10f. (349, Z. 1f.): „Trans- 
formation aus auf ... Gleichung (23), 
so“, 

S. 508, 2.12, 16 (349, 2.5, 8): Q statt Q'. 

S. 508, Z. 7 v.u. (349, Z. 10 v. u) 
fehlt: „sein“. 

S. 508, Z.5 v.u. (344, 2.8 v. u.) im 
Nenner von g’ steht: «,. statt: ar. 

S. 508, 2.4 v. u. (349, 2.7 v.u): @2 
statt: a8. 

S. 509, Z. 2 (349, 2.2 v.u.): „r + Pp 
+ Q4+Z2= 0%. 

S. 509, Z.14 (350, Z. 12): a, statt: a3. 

S. 509, Z. 15 (350, Z. 13) steht: 


„r+g4+ Z29°. 


S. 510, 2.8, 5—7 (851, 2.6, 8-10) 
fehlt FE dt. 

S. 510, Z.15 v. u. (851, 2.4 v.u.): 
Z; statt: Z.. 

8.510, 2.11 v.u. (852, Z.1): „als 
neues y“. 

8. 511, Z.4 (852, Z.13 v.u.) fehlt: 
„uns“, 

S. 512, Z. 14 (354, Z. 3) fehlt: =. 

S. 512, Z. 19 (354, Z. 8): „ist, indem 
eine“. 

S. 512, Z.15, 14 v. u. (354, Z. 13f.): 
„Transformationen enthält. Und dabei“. 

S. 513, Z.3 (355, Z. 2) fehlt: „nach“. 

S. 513, Z.11 (855, Z.10f.): „der Form 
2’ F(y) als neues z gleich Null gesetzt 
werden‘. 

8. 513, Z. 20 (855, Z.7 v. u.) fehlt: 
== 0", 

S. 513, Z. 24 (855, Z.3 v.u): 


rT 30: + yEy“. 


Z.1 vu): 


„folgt 
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8.514, 2.15 v.u. (357, Z. 4): „g 2“ 
statt „2. Teil“. 

S. 514, Z. 8—6 v. u. (357, Z. 1-19): 
„In der nächsten Nummer zeigen . 
Form unnotwendig ist“. 

S. 516, Z. 1 (358, 2.1 v.u.): „und 
also besitzt“. 

8. 516, 25 vu. (889, Zi vu): 


ag (e- =) + el; 
0% 

8.517, Z.9 (360, Z.13): Das erste „—* 
fehlt, und es steht: „BA%“ statt: „BA“. 

S. 517, 2.17 (860, 2.5 v.u.): 

„m(m — 1) — Bm +A=0 = m? 

— (B+1)m + 4“. 

3817. 2:8 7.0 (861.729): 
gration von den drei“. 

8. 518, 2. 9 v.u. (362, 2. 6) fehlt die 
Bezeichnung: ‚(37)“. 

S. 519, 2. 8 (362, 2.3 v. u.): „indess 
ebenfalls möglich“. 

8. 519, Z. 15 (863, Z. 5): 


„Inte- 


‚Ayt statt: 


way“. 

S. 520, 2.3 (864, Z. 1): viermal „a“ 
statt: „w*. 

S.520, 2.14 (364, 2.12): „X(x)“ statt: 
Z(&) 2“. 


8. 520, Z. 13—9 v. u. (3864, Z.5—1v. 
u.): „Methode überhaupt ... gebracht 
werden kann, sich anwenden ... soll 
in der nächsten Nummer gezeigt wer- 
den“. 

8. 520, Z.1v.u.; 521, Z. 3 (865, 2. 8, 
12) fehlt bei öz das Öt. 

S. 521, 2. 9 (365, Z. 18£.): „oder auch 
gibt es mehrere“. 

S. 521, 2.14 v. u. (366, Z. 4): „in den 
früheren Nummern“. 


8. 522, Z.5 (366, Z.8 v.u.): „Inte- 
gration von einer“, 
S. 522, 2.14 (367, Z. 2): „von der 


partiellen“. 

8.522, 2.11 v.u. (367, Z. 11f.): „Glei- 
chung (41) ebenfalls die“. 

S. 622, 2.1 v. u. (867, 2.6,5 v.u.): 
„einer beliebig vorgelegten“. 





Abweichungen von den ersten Drucken 


XXXVa. 
S. 523, Z.1 v. u. (299, Z. 12f.) fehlt: 
ae, 
8.524, Z. 12 (299, Z.9 v. u): „in 
partikulären Integralen“. 


XXXTVIL 

S. 526, 2.7 (2, Z. 6) haben dx, dy,dy’ 
alle das entgegengesetzte Vorzeichen. 

S. 527, 2. 4f. (3, Z. 7£.) wörtlich über- 
setzt: „die eine Transformationsgruppe 
gestatten“. 

S. 528, 2.17 (4, 2.6 v.u.) wörtlich 
übersetzt: „und zugleich in den“. 

S. 528, 2.14 v.u. (5, Z.3) wörtlich 
übersetzt: „aber selbstverständlich kann 
ich“. 

Z. 529, Z. 6 (5, Z. 13) wörtlich: „sind** 
statt: „werden“. 


XXXVIa. 
S. 530, 2.4 (236, Z. 12): „von den‘ 
statt: „der“. 
XXXVI. 


8. 531, 2.16 (1, 2.7 v.u.): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1 bis 6 ist neu. 

8.582, Z.1, 8,7, 9 (2, 2.8, 10, 14, 
16) fehlt: „nach“, „daher nach“, „nach“, 
„also nach (7). 

S. 534, 2.11 v.u. (8, 2.11 v. u): „ist. 
Und da“. 

S. 535, 2 1 (6, Z. 1): „von den“ statt: 
„der“. 

8.685, 2.9 v.u. (6, 2.9, 8 vu): 
„dagegen alle Kurven in R,, deren“. 

S. 5385, 2.4—2 y. u. (6, 2.5—3 v.u.): 
„mit konstanten ... im konstanten“. 


XXXVIIa. 


S. 536, Z. 5 (668, Z. 6f.): 
statt: „der“. 


ALATGN 
S. 537, 2.10 (1, 2. 8): Die Einteilung 
in die Nummern 1 bis 14 ist neu. 
S. 538, 2.8 (2, 2. 11£.): „in Plücker- 
schem“, 
8.588, Z. 18. (2, 2.19): 
Und also“. 


„von der 


„Ebenen E. 


Abhandlung XXXV--XXXVII 


8. 538, Z.4, 3 v.u. (3, Z. 6,7) fehlt: 
„an“ und: „Satz“. 

8. 539, Z. 5 (3, Z. 15): „sodaß“ statt: 
„daß“. 

8. 539, Z. 13f. (8, Z. 12 v. u.): „Kom- 
plexe C, jede Kurve k gehört ihrer- 
seits‘. 

S. 539, 2.1922 (3, Z2.6—2 v.u): 
„einem Komplexe CO; und ebenfalls ge- 
hören ... benachbarten Komplexe 0”. 
Also... C und C’ und“. 

S. 539, Z.16 v.u. (4, Z.1): „Ebenfalls 
erkennen‘. 

S. 540, Z. 1f. (4, Z. 13 v.u.) „besitzen. 
Und zwar“. 

S. 540, 2.8 (4, Z. 8 v. u.): „weg“ statt 
„ab“. 

S. 540, Z.14 (4, Z. 2 v. u.): „und eben- 
falls o*. 

S. 540, 2. 19f. (5, Z. Af.): „und erin- 
nere dabei, daß“. 

8. 540, 2.2 v.u. (5, 2.2 v.u.): „muß 
ebenfalls die“. 

S. 541, 2.1 (5, Z. 15, 14 v. u.): „Hier- 
auf halte ich es doch für unnotwendig 
einzugehen. Denn‘. 

S.541, 2.5 (6, Z. 11 v.u.): „doch“ 
statt: „jedoch‘. 

8.541, Z.8 (56, Z.8 v.u.): „Krüm- 
mungskugel“. 

S. 541, Z.10 (56, 2.6 v. u): „man 
ebenfalls einen‘, 

S. 541, Z. 15 (6, Z. 1): „Die Nummern 
II bis V sind neu hinzugefügt, da in 
dem ersten Drucke, hier 8. 587, 2. 8 
(1, Z. 7) die Nummer I steht. 

8. 541, Z. 13 v. u. (6, Z. 13): „indem‘ 
statt „weil“. 

8.541, Z.5,4v.u. (6,2. 21): „entfernte 
Punkte wie F' besitzt‘. 

8.542, 8.7(7, Z.2): „ausarten braucht“. 
S. 542, Z. 10 (7, Z. 5f.) fehlt: „sich“. 
8. 542, Z. 17, 16 v.u. (,Z.13 vu): 

„schon im 1872 ... erledigt wurde‘, 

8. 542, Z. 11—9 v. u. (6, 2.6—3v.u.): 
„als Ort von 00! Flächenelementen ... 
andererseits Ort von 00! Flächenele- 
menten‘“. 
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S. 542, 2.4 v.u. (7,Z.3 v. u): „nicht 
euklidische‘*. 

S. 543, Z. 10 (8, Z. 6f): „ebenfalls“. 

S. 543, Z.19 (8, Z. 15): „die zu ver- 
schiedenen“. 

8. 543, Z. 14 v.u. (8, 2.12 vu): 
ty, 2 statt „ai, y’, 2“. 

S. 543, Z.13,12v.u. (8, 2.11,10 v.u.): 
„hierbei gut denkbar, daß F=a, 9=b 
nicht gemeinsame“. 

S. 543, Z.10 v. u. (8, 2.8 v. u.) fehlt: 
„für“, 

8.543, 2.5 v.u. (8, 24,3 v.u): 
„die zu einer‘*. 

3. 544, 2. 3 (9, Z. 3): „Ist“ statt: 
„Sind. 

8. 544, Z. 11 (9, Z. 11): „Parameter f 
kann“, 

8.544, Z.16 (9, Z. 16): „oder nicht 
gestattet“. 

S. 544, Z. 19f. (9, Z. 20f.): „Gruppe 
aus auf ein... y”=?, wo m größer“. 

S. 544, Z. 24 (9, Z. 11 v. u.): „werden. 
Und folglich“. 

S.544, 2.9, 6,4 v.u. (9, Z. 8, 5, 3 
v.u.): „Schon in 1874 lenkte ich die 
Aufmerksamkeit (Göttinger Nachr.) auf 
solche“; „Schon in 1874“; „Transfor- 
mationen zu ziehen‘. 

S. 545, Z.4,3 v.u. (10,2.2,1v.u.): 
Im Texte des ersten Druckes fehlt die 
Verweisung auf diese Anmerkung; sie 
ist S. 545, Z. 5 (10, Z. 12) angebracht. 

8.545, Z.15 v. u. (11, Z. 2): „und 
ihre Faktoren“. 

8.545, Z. 12—10 v. u. (11, Z. 6f.): 
„direkt diejenige Methode‘; „ent- 
wickelte“* statt: „entwickelt habe“. 

S. 545, 2.7,6 v.u. (11, Z. 11): „und 
eine gewisse Anzahl Parameter. Bei‘, 

S. 546, Z. 6 (11, 2.18): „Gruppe f 
nicht“. 

S. 546, Z. 8 (11, Z. 20f.): „auf der 
größten Untergruppe“. 

S. 546, Z.12 v.u. (12, 2.5): „eine 
Reihe Quadraturen erforderlich sind“. 

8.546, 2.2 v.u. (12, 2, 1v.u): 
„ausgesprochen worden ist“. 
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XXXVIIa. 


S. 547, 2.7 v. u. (288, Z. 2f.): „wahr- 
scheinlicherweise“, 


XXXXIX. 

8.548, 2.4 v.u. (17, 2.14): „a... 
Er)". 

S. 549, 2.8 (17, 2.5 v. u.) wörtlich 
übersetzt: „wenn die Gruppe nicht zu- 
sammengesetzt ist“, 

S. 549, Z. 17—15 v. u. (18, Z. 12): 
wörtlich übersetzt: „und die eines von 
den Systemen gerader Linien der Fläche 
invariant lassen“, 


XL. 

8. 551, 2.6, 7 (1, Z. 5): Die Eintei- 
lung in die Paragraphen 1 und 2 und in 
die Nummern 1 bis 7 ist neu. 

B. 552, 2. 7f. (2, Z. 16): „es nur eine 
(oder einige diskrete) lineare Transfor- 
mation, welche‘. 

S. 552, 2.15 v.u. (8, 2:18): „vor 
gelegt war, eine“. 

S. 552, 2.5, 4v.u. (3, Z. 11f.): „die 
15. Novbr. 1871 . vorgelegt wurde, 
habe“, 

8. 554, 2.8 (4, Z. 1v.u): 

4-0) —- 2 y —Y)= N“. 

8.555, 2.1(5, 2.2 v. u.): „Richtung 
% 8%, Yı —Y, 2, —2 eine“, 

8. 555, Z. 6f. (6, Z. 5): „in einer iso- 
tropen Developpable‘. 


Die eingeklammerten Seitenzahlen 
hinter folgt dessen Lesart. 
nur in einzelnen Fällen berücksichtigt. 

















Abweichungen von den ersten Drucken 


XLa. 


8.555, Z.4 v.u. (288, Z.1 v.u): 
„Diese Interpretation, die“, 


XLI. 


8. 556, 2.13 (1, Z. 12): „doch“ statt: 
„Jedoch“. 

8. 556, Z. 18—20 (2, Z. 1£f.): zweimal 
„mit arbiträren Konstante“. 

8.557, 2.2 (2, 2.9): „meinen in 1880“, 

8.557, 2.16 (2, Z. 11 v. 2: 
statt: „B,“. 

S. 557, 2.19 (2, Z.8 v. u.): „integriert 
wird“, 

8.557, 2.21 (2, 2.6 v. u.): „in Zu- 
sammenhange“, 
S. 557, 2.22, 27 (2, 2.5 v.u.; 3, 2.3): 

„Schon in 1874“; „ich in 1882“, 
S. 558, 2.7 (8, Z. 15) fehlt: „an. 
S. 558, 2.17 (8, 2.6 v. u.): 
„O= 180 — @“, 

8. 558, 2.9 v.u. (4, Z. 3f.): „selbst- 
verständlicherweise‘*, 

8.559, 2.2 (4, Z. 12): „vorgelegten 
Bild durch“, 

S. 559, Z. 13 (4, 2.8 v.u.): „Eben- 
falls besitzt‘. 

8. 559, 2.20 (4, Z.1v. u.): „die 2/0, 
als“, 

S. 560, 2. 8—10 (5, Z.4—2 v. u.): „ist 
ganz analog (ja umfaßt) meine in 1874 
gegebene Methode zur Integration eines 
vollständigen Systems mit einer bekann- 
ten kontinuierlichen Gruppe“, 


beziehen sich auf den ersten Druck, da- 
Unmittelbar ersichtliche Druck- und Sprachfehler sind 
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Anmerkungen. 


Auf die nachstehend aufgeführten Schriften wird öfters verwiesen werden. Dabei 
bedeutet z.B. Clebsch II die hier unter Clebsch als Nr. II angegebene Abhandlung. 


A. M. Ampere (1775—1836). 
I. Considerations generales sur les integrales des equations aux differentielles 
partielles. Journ. de l’Ecole polyt. T. X, Cah. XVII, 8. 549611 (Paris 1815). 
I. M&moire contenant l’application de la theorie exposee dans le XVII®. Cahier 
d.J. d. l’Ec. pol. ä l’intögration des &quations aux differentielles partielles du premier 
et du second ordre. Ebd. T. XI, Cah. XVII, S. 1—188 (Paris 1820). 


G. Boole (1815—1864). 


Über die partielle Diffgl. 2.0. Rr+8s+Tt+U(s®—rt)=V. Crelles Journ. 
Bd. 61, 8. 309—333 (Berlin 1863). 


E. Bour (1832—1864). 
I. Theorie de la deformation des surfaces. Journ. d. l’Ee. pol. T. 22, Cah. 39, 
S. 1—148 (Paris 1862). 
Il. Sur l’integration des &quations differentielles partielles du premier et du 
second ordre. Ebd. 8. 149—191. 
Ein Auszug aus II in den C.R. Bd. 54, 1862, 5.439 —444, 549— 554, 588—593, 
645—655. 
A. Cauchy (1789—1857). 


Note sur l’integration des Equations aux differences partielles du premier ordre 
& un nombre quelconque de variables. Bulletin des sciences par la societe philo- 
matique de Paris, Annde 1819, 8. 10—21, Übersetzt von G. Kowalewski in Ost- 
walds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 113, Leipzig 1900. 


A. Clebsch (1833—1872). 


I. Über Jacobis Methode, die part. Diffgl. 1,0. zu integrieren und ihre Aus- 
dehnung auf das Pfaffsche Problem. Auszug aus einem Schreiben an den Heraus- 
geber. Crelle 59, S. 190—192 (1861). 

II. Über das Pfaffsche Problem. I. Abh. Crelle 60, 8. 193—251 (1862). 

III. Über das Pfaffsche Problem. II. Abh. Crelle 61, 8. 146—179 (1863). 

IV. Über die simultane Integration linearer part. Diffgl. Crelle 65, S. 257 bis 
268 (1866). 

G. Darboux (1842—1917). 

I. Sur les &quations aux derivees partielles du second ordre. C.R. 70, 8. 675 
bis 678 (1870). 

IT. Sur la theorie des &quations aux derivees partielles. Ebd. 8. 746—749. 

II. Sur les &quations aux derivees partielles du second ordre. Ann. de l’Ee. 
Norm. 1. Ser., Bd. 7, 8. 163—173 (1870). 

IV. Memoire sur les solutions singulieres des &quations aux derivees partielles 
du premier ordre. M&m. pres. par div. sav. Bd. XXVII, Nr. 2, S. 1—243 (Paris 1883). 
Presente ä l’Acad. le 29. mai 1876. Vgl. besonders $. 212—221 und $. 243. 
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W. G. Imschenetzky (1832—1892). 


I. Sur lintegration des &quations aux derivees partielles du premier ordre, 
Grunerts Arch. Bd. 50, $. 278—474, Greifswald 186). 

II. Etude sur les methodes d’integration des &qu. aux der. part. du second 
ordre d'une fonction de deux variables independantes. Ebd. Bd. 54, 8. 209-360 (1872). 

Magisterdiss. und Doktordiss. des Verf., zuerst erschienen in den Gelehrten 
Schriften der Univ. Kasan 1854, II. Lief., $. 1—172 und Bd. IV für 1868, Lief. III, 
IV, S. 111— 264. 


C. @. J. Jacobi (1804—1851). 


I. Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen 1. 0. Crelle 2, 
S. 317—329 (1827); Werke IV, 8. 3—15. 

II. Über die Pfaffsche Methode, e. gewöhnl. lineare Diffgl. zwischen 2» Variabeln 
durch ein System von n Gl. zu integrieren. Crelle 2, $. 347—357 (1827), Werke IV, 
S. 19—29. 

II. Über die Reduktion der Integration der part. Differentialgleichungen 1. O, 
zwischen irgend einer Zahl Variabeln auf die Integration eines einzigen Systems gew. 
Diffgl. Crelle 17, 8. 97—162 (1837); Werke IV, S. 59—127. 

IV. Dilueidationes de aequationum differentialium vulgarium systematis earum- 
que connexione cum aequationibus differentialibus partialibus linearibus primi ordinis. 
Crelle 23, S. 1—104 (1842), Werke IV, $. 149—255. 

V. Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium vul- 
garium applicandi. Crelle 27, 8. 129—268 (1844), 29, 8. 213—279, 333—376 (1845), 
Werke IV, S. 319—509. 

VI. Nova methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis inter 
numerum variabilium quemcumque propositas integrandi. Crelle 60, 8. 1—181 
(1862), Werke V, 8. 3-—189. 

VII. Über diejenigen Probleme der Mechanik, in welchen eine Kräftefunktion, 
existiert, und über die Theorie der Störungen. Vorlesungen über Dynamik, hrgg. von 
Clebsch, Berlin 1866, S. 303—470, Werke V, 8. 219—395. 

VII. Über die vollständigen Lösungen einer part. Diffgl. 1.0. Ebd. 8. 471—509, 
Werke V, 8. 399—438. 

IX. De aequationum differentialium isoperimetricarum transformationibus earum- 
que reductione ad aequationem differentialem partialem primi ordinis non linearem. 
Ebd. S. 534—549, Werke V, 8. 467—482. 

X. Vorlesungen über Dynamik, gehalten 1842—43, hrgg. von Clebsch, 1. Ausg. 
Berlin 1866. Werke: Supplementband. 


J. L. Lagrange (1736—1813). 

I. Sur l’integration des &quations & differences partielles du premier ordre. 
Nouv. M&m. de Berlin, annde 1772, S. 353—372 (Berlin 1774),.Oeuvres III, 8. 549—575, 
Deutsch von G. Kowalewski, Ostwalds Klass. Nr. 113, Leipzig 1900. 

II. Sur differentes questions d’analyse relatives & la theorie des integrales par- 
ticulieres. Ebd. annde 1779, S. 121—160 (Berlin 1781), Oeuvres IV, S. 585—634. 

III. Methode generale pour integrer les &quations aux differences partielles du 
premier ordre lorsque ces differences ne sont que lineaires., Ebd. annde 1785, 
S. 174—190 (Berlin 1787), Oeuvres V, 8. 543—562. 

IV. Lecons sur le caleul des foncetions, nouv. edit. Paris 1806, Legon XX. 
Oeuvres X, S. 349 f. 


M. Levy (1838—1910). 
I. M6moire sur la th&orie des dquations & differences partielles du second ordre 
ä deux variables ind&pendantes (Extrait par l’auteur) C. R. 75, S. 1094—1098 (1872). 
II. Sur le developpement des surfaces dont l’el&ment lineaire est exprimable 
par une fonction homogene. C.R. 87, $. 788—791 (1878). 


Schriften, auf die öfters verwiesen wird 587 


A. Mayer (1839—1908). 

I. Über die Jacobi-Hamiltonsche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1. 0. 
Math. Ann. III, 8. 435—452 (1871). 

II. Über die Integration simultaner part. Diffgl. der 1. O. mit derselben un- 
bekannten Funktion. Ebd. IV, S. 88—94 (1871). 

III. Zur simultanen Integration linearer partieller Diffgl. Gött. Nachr. Nr. 15 
vom 12. 6. 1872, S. 315—320. 

IV. Über unbeschränkt integrable Systeme von linearen totalen Diffgl. und die 
simultane Integration linearer part. Diffgl. Ann. V, Heft 3, S. 448—470, ausgegeben 
30. 8. 1872. 

V. Zur Theorie der vollständigen Lösungen und der Transformation der part. 
Differentialgleichungen 1. 0. Gött. Nachr. Nr. 21 vom 21. 8. 1872, S. 405—420. 

VI. Die Liesche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1.0. Ebd. Nr. 24 vom 
9. 10. 1872, 8. 467—472. 

Vla. Die Liesche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1. 0. Ann. VI, Heft 2, 
S. 162—192, ausgeg. 19. 6. 1873. 

Nachtrag: Direkte Ableitung des Lieschen Fundamentaltheorems durch die 
Methode von Cauchy. Ebd. S. 192—196. 

VII. Zur Integration der part. Diffgl. 1. 0. Gött. Nachr. Nr. 11 vom 7.5.1873, 
8. 299— 310. 

VII. Über die Lieschen Berührungs-Transformationen. Ebd. Nr. 13 vom 
17. 6. 1874, 8. 317—331. 

IX. Direkte Begründung der Theorie der Berührungs-Transformationen. Ann. 
VII, Heft 3, $. 304—312, ausgeg. 4. 3. 1875. 

Zusatz zu der Lieschen Abh.: „Begründung einer Invariantentheorie der B.T.“, 
ebd. S. 215—303 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. D. 

X. Über eine Erweiterung der Lieschen Integrationsmethode. Ann. VIII, 
8. 313—318 (1875). 

XI. Über die Weilersche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1.0. Ann. IX, 
Heft 3, S. 347—370, ausgeg. 4. 1. 1876, 

XII. Über den Multiplikator eines Jacobischen Systems. Ebd. XII, Heft 1, 
S. 132—142, ausgeg. 7. 6. 1877. 


G. Monge (1746—1818). 


I. Me&moire sur l’expression analytique de la generation des surfaces courbes. 
Möm. de l’Acad. des Sciences, annee 1784, 8. 85—117 (Paris 1787). 

II. M&moire sur le caleul integral des &quations aux differences partielles. 
Ebd. S. 118— 192. 

II. Supplement oü l’on fait voir que les &quations aux differences ordinaires, 
pour lesquelles les conditions d’integrabilit ne sont pas satisfaites, sont suscep- 
tibles d’une veritable intögration, et que c’est de cette integration que depend celle 
des 6quations aux differences partielles &levees. Ebd. S. 502—576. 

IV. Application de l’analyse & la geometrie. 5. Ed. par Liouville, Paris 1850. 


L. Natani (1819—1905). 


I. Über totale und partielle Differentialgleichungen. Crelle 58, 8. 301—328 
(1861). Umgearbeitet und erweitert in: 

IL Die höhere Analysis in vier Abhandlungen, Berlin, Wiegandt u. Hempel 

1866, Sonderabdruck aus dem Math. Wörterbuche von Hoffmann und Natani. 
Vgl. besonders $. 303—327, 330—359. 


J. F. Pfaff (1773—1825). 


Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium ... primi ordinis, inter 
quoteumque variabiles complete integrandi. Abh. d. Berl. Akad. 1814—15, S. 76—136 
(Berlin 1818). Deutsch von G. Kowalewski, Ostwalds Klass. Nr. 129, Leipz. 1902. 
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J. A. Weiler (1827—1911). 

I. Integration der part. Diffgl. 1. u. 2.0. Grunerts Archiv 33, 8. 171—329 

(Greifswald 1859). 1 
' Il. Integr. der partiellen Differentialgleichungen 1.0. mit n + 1 Veränderlichen. 

Ztschr. f. Math. u. Phys. VII, 8. 264—292 (Leipz. 1863). 

III. Über die Integr. der vollständigen Diffgl. Zd2e+ Yayt Xdx—0, Über 
die Integr. des vollst. Systems partieller Diffgl. von linearer Form. Integr. der part. 
Differentialgleichung 1. O. von unbeschränkter Allgemeinheit. Ebd. XX, 8. 78—83, 
83— 92, 270—299 (1875). 

IV. Nachträge zu meinen Abhandlungen über Integr. part. Diffgl. der 1. 0. 
Ebd. XXI, 8. 100—125 (1877). 


Das unter meiner Mitwirkung herausgegebene Werk von Lie über die Theorie 
der Transformationsgruppen bezeichne ich kurz so: Th. d. Trfsgr. I (1888), II (1890), 
III (1895). Die von G. Scheffers bearbeiteten Werke aber so: Lie-Scheffers 
Diffgl. (1891), Kontin. Gruppen (1893), G. d. B. T. (1896). Die von L. Sylow 
herausgegebenen und mit einer deutschen Übersetzung versehenen: 

Mathematiske meddelelser af Sophus Lie til Videnskabsselskabet fra aarene 
18691871. Videnskabsselsk. Skrifter I. Math.-naturv. Klasse 1899, Nr. 9. (15 8., 
gr. 8°) bezeichne ich so: „Math. Meddelelser“, 


Zu Abhandlung I, S. 1—4, 


8.1, Z.7f. In der Abh. Math. Ann. V, 8. 158f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $5) 
sagt Lie für B. T.: „Transformationen, bei denen Berührung eine invariante Be- 
ziehung ist‘. Die dort gegebene Definition dieser Trf. wird hier in Abh. IV, 8. 18 
wiederholt, eine wirkliche Theorie der Trf. gibt aber erst Abh. IX, 8. 96—119. 

S. 1, Z. 12—14. Gemeint ist jedenfalls Kleins zweite Abh.: ‚Über die soge- 
nannte Nicht-Euklidische Geometrie“, Math. Ann. VI, 8. 112—145, die vor dem Er- 
langer Programme geschrieben aber später erschienen ist, und die in den ss 1—5 
des ersten Abschnitts bereits gewisse allgemeine Ideen dieses Programms entwickelt. 
Vgl. F. Klein, ges. math. Abhandl. Bd. I, 8. 315—322 (1921). 

S. 1, Z. 19, 22. Hier bedeutet () dasselbe wie später [|]. Vgl. S. 4 und 
Abh. IX, 8. 98. 

8.1, Z.15—24. Über diese Stelle hatte A. Mayer in einem Briefe vom 
15. 12. 1872 um Auskunft gebeten, worauf Lie in einem Briefe, den Mayer am 
3.1. 1873 erhalten hat, folgendes schreibt: 

„Ich werde den Satz über Berührungs-Transformationen und ihren analytischen 
Charakter etwas erörtern und einen verwandten, wichtigen Satz hinzufügen. Zu- 
nächst muß ich dabei bemerken, daß der Begriff: Leicht sich nach der Natur der 
Sache für uns beide verschieden stellt, weil unsere Denkweise verschieden ist. So 
meinten ja Sie, daß wenn man wüßte, daß ein totales System sich auf ein redu- 
ziertes zurückführen ließe, so wäre es sehr leicht einzusehen, daß die Bestimmung 
eines Integrales des letzten die Auffindung eines Integrales des ursprünglichen 
Systems nach sich zog"); und dies ist mir leider noch eine sehr schwierige Sache; 
ob ich es auch in meiner Weise einsehe. 

„Mein Satz, den ich für R, näher betrachte: Sind Z= F,@xypg), X=F,, 
Y=F, und sind (F,F)=0, (F,F,)=0, (FF,)=0, dann bestimmen 
Z=F,X=F, Y=F, eine Berührungs-Transformation, wird wohl 
sicher sein, 

„Dieser Satz ist fast selbstverständlich, wenn man in gewissen Vorstellungen, 
die für mich fundamental sind, eingelebt ist. Ich gehe auf diese Sachen ein 
bißchen ein. 


1) Vgl. Abh. VII, 8. 32f. A.d. H. 
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„A. Zuerst muß man wissen, wie es zu verstehen ist, daß 
En 0, 
eine partielle Gleichung 1. O. ist. Jeder Punkt in der Ebene @=x,) ist eine Lö- 
- sung, insofern die «* Flächenelemente, die durch einen solchen Punkt gehen, der 
_ bekannten Forderung‘) genügen. Ebenso ist jede Kurve, die in jener Ebene liegt, 
eine Lösung. 
„Nehme ich nun z. B. die beiden Gleichungen 
== 0, Yy == 0 

und fasse dieselben als partielle Gleichungen auf, so ist klar, daß die- 





selben ©! Lösungen gemein haben; nämlich alle Punkte der z-Achse. ü 
„Dementsprechend ist klar, daß 


x = Const., y = Const. Fig. 1. 
in Involution liegen. 
„B. Ich bemerke ferner, daß es im Begriffe Berührungs -Transformation 
liegt, daß zwei Gleichungen 
F, = Const., F, = Const., 


- die in Involution liegen, in eben solche übergehen. 
„Denn eine Berührungs-Transformation überführt Fläche?) in Fläche, Integral- 
fläche einer Gleichung in Integralfläche der transformierten Gleichung. Sind also 
F, = Constt, F,= Const. 
die ursprünglichen Gleichungen, f die gemeinsamen Integralflächen, 
®, = Const,, ®, = Const. 
die transformierten Gleichungen, g die transformierten Flächen von f: so genügen 
p sowohl ®, wie ®, und also haben die transformierten Gleichungen gemeinsame 
Integralflächen. 

„Die Involutions-Beziehung ist also invariant bei Berührungs- 
Transformationen. 

„Dieses Räsonnement ist stringent, ob es auch näher ausgeführt werden muß. 
Wichtig ist hierbei die Bemerkung: Es ist in der modernen Geometrie sehr be- 
kannt, daß bei Transformationen (Abbildungen) existieren ausgezeichnete Gebilde, 
sogenannte Fundamentalgebilde. 

„Dies ist bei Berührungs-Transformation auch der Fall. So kann z, B. 

Fexypd = 0 
ein Fundamentalgebilde sein; dagegen nicht 
F = Const., 


wenn die Konstante als Parameter betrachtet wird. 
„C. Aus dem Obenstehenden fließt ohne weiteres, daß wenn 
Z=F,@axypd) X=F,, Y=F, 
einer Berührungs-Transformation entsprechen, so ist es notwendig, daß 
FF)=0, (F,F)=d, (FF) = 0. 
Es muß auch bewiesen werden, daß diese Forderung hinreichend ist. 


1) „Jede Gleichung F(xyzpq)= 0 definiert »* Flächenelemente. Das Integra- 
tionsproblem besteht darin: man soll zweifach unendliche Scharen Elemente aus- 
scheiden, unter denen jedes mit allen benachbarten vereinigt liegt. (Cfr. meine 
letzte Note [hier Abh. IV, S. 20£.)]. 

„Die Gleichung x = 0, als partielle Gleichung bestimmt alle Elemente, deren 
Ort die Ebene (x = 0) ist. 

2) „Ich brauche das Wort Fläche in ausgedehnter Bedeutung. 
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„D. Zu diesem Zwecke bemerke ich, daß wenn drei Gleichungen 
F,@xypg) = 0, F=(, R=( 
paarweise in Involution liegen, so haben sie, wenn die Konstanten gewählt sind, 
eine (oder einige) gemeinsame Integralflächen. 
„E. Ich kann infolgedessen sagen, daß meine Gleichungen 
Z=F,, X=F, Y= F, wo (KF)=(FF)=(FF)=0 
die beiden Mannigfaltigkeiten oder Räume 
(eye) und (XYZ) 
in solcher Weise auf einander beziehen, daß jedem Punkte (XYZ) eine Fläche 
im Raume (xyz) entspricht. 5 

„F. Aber im ersten Abschnitte meiner Abhandlung: Über Komplexe und par- 
tielle Differentialgleichungen !) zeige ich, wenn ich es auch nicht mit diesen Worten 
ausspreche, daß wenn jedem Punkte (X YZ) eine Fläche im Raume (2 yz) zugeordnet 
ist, so gibt es immer eine und nur eine Berührungs-Transformation, welche 
Jeden Punkt (X YZ) in die zugeordnete Fläche überführt, 

„Befriedigen 
(1) X=F,(eyzpq Y=F,, Z=F, 
die besprochene Bedingung und wünscht man den vollständigen analytischen 
Ausdruck der zugehörigen Berührungs-Transformation zu finden, so eliminiert man 
zwischen (1) p und g, wobei im allgemeinen eine, aber ausnahmsweise zwei (oder 
drei) Gleichungen hervorgehen zwischen 

(ayzXYZ). 
Aber Jacobi?) hat gezeigt, daß ein solches Gleichungs-System eine Berührungs- 
Transformation definiert, und zugleich angegeben, wie man dieselbe findet. 

„Bei Bour fand ich in Göttingen (in l’6cole polytechnique, in demjenigen 
Bande, in welchem seine Abhandlung über Deformation von Flächen sich findet ®)) 
etwa folgenden Satz ®): 

„Sind ANDI E 
Funktionen von @,2,...%, PıPs.:- p„ und sind 

(X,X,) = 0 (P,P)= 0 (XP)=1 

(X,P,)= 9 diese Gl. unter Voraussetzung i und k verschieden, 
so definieren u=X, v=P; 
eine Berührungs-Transformation zwischen den x und p. Die für mich wesent- 
liche, zugehörige Gleichung 2’ — (2%, %,...2,) ist nicht bei Bour besprochen " 

„Mit meiner leichtsinnigen Andeutung in: Kurzes Resum6 meinte ich den fol- 
genden Satz: er 

„Sind X)... X,, P,... P, Funktionen von (@ ...0, Pi «:. ?,) und sind 

KX)=0, (RPP)=0 wd (X,P)=0, 
wenn i und %k verschieden, so existiert immer eine Berührungs-Transformation, die 
folgenderweise definiert wird: 


u—=X,, PR=®(P)+X(X,), 
wo ® und X gewisse Funktionen sind, die bestimmt werden können. — Möglicher- 
weise spreche ich diesen letzten Satz im Augenblicke ein bißchen verkehrt aus.“ 


1) Math. Ann. Bd. V, d. Ausg. Bd. II, Abh.I. A.d.H. 

2) [Jacobi VI, 8 61. VII, $ 42.] 

3) [Bour, Abh. I und Abh. II, S. 157.] 

4) [Vgl. Abh. VII, 8. 49, Abh. XX, S. 296 und die Anmerkungen dazu.] 
5) [Vgl. Abh. IX, 8. 104—116.] 
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Die richtige Formulierung des Satzes findet man in Abh. IX, S. 114. 

S. 1, 2. 9—7 v. u. Vgl. hierzu die nachfolgende Anm. $. 603; Abh. II, S. 6, 
Z. 21—18 v. u., Abh. IV, 8. 19, 2. 3—1 v. u., sowie Abh. XII, S. 172, Satz 9 und 
dessen Beweis. 

S.1, Z. 6—4 v. u., 8. 2, Z. 1—10. Lagrange zeigte schon in Abh. I, wie aus 
einer vollständigen Lösung einer partiellen Differentialgl. 1. O. in drei Ver. die all- 
gemeine Lösung abgeleitet werden kann; auch auf den Fall beliebig vieler Ver- 
änderlicher hat er das übertragen (s. Lagrange IV). Monge gab diesem analytischen 
Verfahren eine geometrische Einkleidung, indem er den Begriff der „Charakteristiken“ 
einführte (s. Monge IV, S. 33, 39f., 53—56, 421—473). Cauchy stellte sich in der 
auf S. 585 angegebenen Abh. die Aufgabe, der part. Diffgl. 1.0. F(z, &,,..., As 
Ps --+,2,)== 0 durch eine solche Funktion z von &,,... x, zu genügen, daß für 
= «,° wird: 


MP Mr: | %)» (Py)z, = a0 = Pr, P=23..,M. 


Er zeigte, daß man zu diesem Zwecke das simultane System: 


a ER, 
(1) da;:da: dp; — Fp,: Sp, Fr, :— (Fa, + PiF;) (=1,...,n 
Vv 


integrieren muß. Hat man aus (1) vermöge F=0 die Größe p, eliminiert, so hat 

man noch 2, &, :. +, &5 Pay +: :, 2) 80 als Funktionen von x, zu bestimmen, daß 

für 2, =x,° wird: 

09 (22°, ee. x") 
0%, 





u, 2ue9 (0. > W=2,...,n). 


Die gesuchte Lösung ergibt sich dann, wenn man aus den gefundenen Ausdrücken 


für 2, &,,..., ©, die Größen 2,°,...., ©,° eliminiert. 


Die Liesche Auffassung des Integrationsproblems. 


Lie faßte diese Cauchysche Methode in ganz neuer Weise auf, indem er den 
Schritt tat, die Größen 


nt Gel...,n) 
.— — = 1I,...,N 
[7 ) %; 

ihrer ursprünglichen Bedeutung als der Ableitungen einer Funktion z von den x, zu 
entkleiden und sie als mit 2, &,, ...,%, gleichberechtigte Größen zu betrachten. 
Jedes Wertsystem 2, &,.. ., &ys Pır - +, 2, wurde für ihn ein Individuum, ein 
sogenanntes Element (Abh. II, S. 6), das geometrisch abgebildet wird durch den 
Punkt 2, &,,...,&, und durch einen Elementarteil einer durch den Punkt gehen- 


den n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit des R,„+1:2, &,... %, (Abh. III, S. 14) 
oder noch anschaulicher: als Element bezeichnete er die Figur, die besteht aus 
jenem Punkte und aus der hindurchgehenden n-fach ausg. Ebene: 


3 URT- 
3-2 - Ins )=0, 
i 


WO 3, Lıy +, Z, die laufenden Koordinaten sind (Abh. XII, 8. 154). Er ersetzte daher 
den (n- 1)-fach ausgedehnten Punktraum 2, &,,..., &, durch die (2% + 1)-fach 
ausg. Mann. aller darin enthaltenen Elemente; häufig dachte er auch unmittelbar in 
dem Raume der Elemente, indem er die 00?” +1 Elemente z, x,, Pi des R, 41:2, 
durch die Punkte eines ER: ı repräsentierte. 

Für diese neue Auffassung bestimmte jede Gleichung: F'(z,x2,p)=0 eine 
Mann. von 002” Elementen; die Integration des simultanen Systems (1) zerlegte diese 
Mann. in 00?” 1 Scharen von je 00! Elementen, die charakteristischen Streifen 
der Gleichung F= 0, und die Cauchysche Form der Lösungen zeigte, daß 
jede dieser Lösungen von 00” 1 char. Str, erzeugt war. 
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Die Einführung des Begriffs Element hatte nun auch eine neue Deutung der 
Gleichung dz — Zp,dx,; = 0 zur Folge. Diese erschien nicht mehr als die Definitions- 
gleichung der partiellen Ableitungen von z, sondern als eine Beziehung zwischen 
den beiden unendlich benachbarten Elementen z, x,, p, und 24+.dz, 2, +da,p,+ dp; 
diese Bedingung der vereinigten Lage beider Elemente (Abh. IV, 8. 20) 
sagte aus, daß der Punkt z+dz, ©,+ dx, des zweiten Elementes auf der n-fach 
ausgedehnten Ebene des ersten EI. liegt. Es stellte sich ferner heraus, daß-zu jeder 
m-fach ausg. Punktmann. (m=0, 1,...,n) des R„+1:2%,%; gerade oo” El. ge- 
hören, deren Punkte auf der Punktmann. liegen und deren Ebenen die zugehörigen 
n-fach ausg. Tangentialebenen der Punktmann. sind, und daß Je zwei unendl. ben. 
dieser oo” El. vereinigt liegen. Damit waren überhaupt alle Scharen von oo” El. 
gefunden, bei denen je zwei unendl. ben. EI. vereinigt liegen. Dagegen gab es 
Scharen dieser Art, die o0”*+1 oder noch mehr El. enthalten, gar nicht (Abh. IV, 
S. 20 f., wo der Fall n= 3 andeutungsweise behandelt wird, und Abh. XII, S. 150 
bis 155), während jede Schar von 00” EI. (m <n), in der je zwei unendl. ben. El. 
vereinigt liegen, in gewissen der erwähnten Scharen von oo” El. als Teil enthalten war. 

Aus alledem ergab sich, daß es zweckmäßig war, die Aufgabe der Integration 
der part. Diffgl. 1.0. F'(z, x, p) = 0 anders zu fassen, als es bisher üblich war. 
_ Früher hatte man nämlich nur nach solchen n-fach ausg. Punktmann. gefragt, deren 
Gl. z enthielt und die der Diffgl. F=0 genügten. Da nun die n-fach ausg. Punkt- 
mann. nur ein besonderer Fall ist von dem allgemeinen Begriffe einer Schar von 
oo” El, in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, so war es naturgemäß, als 
Integralmann. von F=0 überhaupt jede Schar von oo” El. zu betrachten, die 
der Gl. F=0 genügt und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Die 
Integration von F=0 kam dann darauf hinaus, alle derartigen Integralmann. von 
F=0 zu bestimmen. Auf diese Weise konnte die Gl. F = 0 Integralmann, besitzen, 
die als Punktmann. eine beliebige der Dimensionen 0, 1,...,n besaßen; außer- 
dem erschien nunmehr überhaupt jede Gl. zwischen z, Gr rn Da 
auch eine, die 9,,..., 2, gar nicht enthielt, als eine part. Diffgl. 1. O. (vgl. Abh. III, 
S. 14; IV, 8. 21; XII, 8. 155 £.). 

Auch der Begriff der vollständigen Lösung wurde nunmehr allgemeiner ge- 
faßt. Eine vollständige Lösung von F=0 erhielt man immer, wenn man die 
oo?” El. von F=0 in 00” Integralmann. von je oo” EI. zerlegt hatte (Abh. IV, 
S. 21; XII, 8. 163; X, 8. 120, Anm. 1).') 


1) Auf dem Umschlage eines Briefes, den er am 14. 2. 1873 an A. Mayer 
abgeschickt hat, schreibt Lie: 

„Es fällt mir eben ein: Bei der Behandlung part. Gl. 1.0. stellt man sukzessiv 
simultane Systeme auf und sucht Integrale. Früher forderte man immer, daß diese 
Integrale jedenfalls ein p, enthielten. Ein Integral der Form f(&,, .-.., %,) = const. 
konnte man nicht brauchen. Nach meiner Erweiterung des Begriffs vollständige 
Lösung macht eine Lösung f(x, ... ©,) = Const. denselben Nutzen. Überhaupt man 
muß die 2n Größen ©, ...%&,, 2 :-: P„ als gleichberechtigte Größen betrachten. 
Macht man dies nicht, riskiert man ernste Fehler.“ 

In einem im März 1873 geschriebenen Briefe an A. Mayer heißt es: 

„Was meine Erweiterung des Begriffs vollständige Lösung betrifft, so kommt 
alles gewissermaßen darauf hinaus, daß ich mit Pfaff die Aufgabe so stelle: Es soll 
dz— p,da, —-:: 2,dx, = 0 

integriert werden, wenn , =F(22,... 2 Pı =: MM.“ 

„Bei mir ist insofern ein Fortschritt einerseits gegen Pfaff, andererseits gegen 
Monge, daß gewissermaßen bei mir eine wechselnde Auffassung angewandt wird.“ 

„In Sprache der Mannigfaltigkeits-Lehre kann ich sagen: Ich betrachte ab- 
wechselnd die Mannigfaltigkeiten (zw, ... x,) und (e&, ...%,Pı -. :2,). Dies ist 
keine leere Phrase, entspricht im Gegenteil, wie ich einmal hoffentlich zeigen kann, 
dem Wesen der Sache,“ 


a a4 [0 u a ale 


Vereinigte Lage. Integralmann. Vollst. Lösung 593 


Erwähnt muß werden, daß Lie zuweilen auch eine Schar von oo” (m <n) El., 
die F= 0 befriedigt und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, als eine 
Integralmann. von F'= 0 bezeichnet (Abh. XII, 8.156, Hilfspr. 1). Bei Integralmann. 
schlechthin, ohne Angabe der Anzahl der El., ist jedoch immer der Fallm—=n 
gemeint. 

Die neuen Begriffsbildungen setzte Lie mit der Cauchyschen Methode in 
Verbindung und konnte dadurch der ganzen Theorie eine ungeahnte Einfachheit 
und Durchsichtigkeit geben. Namentlich erwies sich die Einführung der charak- 
teristischen Streifen an Stelle von Monges char. Kurven als äußerst nützlich. Die 
oo! Punkte der oo! El. jedes char. Streifens bilden nämlich immer eine char. Kurve 
im Sinne von Monge. Während aber die Zahl der char. Str. stets oo?” 1 ist, kann 
die der char. Kurven auch kleiner sein, und während im allgemeinen jede Integral- 
' mann. von 00”! char. Streifen erzeugt ist und die Ausnahmen leicht angegeben 
werden können, kann die Zahl der erzeugenden char. Kurven sehr verschieden sein, 
und die Feststellung der einzelnen Möglichkeiten erfordert die Entwickelung ganz 
besonderer Theorien (Abh. I, S. 1f.; II, 8. 7; IV, 8. 21—25). 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß Lie alle diese Begriffe schon besaß, als er 
die Abh. I schrieb. Ebenso besaß er damals bereits den allgemeinen Begriff der 
Berührungs-Transformation als einer Transformation der Elemente z, %;, p, des 
R2+1:2, &,+--, %,, bei der je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende Ele- 
mente in ebensolehe übergehen, bei der also die Gleichung dz— Zp,da,—=0 in- 
variant bleibt (vgl. Abh. IV, 8. 18; die wahre Definition des Begriffs wird allerdings 
erst in Abh. IX, 8.98 gegeben). Er wußte auch, daß man aus einer part. Diffgl. 1. O. 
“ p(2xp) = 0 durch Ausführung einer B.-T. im allgemeinen eine bestimmte trans- 
formierte Gleichung erhält, und daß dann im allgemeinen jede Integralmann. von p — 0 
in eine Integralmann. der transformierten Gleichung übergeht, während ohne Aus- 
nahme jede vollständige Lösung von g=0 eine vollst. Lösung der transformierten 
Gleichung liefert. Einzelne Integralmann. von = 0 können nämlich bei der B.T. 
verloren gehen, ebenso wie sich die Gl. 9=0 bei gewissen B. T. in ein Gleichungs- 
system verwandeln kann (Abh. IV, S. 23, Z. 11—17; 8. 589, Z. 20—13 v. u.). 


Infinitesimale Transformationen und invariante Mannigfaltigkeiten. 


Außerdem arbeitete Lie, wie aus S. 2, Nr. 3 hervorgeht, damals auch schon 
mit dem Begriffe der infinitesimalen Transformation. Ein simultanes System 
Ann ee 2) 
dachte er sich als eine inf. Trf. oder genauer als eine ganze Schar,von inf. Trf. Die 
allgemeinste inf. Trf. dieser Schar erteilt den Koordinaten x,, ..., &, jedes Punktes 

die unendlich kleinen Zuwachse: 

I, =0(%,:-., %,) 6,08 @=1..,n), 
wo ge eine willk. Fkt. und öt eine unendl. kleine Konstante ist, sie führt also jeden 
Punkt &, in den unendl. ben. Punkt ;—=x,+ dx, über. Der Inbegriff aller dieser 
inf. Trf. ist durch das sim. Syst. bestimmt und kann umgekehrt dieses System ge- 
radezu ersetzen. 

Verschwinden &,,..., &, für einen Punkt x,,..., x, nicht alle, so geht durch 
diesen Punkt eine bestimmte Integralkurve des sim. Syst., und es leuchtet ein, 
daß der Punkt von allen inf. Trf. der Schar auf dieser Integralkurve unendlich 
wenig verschoben wird. Die durch den Punkt gehende Integralk. kann man sich 
- mithin dadurch entstanden denken, daß eine bel. inf. Trf. der Schar unendl. oft auf 
den Punkt ausgeführt wird. Die Integralk. des sim. Syst. sind daher zugleich die 
Bahnkurven, die die Punkte bei den inf. Trf. unsrer Schar beschreiben. 

Der Zusammenhang zwischen dem sim. Syst. und der lin. hom. part. Diffgl. 1. 0. 

1 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen, Bd. III. 38 
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ergibt sich hier ganz von selbst. Eine beliebige Fkt. f(x,,..., x,) erhält nämlich 
bei jeder inf. Trf. der Schar den Zuwachs: 


öf=f(a, Fa. en )mEXlf)-Öt. 


Die Lös. der Gl. X(f)=0 sind daher nichts andres als die Fkt., die bei allen inf. 
Trf. unsrer Schar inv. bleiben. Ist 9 (&,, ..., &,) eine bel. Lös. von X(f)=0, so 
stellt die Gl. 9 = const. 00! Mann. dar, deren jede von lauter Integralk. des sim. 
Systems erzeugt ist. Sind Q,,..., @,_, unabh. Lös. der Gl. X (f) = 0, so stellen 
die Gl. p, = const. (k=1,...,n— 1) die Integralk. des sim. Systems dar und also 
zugleich die Bahnkurven aller inf. Trf. unsrer Schar. 

Eine Punktmannigfaltigkeit bleibt bei der inf. Trf. &x,—= &,öt dann und nur 
dann inv., wenn jeder Punkt der Mann. in einen unendl. ben. Punkt der Mann. 
übergeht. Eine m-fach ausg. Punktmann. wird nun durch n— m unabh. Gl. 


F,(&, 2%) 0 (u=1,...,n—m) 


dargestellt, aber im allg. nicht rein, denn der Inbegriff aller Punkte, die diese Gl. 
befriedigen, kann mehrere diskrete m-fach ausg. Mannigf. bilden. Wenn man 
daher von der m-fach ausg. Punktmann. f\=0,..., F„_m=0 spricht, so muß 
man immer eine bestimmte unter diesen Mann. im Auge haben. Für jeden Punkt 
&%y +++, %n, der die Gl. F, = 0 befriedigt, aber nicht alle (n — m)-reihigen Det. 
in der Matrix der ersten Abl. von F,, ..., F„_„m zum Verschwinden bringt, sind 
durch die Gl. dF„=0 die 00” 1 unendl. ben. Punkte «,+ dx, bestimmt, die 
ebenfalls das Glsyst. F = 0 befriedigen, und dadurch ist in einer gewissen Um- 
gebung des Punktes x, eine ganz bestimmte m-fach ausg. Punktmann. festgelegt, 
die den betr. Punkt enthält. Diese Mann. bleibt bei der inf. Trf. &x,=&,6t dann 
und nur dann inv., wenn die n— m Ausdrücke: 





1... 
oF 
a u 5 ER Weh..un-m 

T 
für alle Punkte der Mann. verschwinden. Das ist die wahre Bedeutung der folgen- 
den nicht ganz genauen Ausdrucksweise: Haben die Gl. F,=0,..., F,_„=0 
einer Mann. eine solche Form, daß nicht alle (n — m)-reihigen Det. der Matrix der 
Abl. von F\,..., Fam vermöge F\ =0,..., F„-_m> 0 verschwinden, so bleibt 
die Mann. dann und nur dann bei der inf. Trf. inv., wenn alle n— m Ausdrücke 
ö F, vermöge F,=0,..., F„_m=0 verschwinden. 


Da die Invarianz einer Mann. gegenüber einer inf. Trf. nicht von der analyt. 
Darstellung der Mann. abhängt, so ergibt sich sofort folgendes: Besitzt das Glsyst. 
F,=0,..., F„-m>=0 die eben angegebenen Eigenschaften, so hat auch jedes 
damit äquivalente Glsyst. ®&, = 0,..., ®, _, = 0, vermöge dessen nicht alle (n — m)- 
reihigen Det. in der Matrix der Abl. der ®, verschwinden, die Eigenschaft, daß alle 
Ausdrücke d®, vermöge 8, =0,..., ®._m=0 verschwinden. 

Wenn in der Matrix der Abl. von F\,..., F„_m alle (n — m)-reihigen Det. 
vermöge F\=0,..., F„_m 0 verschwinden, so läßt sich die Invarianz der Mann. 
F,„=0 bei einer vorgelegten inf. Trf. dx, &,6t nicht so einfach analytisch aus- 
drücken. Man kann aber wenigstens behaupten, daß die Invarianz der Mann. ge- 
sichert ist, wenn n — m Identitäten von der Form 


öF.„= (6,.1F, ++ PERRUR VRERBEN 5 (u=1,...,n—m) 


_ bestehen, wo die Fkt. o,, für die Wertsysteme von FR=0,..., F„-m = 0 end- 
lich bleiben. 

Wenn eine Mann 9, =0,...,®,,=0 bei der inf. Trf. dx, = 8,61 inv. bleibt, 
so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Im ersten verschwinden für die Punkte der 
Mann. alle £,, und dann besteht die Mann. aus lauter Punkten, die bei der inf. Trf. 
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_ in Ruhe bleiben. Im zweiten verschwinden die &, für die Punkte der Mann. im all- 

. gemeinen nicht, und dann ist die Mann. von lauter Bahnkurven der inf. Trf. erzeugt; 
sind daher Q,, ..-, 9 ı geeignet gewählte, von einander unabhängige Lösungen 
der lin. part. Diffgl. er 


Duzi=, 


° 


so läßt sich die Mann. durch m unabh. Gl. von der Form 


Ru (Pr +) Pr-1)= 0 Mel 
darstellen. 

Denkt man sich die inf. Trf. öx,;—= 8, dt unendlich oft hinter einander ausgeführt, 
so erhält man oo! verschiedene endliche Trf., die paarweise vertauschbar sind. Die 
Schar dieser Trf. sollte später als eingliedrige Gruppe in Lies Untersuchungen eine 
große Rolle spielen. Damals betonte er die Gruppeneigenschaft noch nicht, sondern 
legte das Hauptgewicht auf die Vertauschbarkeit. Deshalb spricht er auch noch nicht 
von inf. Trf. einer Gruppe, sondern nur von permutabeln inf. Trf. (S. 2). Offenbar meint 
er damit zwei inf. Trf., die so beschaffen sind, daß jede Trf., die durch unendlich- 
oftmalige Ausführung der einen entsteht, mit jeder Trf. vertauschbar ist, die ebenso 
aus der andern hervorgeht. Sind daher ö2,—=8&;,(@,,...,2,)dötunddz,=n,(2,...,&%,)0t 
zwei permutable inf. Trf., so müssen für die Diffgl. 


ann %, ’ Dr man &,.) a ee n) 


die Integrabilitätsbed. 
1l...n 


0 20," Di DEN 
ir Ta Fir Hal ak Ye 


identisch erfüllt sein. Hieraus folgt, daß dann auch alle inf. Trf. von der Form 
9%, —= (a&;+ bn,) dt Wehr: 


paarweise permutabel sind, welche Werte auch die Konstanten a, b haben mögen. 
Entsprechendes gilt, wenn man r paarweise permutable inf. Trf. hat. 

Endlich muß noch erwähnt werden, daß für Lie auch durch ein System von 
totalen Diffgl. 


1... 
De,,d0,=0 (u=1,...,n-m) 
v 


eine Schar von inf. Trf. bestimmt war, nämlich der Inbegriff aller inf. Trf., die den 
x; solche Zuwachse öx,—= 8,01 erteilen, daß die Gl. Za,,&,—0 identisch erfüllt 
sind. Nehmen wir der Einfachheit wegen das totale System in aufgelöster Form an: 


LM 


Alm +3 =D Bm + 2, u 4&u ke ls... # Mm), 
m 
so sind alle inf. Trf. der Schar in der Form 


1...m 
OU = Qu dt, In + Pin + 1,305 08 (u=1,...,m;k=1...,%—-Mm) 
) 


enthalten, wo @,, ..., @,, willk. Fkt. sind. Fragen wir dann nach allen Fkt. f, die 
bei allen inf. Trf. unsrer Schar inv. bleiben, so erhalten wir zu deren Bestimmung 
das System der m unabh. lin. part. Diffgl. 


M 


1..2- 
of = BrN: 
dat - Pmthugg .,— (u=1,...,m) 
38* 





596 Anmerkungen zu Abhandlung I, 8. 1-4 


und damit ist offenbar eine eindeutig umkehrbare Beziehung zwischen den Systemen 
.von totalen Diffgl. und den Syst. von lin. part. Diffgl. gewonnen: Jedem Systeme 
von n— m unabh. Gl. der ersten Art entspricht ein ganz bestimmtes System von 
m unabh. Gl. der zweiten Art und umgekehrt. (Vgl. allerdings Abh. IV, 8. 17£.) 
Alle diese Vorstellungen und Sätze benutzte Lie zweifellos schon, als er Abh. I 
schrieb; sie waren für ihn geradezu selbstverständlich, so daß er gar nicht nötig 
fand, sie zu erwähnen. Analytische Beweise für die Sätze hat er erst sehr viel 
später gegeben (vgl. z. B. Th. d. Trsgr. Bd. I, Kap. 7, 1888). Wollte man nicht an- 
nehmen, daß er den Begriff der inf. Trf. bereits in jener Zeit so frei zu handhaben 
wußte, so würde man kaum begreifen können, wie er verschiedene Sätze von Abh. I 
und II gefunden haben sollte. Dagegen hatte er allem Anschein nach das so be- 


queme Symbol: 
Xf) = Su En, 5 


für die inf. Trf. öx, = 8,8t damals noch nicht; das verwendet er im Drucke zum 
ersten Male 1874 in Abh. XIV, S. 191. 


Die charakteristischen Streifen und die Erzeugung der Integralmannigfaltigkeiten. 


In seinen ersten Arbeiten begnügt sich Lie damit, die char. Str. durch 
das Cauchysche simultane System zu definieren. Eine andere Definition gibt er 
erst in Abh. XII, S. 157—160 und entwickelt dann auf $. 160—162 die Eigenschaften 
dieser Streifen, die die Konstruktion der Integralmann. ermöglichen. Aber auch 
die Darstellung in Abh. XII ist künstlich; man erkennt auf den ersten Blick, daß 
Lie nicht seinen ursprünglichen Gedankengang wiedergibt; er glaubte, auf diese 
Weise den Analytikern verständlicher zu sein als bei einer rein begrifflichen oder, 
wie er gewöhnlich sagt, synthetischen Darstellung. 

Den ursprünglichen Gedankengang Lies mit Sicherheit wiederherzustellen ist 
allerdings nicht möglich, doch dürften die folgenden Auseinandersetzungen diesem 
Gedankengange immerhin einigermaßen nahekommen. Zum mindesten dürfte das, 
was ich zu sagen habe, das Verständnis der knappen Andeutungen in Abh. I und II 
wesentlich erleichtern. 

Vorausgeschickt sei, daß man sich bei der Betrachtung einer Gl. F'(z, x, p) = 0 
immer auf die Umgebung eines El. z,x,p beschränken muß, das die Gl. befriedigt 
und für das nicht alle ersten Ableit. von F' verschwinden. Nur dann ist man sicher, 
daß dieGl. F=0 in dem R,„,ı aller El. 2,x,p eine ganz bestimmte durch 
das betr. El. gehende 2n-fache ausg. Mann. darstellt. Die betr. Umgebung denken 
wir uns gleich so gewählt, daß in ihr die erwähnten Ableit. nirgends alle ver- 
schwinden. 

Das simultane System (1), das die char. Str. der Gl,« F = 0 und überhaupt 
jeder Gl. F = const. bestimmt, stellt für Lie eine Schar von inf. Transformationen 
dar. Jede inf. Trsf. der Schar erteilt den Koord. eines El. z,x,p die unendl. kl. 
Zuwachse: 


Br 
2) öy=o:-Fnöt, 9: =—elF„+pF)öt, d2—e Np,Fn,dt, 
® 


wo eg eine willk. Fkt. der z, x, p ist. Man muß daher unterscheiden zwischen den 
EEE gelegenen EI. der Gl., das sind die, die nicht alle Ausdrücke Fn, 
tr mF: , zum Verschwinden bringen, und den singulären EI., die außer 

: = 0 auch noch die 2» Gl. F„,=0, F,+P; F, = 0 befriedigen. 
Jedes allg. gelegene El. von F = 0 wird von der inf. Tıf. (2) unendl. wenig 
auf dem hindurchgehenden char. Str. von F=0 verschoben. Man kann sich somit 
diesen Str. dadurch entstanden denken, daß die inf. Trf. (2) unendlich oft wieder- 
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holt wird. Dagegen bleibt jedes sing. El. bei der inf. Trf. in Ruhe. Die aus 
F=0, dF = 0 folgende Gl.: 


IL.,.n 1... 
E$ (a: — Ina) _ u p;F,)dx;+ Fy,dp;), 
4 ° 

in der F, nicht auch noch verschwinden kann, zeigt überdies, daß jedes sing. El. 
der Gl. F—= 0 mit allen unendl. ben. El. der Gl. vereinigt liegt. Hieraus folgt, 
daß insbesondere zwei unendl. ben. sing. El. immer vereinigt liegen, so daß 
(vgl. S. 592) der Inbegriff aller singulären El. von F= 0 keine Mann. von mehr 
als n Dimensionen bilden kann. 

Bei der inf. Trf. (2) erhält eine beliebige Funktion p(z, x, p) den Zuwachs: 


tr...” 
899 = e I {Fr,(9, +19) — 9, (Fa, + 9 F3)} dt = e[Fplet. 





Insbesondere wird d9IF = o[FF]öt= 0, es bleibt also jede Gl. F — Const. inv., 
und jede Mann. F= A ist von char. Str. der Gl. F—= A erzeugt. Ebenso bleibt 
jede Gl. g = const inv., wenn p eine Lösung der mit dem sim. Syst. (1) äqui- 
valenten lin. part. Diffgl. [Ff] = 0 ist. Versteht man daher unter p eine von F 
unabh. Lösung dieser Gl., so stellt = Const. in dem Ron;ı der El. 3,2, p, 
oO! 2n-fache ausg. Mann. dar, deren jede mit jeder der oo! Mann. F—=A 
oo?“ 1 El. gemein hat, die sich in 00°”? char. Str. der betr. GL. F—= A an- 
ordnen lassen. 

Unsere inf. Trf. (2) führt wegen öF=0 und dz — Zp,da,=0 jedes EI. 
jeder Mann. F' — Const. in ein unendl. ben. mit ihm vereinigt liegendes El. der- 
selben Mann, über. Je zwei unendl. ben. El. jedes char. Str. jeder Gl. F—= Const. 
liegen also vereinigt. Ferner folgt aus der Gl.: 


1.8 1... Lern 
8 (d2— Ipida,)=d(e Sp.Fn,) dt— ZpdeFn)i+ 
T ı 
1:% 
+ Zef„,+mF)dax,dt 


T 
1,..% 
— [edF — gF,(de— N'p,da,)) dt, 
i 


daß die Trf. je zwei unendl. ben. El. 2,x,,p, und 2-+dz, 2%; + dz,,p,+ dp, für die 
dz— Zp,da,—=0 und dF—=0 ist, d. h. je zwei unendl. ben. verein. lieg. El. 
Jeder Gl. F= Const. in zwei ebensolche El. überführt (vgl. Abh. XII, S. 161, wo im 
Grunde dieselbe Rechnung ausgeführt wird). Unsere inf. Trf. ist somit für die El. 
jeder einzelnen Gl. F'—= Const. eine Berührungs-Transformation, dagegen allerdings 
nicht für den ganzen R,,,, aller Elemente z, x,, »,. 

Durch das Gesagte wird zunächst die Liesche Theorie einer Gl. F'(z, x, v)=0 
leicht verständlich. \ 

Die zu F= 0 gehörige inf. Trf. (2) führt jedes allgemein gelegene EI. der 
- Gl., d.h. jedes El., das nicht alle Ausdrücke F),F, + p»;,F, zum Verschwinden 
bringt, in ein unendl. ben. damit vereinigt liegendes El. der Gl. über, demnach 
geht durch jedes solche EI. ein char. Str. von F —= 0, den man durch unendlich- 
malige Wiederholung der inf. Trf. erhält. Ist z, %,,p; ein allgemein gelegenes EI. 
der Gl. und z2+dz, ©, + dx,, p,+ dp; ein unendl. ben. damit vereinigt liegendes 
El. der Gl., das nicht dem durch z, &,,p, gehenden char. Str. angehört, so gehen 
diese bei der inf. Trf. (2) in zwei unendl. ben. verein. lieg. El. über, mithin stehen 
die beiden durch diese El. gehenden char. Str. in der Beziehung zu einander, daß 
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jedes El. des einen mit jedem unendl. ben. El. des anderen vereinigt liegt. Hat 
man daher eine Schar von oo” allgemein gelegenen El. von F=0, in der je zwei 
unendl. ben. El. vereinigt liegen, und legt man durch jedes EI. der Schar den hin- 
durchgehenden char. Str. von F'= 0, so erhält man wieder eine Schar von EI. von 
F=0, in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Ist die ursprüngliche 
Schar von char. Str. erzeugt, so fällt die neue mit ihr zusammen; ist sie es nicht, 
so besteht die neue aus oo”*! El. von F=0. Da nun, wie wir wissen, eine 
Schar von El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, nie mehr als oo" 
El. enthalten kann, so ist klar, daß jede Integralm. von F=0, die aus oo" 
allg. geleg. El. besteht, von char. Str. der Gl. erzeugt ist (vgl. Abh. XII, 8. 160—167). 
Zwei Integralm. von F=0, die beide aus oo” El. bestehen und die ein allgemein 
geleg. El. von F= 0 gemein haben, enthalten daher beide den durch das El. 
gehenden char. Str. von F = 0 (Abh. I, 8. 2, Z. 1f.; Abh. II, S. 7, Satz ER 

Andererseits bleiben auf einer Integralm., die aus 00” singulären El. besteht, 
alle El. einzein bei den inf. Trf. (2) in Ruhe. Demnach ist klar, daß die inf. Trf. (2) 
jede aus oo” EI. bestehende Integralm. inv. lassen und daß die sämtlichen Inte- 
gral-M, von F=0 in zwei Kategorien zerfallen: der ersten gehören alle die an, 
die von char. Str. erzeugt sind, der zweiten alle die, auf denen die Ausdrücke 
F,,. F,, +»,F,(@=1,...,n) sämtlich verschwinden. Die Integral-M,, der zweiten 
Kategorie, wenn es deren überhaupt gibt, sind die singulären Integralm. 
vnF=0. 

Ist M,„ eine Mann. von oo” El, in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt 
liegen, deren El. aber nicht alle F = 0 befriedigen, so bilden die oo"! EI. von 
M,„, die F=0 befriedigen, eine Integral-M,_, von F=0. Wählt man diese M, 
auf alle möglichen Arten, so findet man offenbar, und zwar ohne Integration, alle 
Integral-M,_, von F=0 (Abh. XII, S. 156, Hilfspr. 1). Wählt man, was ebenfalls 
keine Integration erfordert, unter den gefundenen Integral-M,_, die aus, die nicht 
bei den inf. Trf. (2) inv. bleiben, so behält man die Integral-M,_, vn Ff=0 
übrig, die weder von char. Str. von F'= 0 erzeugt sind, noch aus singulären EI. be- 
stehen. Legt man dann durch alle El. einer dieser übrig gebliebenen Integral-M, _, 
die hindurchg. char. Str. von F=0, so bekommt man eine Integral-M,, von F=0, 
die aus oo” allg. gel. El. besteht, und auf diese Weise ergeben sich alle der- 
artigen Integral-M, (Abh. XII, 8. 162, 165f.). Erst hierdurch erhält die Cauchysche 
Methode ihre wahre Allgemeinheit. 

Die eben geschilderte Konstr. der Integral-M, von F= 0 wäre an und für 
sich nicht an die inf. Trf. von der Form (2) gebunden, sie wäre vielmehr immer 
anwendbar, wenn man eine inf. Trf.: 


I, amp dei 9, = mt 


hätte, die die Gl. = 0 inv. ließe, die El. dieser Gl..‘durch eine B. T. trans- 
formierte und außerdem jedes El. von F' = 0 in ein unendl. ben. damit vereinigt 
liegendes El. der Gl. überführte. Bei unendlichmaliger Wiederholung einer solchen 
inf. Trf. beschriebe nämlich jedes El. von F=0, das nicht alle &,&, =, zum 
Verschw. bringt, einen Streifen von oo! El. der Gl. F=0, in dem je zwei unendl. 
ben. El, vereinigt lägen, und zwei unendl. ben. vereinigt liegende El. von F—= 0 
beschrieben zwei unendl. ben. Str., in denen jedes El. des einen mit jedem unendl. 
ben. El. des andern vereinigt läge. Demnach könnte jede Integral-M, von F = 0 
aus 00”! derartigen Str. genau ebenso erzeugt werden wie aus char. Str., d. h. jede 
Integral-M,, von F == 0 bliebe bei der inf. Trf. inv. 

Es ist daher von großer Wichtigkeit, daß jede inf. Trf. von der hier ange- 
nommenen Beschaffenheit notwendig der Schar (2) angehört, daß also die Streifen, 
zu denen sie führt, eben die char. Streifen von F —= 0 sind. 

Um das zu zeigen, betrachten wir ein El. E allg. Lage von F'= 0 und stellen 
uns durch die früher angegebene Konstruktion alle Integral-M, von F = 0 her, 
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die durch Z gehen. Unter allen durch E gehenden Element-M,, in denen je zwei 
unendl. ben. El. vereinigt liegen, wählen wir zunächst die aus, die keine Integral- M,, 
von F=0 sind. Für jede der ausgewählten Element-M, bestimmen wir die M,_, 
aller EL, die der Gl. F= 0 genügen, und lassen alle die Element-M,, weg, bei 
denen diese M,„_, von char. Str. von F= 0 erzeugt ist. Für jede der übrig ge- 
bliebenen Element-M, denken wir uns durch alle El. der zugehörigen M,__, die 
hindurchg. char. Str. von F = 0 gelegt und erhalten so jedesmal eine durch E 
gehende Integral-M,. Auf diese Weise erhalten wir sie alle, da nämlich E ein El. 
von allg. Lage ist, so sind die hindurchg. Integral- M, alle von char. Str. erzeugt. 

Unter den Element-M,, die zur Herstellung unserer Integral-M, dienen, 
können wir nun offenbar stets zwei solche auswählen, die kein dem El. E unendl. 
ben. El. also auch kein unendl. ben. El. von F= 0 gemein haben. Die Inte- 
gral-M,, die diese beiden Element-M, liefern, haben dann den durch E gehenden 
char. Str. gemein, nicht aber einen unendl. ben. char. Str. Hieraus geht hervor, 
daß dem Inbegriff aller durch E gehenden Integral-M, kein anderes zu E unendl. 
ben. EI. angehört als das unendl. ben. El. des durch E gehenden char. Str.) 

Nun läßt aber jede inf. Trf. von der vorhin angenommenen Beschaffenheit 
jede Integral-M, von F = 0 inv., sie führt also das El. E in ein unendl. ben. El. 
über, das allen durch E gehenden Integral-M, angehört. Darin liegt, daß sie E 
auf dem durch E gehenden char. Str. fortführt, daß sie also wirklich der Schar (2) 
angehört. 

Die inf. Trf. (2) sind demnach die einzigen inf. Trf. der El. von F = 0, bei 
denen jedes El. von F=0 in ein unendl. ben. mit ihm verein. lieg. El. von F=0 
übergeht und bei denen je zwei unendlich ben. verein. lieg. El. von F=0 
verein. bleiben. 

Das sim. Syst. (1), das die char. Str. von F= 0 bestimmt, ist nunmehr auf 
neue Weise definiert, dadurch nämlich, daß die zugehörige Schar (2) von inf. Trf. 
die eben angegebenen Eigenschaften besitzt. 

Es leuchtet ein, daß diese neue Definition der char. Str. nur von der durch 
F=0 dargestellten Mann. von 00?” El. abhängt, nicht von der besonderen ana- 
lytischen Darstellung dieser Mann. durch die Gl. #—=0. Ersetzen wir daher F= 0 
durch irgend eine äquivalente Gl. X(z,x,p) = 0, so bestimmt das zu X= 0 ge- 
hörige Cauchysche sim. Syst. dieselbe Schar von char. Str. wie das System (1). 

Viel wichtiger ist aber, daß die Eigenschaften, die unsre Schar von inf. Trf. 
‘(2) kennzeichnen, offenbar bei jeder B. T. erhalten bleiben, bei der die Gl. F = 0 
wieder in eine Gl. übergeht. Hierin liegt, daß die Schar der char. Str. von F=0 
und also auch das sim. Syst. (1) gegenüber allen B. T. mit der Gl. F = 0 inv. 
verknüpft ist: führt man auf die El. der Gl. F = 0 irgend eine B.T. aus, so 
gehen die char. Str. von F = 0 in die char. Str. der transformierten Gl. über. 

Für Lie war die erste dieser beiden Eigenschaften des sim. Syst. (1) so 
selbstverständlich, daß er es gar nicht der Mühe wert gefunden hat, sie zu er- 
wähnen.?) Die zweite benutzt er in Abh. XII, S. 159 in einem sehr einfachen Falle, 


1) Auf Betrachtungen dieser Art beruht auch der in Abh. XII, S. 166, Z. 15—12 
v. u. gemachte Schluß. 

2) Nur in einer hinterlassenen Niederschrift über seine Erweiterung der 
Cauchyschen Methode (vgl. Abh. IV, S. 25, III, Nr. 1; Abh. VII, 8. 54) beweist 
Lie ausdrücklich, daß die char. Str. einer Gl. W = 0 von der zufälligen Form, in 
der die Gl. vorliegt, unabhängig sind. Er nimmt an, daß ®—=0 eine andere Form 
der Gl. W = 0 ist; dann sind vermöge W=0 die GL. dW=0 unddd —=0 
äquivalent, d.h. es ist: W 








wo e vermöge W = 0 bzw. d = 0 weder Null noch unendlich wird. 


600 Anmerkungen zu Abhandlung I, S. 1—4 


wo man sich durch Rechnung leicht davon überzeugt, daß die char. Str. von F=0 
bei einer gewissen B. T. in die der transformierten Gl. übergehen. Erst viel später 
(Math. Ann. XI, S. 556f., 1877, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Note 4 am Schlusse) 
gedenkt er dieser Eigenschaft wenigstens gelegentlich. 


Die Abbildung der char. Streifen auf die Elemente eines Raumes. 


Die Konstr. der Integral-M,, aus den char. Str. gewinnt noch sehr an Durch- 
sichtigkeit, wenn man eine von Lie stammende Abbildung der char. Str. benutzt. 
Diese findet sich zuerst in einer ungedruckt gebliebenen, ursprünglich für die Gött. 
Nachr. bestimmten Arbeit aus dem Jahre 1872: „Über part. Diffgl. zwischen vier 
Variabeln‘“; sie. steckt andrerseits in den Betrachtungen Abh. XII, 8. 164— 167, 
worauf Lie 8. 167, Z.5—1 v. u. selbst hinweist. Merkwürdigerweise erwähnt er 
sie sonst nirgends‘), und erst viel später (Th. d. Trfsgr. III, 8.126f., 340—343, 1893, 
Lie-Scheffers, G.d.B.T., 8. 535—550, 1896) hat er sie dargestellt. Aus münd- 
lichen Mitteilungen von Lie weiß ich aber, wie großen Wert er gerade auf diese 
Abbildung legte. 

Hat man zwei unendl. ben. ver. lieg. El. von F = 0, so stehen nach $. 597f. 
die hindurchg. char. Str. von F= 0 in der Beziehung, daß jedes El. des einen 
mit jedem unendl. ben. El. des andern ver. liegt. Man wird daher von zwei solchen 
Str. sagen können, daß sie ver. liegen. Bildet man nun die 00°”! char. Str. auf 
die Punkte eines R,,_, ab, so lassen sich die Koord. dieses Raumes derart wählen, 
daß sie als die Koord. der EI. eines R, aufgefaßt werden können, und daß zwei 
unendl. ben. verein. lieg. char. Str. durch zwei unendl. ben. verein. lieg. El. dieses 
R, dargestellt werden. 

In der Tat, es sei zunächst F= 0 nicht von allen p; frei und also etwa nach 
p„ auflösbar: p, + f= 0. Das sim. Syst. der char. Str. hat dann die Form: 

d d d 1...n—1 
% P; 2 
a, m a tat): 1." DZ ft 
k 


und die 00°”! char. Str. erhält man, wenn man &,,..., Be 
so als Fkt. von x, bestimmt, daß sie für «,— x, die Anfangswerte x,°, ..., a; 
2°, 91°, ..., 2,0 _, annehmen; dabei kann man dem x einen festen Zahlenwert er- 
teilen, während die übrigen Anfangswerte die Parameter sind. Die Bed. für die* 
verein. Lage zweier unendl. ben. char. Str. wird daher: 

1...n—1 


RR Mr D 24x, = 0, 
5 i 


ERST IRRE 


so daß die char. Str. wirklich in der angekündigten Weise auf die El. des R,:#°, 
% 2. %,9_, abgebildet sind. « 


Ist andrerseits F' = 0 frei von allen p,, so lauten die Diffgl. der char. Str, 
da,:da:dy —=0:0:— (F,+9;F,) (=1,...,n), 


jeder char. Str. besteht daher, wie man sich leicht überzeugt, aus 00! EI. die alle 
einen Punkt der n-fach ausg. Mann. F= 0 des R,+1:%%; zum Punkte haben, 
während ihre oo! n-fach ausg. Ebenen ein Büschel bilden, das durch eine durch 
diesen Punkt gehende (n— 1)-fach ausg. Ebene bestimmt ist. Die char. Str. sind 
damit auf die Elem. des R, abgebildet, der durch die n-fach ausg. Punktmann. F—= 0 
dargestellt wird. 

1) Nicht einmal in der Abh. Math. Ann. IX (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IT), die doch 
die eben angeführte Abh. XII in umgearbeiteter Fassung enthält. Die hier auf 8. 167 
stehende Anm. ist in dieser Umarbeitung weggelassen (s. dort $ 5, Nr. 10). 
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Hat man in dieser Weise die char. Str. einer belieb. Gl. F=0 des R,,, 
auf die EI. eines R, abgebildet, so stellt jede Schar von oo”! El. dieses R,, in 
der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, eine von char. Str. erzeugte Inte- 
gral-M, von F= 0 dar, und auf diese Weise erhält man alle derartigen Inte- 
gral-M,„. Der Inbegriff dieser Integral-M,, ist daher von derselben Mächtigkeit wie 
der Inbegriff aller Punktmann. von 0,1,...,n—1 Dimensionen in diesem R,. 
Wählt man in dem R, auf allgemeinste Weise eine Schar von 00” Punktmann. aus, 
die keiner part. Diffgl. 1.0. des R, genügt, deren El. also zusammengenommen 
den Inbegriff aller El. des R, erschöpfen, so ist diese Schar das Abbild der all- 
gemeinsten vollst. Lös. der Gl. F=0. 

Eine dieser vollst. Lösungen wird insbesondere durch die Punkte des R, dar- 
gestellt. Jeder m-fach ausg. Punktmann. des R,„ entspricht daher eine Schar von 
00”* Integral-M, dieser bestimmten vollst. Lösung, und die durch die betr. Punktmann. 
dargestellte Integral-M,, ist die Enveloppe dieser Schar von 00”% Integral-M,. Man 
erhält auf diese Weise eine ganz neue Einsicht in das Lagrangesche Verfahren, 
aus einer vollständigen Lös. der Gl. F= 0 alle andern Lös. abzuleiten (vgl. 8. 591 
und Abh. XII, $. 162—167); man braucht sich nur die einzelnen in der vollst. Lös. 
enthaltenen Integral-M, auf die Punkte eines R, abgebildet zu denken; die El. 
dieses R, sind dann ohne weiteres die Bilder der char. Str. ; 

Da jede Schar von 00” Punktmann. des R,„, die keiner part. Diffgl. 1. O. ge- 
nügt, durch B. T. in die Schar aller Punkte übergeführt werden kann, so wird 
offenbar der Übergang von einer vollst. Lös. der Gl. F=0 zu einer beliebigen 
andern vollst. Lös. durch eine B. T. des R, vermittelt. Mit andern Worten: hat 
man die char. Str. von F=0 auf zwei verschiedene Arten auf die El. eines R, 
abgebildet, so kann stets die eine Abbildung durch eine B. T. des R, in die andere 
übergeführt werden. 


Die Abbildung der El. des R,,, auf die Punkte eines R 


2n+1' 
Neue Auffassung der Involutionsbeziehung. 2 


In einem ganz neuen Lichte erscheint die Theorie der char. Str., wenn man, 
wie es Lie ebenfalls von Anfang an getan hat, die Koord. z, x,, p, der El. des 
R,+1:2% ©; als Punktkoord. in einem R,,,, deutet (vgl. S. 592, Anm.). 

Zunächst ordnet die Bedingung: de— Zp,dx,= 0 der vereinigten Lage 

-jedem Punkte z, x,, p, des R,,„,, alle unendl. ben. Punkte einer hindurchgehenden 
2n-fach ausged. Ebene zu, sie bestimmt also in jedem Punkte des R,,,, ein El. 
dieses Raumes. Ferner stellt die Gl. F(z,x,p)= 0 eine 2n-fach ausged. Mann. des 
Rs, ig dar, und die Verhältnisse F',: F,,: Fy, bestimmen in jedem Punkte z, x,, P; 
dieser Mann. die zugehörige 2n-fach ausg. Tangentialebene, es können also 2, x,,p,, 
F,:F,,: Fp, als die Koord. eines El. des R,,,, aufgefaßt werden. 

Die Gl. (1) bestimmen nun im R,,, für jedes El. z,®,,p; der Gl. F=0 das 
unendl. ben. El. des hindurchg. char. Str. von F=0. Offenbar hängt dieses 
unendl. ben. El. bloß von den Koord. desjenigen El. des R,, +1 ab, das die Mann. 
F= 0 dem Punkte z,x,,p, des R,,,, , zuordnet, so daß also für jede Gl. © (2,2, p)= 0, 
der das El. 2,x,», des R,,, genügt und die, als Mann. des R,,,, aufgefaßt, dem 
Punkte 2,x,,p,; dasselbe El. des R,,,, zuordnet, wie F=0, das unendl. ben. El. 
des hindurchg. char. Str. dasselbe wird, wie für F=0. Was wir daher mit Lie 
früher für die Größen p, in der Gl. dae— Zp,dxz,= 0 machten, indem wir sie 
ihrer ursprünglichen Bedeutung als der partiellen Ableitungen von z entkleideten 
und sie als selbständige Größen neben z,x,,..., %, &uffaßten, das machen wir 

jetzt mit den Verhältnisgrößen F,: F,:Fy. Für dF = 0 schreiben wir: 


1... 
Zdz+ S(X,de, + P,dp)— 0 
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und fassen die Z, X,, P; nicht mehr als partielle Ableit. einer Funktion auf, sondern 
als die homog. Koord. der durch den Punkt z,x,,p; gehenden 2n-fach ausg. 
Ebene, die durch die letzte Gl. bestimmt wird. Dann werden z, x,, p,, Z: X,:P, 
die Koord. eines El. des R,,,,, während die letzte Gl. die Bedingung für die 
vereinigte Lage zweier unendl. ben. El. dieser Art wird. Ist aber z, x,, p, ein be- 
liebiges Wertsystem und F = 0 die allgemeinste Gl., die von diesem Wertsystem 
erfüllt wird, so ist offenbar das Wertsystem F',: F,:Fy , ganz allgemein. Daher 
zeigen die Diffgl. (1) der char. Str. von F=0, daß jedem El. 2,92, Z:X,:P, 


des RBonri durch die Gl.: 


1... 
(') dz:da,:dp,—= IP,P,: P;:— (X, +9;2) (=1,..,n) 
v 


eine durch den Punkt 2, x,, p; des El. gehende Fortschreitungsrichtung nach einem 
unendl. ben. Punkte 2+dz, x2;+dx,, p;+ dp; zugeordnet ist und zwar längs 
einer Geraden, die sowohl der Ebene des El. selber angehört als auch der Ebene 
des durch da — Zp,dx;,=0 bestimmten El. des R,,,,. Wir wollen, um uns 
bequem ausdrücken zu können, diese Fortschrr. die zu dem El. 2,%,,92,, Z:X,:P, 
des Ronyi gehörige charakteristische Richtung nennen. 

Da die char. Str. der Gl. F= 0 gegenüber allen B. T. mit dieser Gl. inv. ver- 
knüpft sind, so versteht es sich von selbst, daß mit jedem El. des R,,,, die zu- 
gehörige char. Richt. inv. verknüpft ist gegenüber allen Punkttransformationen des 
R,„+1, die die Gl. de — Zp;dax;—=0 inv. lassen, denn diese P. T. des R 
sind ja eben die B.T. des R,, 1:38, +. %- 

Die Theorie der char. Str. einer Gl. F(z,x,p)= 0 ist nunmehr von der Be- 
trachtung der einzelnen Gl. F=0 losgelöst und an die Beziehung zwischen den 
El. des R,„,, und den zugehörigen char. Richt. geknüpft. Diese Beziehung wollen 
wir jetzt noch etwas genauer besprechen. 

Der Inbegriff aller El. 2,0,,9;, 3:%,:%, des R,,,,, die z,x,,p,; zum Punkte 
haben und deren Ebenen die char. Richt. (1’) des El. 2,2,,p,, Z:X,;: P, enthalten, 
ist durch die Gl. Bde + X (X&,dx, + P,dp;) = 0 bestimmt. Demnach ist: 


an+i1 


Is.n 


(3) DR +28) — BX+9:2)) = 


die Gl. für die char. Richt. des El. 2,%;,9;, Z: X,;: P; ausgedrückt in dem Koord.: 
8:%,:%, der durch den Punkt 2,x,,»; des R,,,, gehenden 2n-fach ausged. 
Ebenen. Nach (3) wird die char. Richt. dann und nur dann unbestimmt, wenn die 
Gl. P=0, +9 Z=0 (=1,...,n) erfüllt sind, wenn also das El. 2,2,,9;, 
Z:X;:P, des R,,,, zu den durch die Gl. de — Zp,da;—= 0 bestimmten gehört. 
Ferner ergibt sich, daß zwei versch. El. des R,,,,, die denselben Punkt 2, x;,; 
haben, dann und nur dann dieselbe char. Richt. liefern, wenn sie die durch 
dg— EZp;dx;—0 diesem Punkte zugeordnete 2n-fach ausg. Ebene E,, in der- 
selben (2n — 1)-fach ausg. Ebene schneiden. Endlich sagt (3) aus, daß die beiden 
darin vorkommenden EI. 2,2,,9;, Z:X;: P; und 2,%,,94, 3:%,:P,; in der Beziehung 
stehen, daß jedesmal die Ebene des einen die char. Richt. des andern enthält. 
Demnach stellt (3) in der Ebene E,, eine eindeutig umkehrbare, involutorische 
Beziehung dar zwischen allen durch den Punkt z,x,,p,; gehenden Geraden und den 
hindurchgehenden (2n — 1)-fach ausg. Ebenen. Bildet man diese Geraden auf die 
Punkte eines ebenen R,,_, ab, so erhält man in diesem Raume die Beziehung 
zwischen den Punkten und den (2n — 2)-fach ausg. Ebenen, die durch einen linearen 
Komplex vermittelt wird. Die Größen: X,+p;Z, P; können als homog. Koord. 
der (2n — 2)-fach ausg. Eb. dieses R,,_, aufgefaßt werden, so daß (3) geradezu 
die Gl. des betreffenden lin. Kompl. in Ebenenkoord. ist. Es leuchtet ein, daß unser 
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lin. Kompl. mit der Gl. dze— Zp;,dx, = 0 und mit dem Punkte 2, x,, p, gegenüber 
allen B.T. des R,,,:%%, --., %, inv. verknüpft ist. 

Für mich unterliegt es keinem Zweifel, daß Lie schon, als er Abh. I schrieb, 
mit diesen Vorstellungen arbeitete, daß er insbesondere den kovarianten linearen 
Komplex kannte, den die Pfaffsche Gl. dze— Zp,dx; = 0 jedem Punkte des 
R,„.;, zuordnet. Den stärksten Beweis hierfür erblicke ich darin, daß die eben 
entwickelten Betrachtungen den Schlüssel zum Verständnisse der Stelle S. 1, Z. 9, 8 
v. u. liefern: 

„Die Relation (7',F',) = 0 läßt sich immer als eine Orthogonalitäts- oder In- 
volutionsbeziehung auffassen.‘ 

In der Tat, erinnert man sich, daß die Z,X,,P, an die Stelle der Ableit. einer 
Funktion F' getreten sind, und denkt man sich ebenso 8, &%,, P; aus den Abl. 
einer Fkt. %(z, x, p) hervorgegangen, so erkennt man, daß (8) "nichts andres ist 
als die Gl.: 


1...n 
(F'3] = I {F7,(8, + 248.) 5 (fs, +2F,)} = 


in allgemeinerer Auffassung, nämlich betrachtet als eine Beziehung zwischen den 
Ebenen zweier El. des R,,,,, die den Punkt 2,x,,p, gemein haben. Wir werden 
nachher auf diese Gl. zurückkommen (S. 609). 

Als Frobenius 1877 die bilineare Kovariante für die Theorie des Pfaffschen 
Problemes verwertete‘), da war das für Lie nur formell etwas Neues, nicht sachlich, 
denn man braucht ja bloß die bilineare Kovar. des Pfaffschen Ausdrucks 
dz— Zp,dx, gleich Null zu setzen, um die Gl. 


1..n 
Dtdx,dp; —dp,da)=0 
% 
jenes lin. Kompl. in homogenen Punktkoord. zu erhalten. Daß ihm dieser einfache 
Weg zur Gewinnung des kov. lin. Kompl. entgangen war, das ist wohl der wahre 
Grund für die Abneigung Lies, von der bilin. Kov. Gebrauch zu machen: in seinen 
Veröffentlichungen hat er diese Kov. nirgends benutzt. 


Zwei Gleichungen mit gemeinsamen Integral-M,. 


Wir betrachten jetzt zwei unabh. Gl. F(z2,x2,p)=0 und 5 (z,2,p)=0 und 
fragen nach allen etwaigen Integral-M,, die sie gemein haben. Das Glsyst. F'= 0, 
5 = 0 stellt im allg. eine Anzahl diskreter Mann. von je 00?” -1 El. des R, 41:2, %,; 
dar; unter diesen wählen wir irgend eine aus, die Ma„_ı heißen möge, und be- 
schränken uns auf sie. Die gesuchten gemeinsamen Integral-M, sind dann die in 
Mg„-ı enthaltenen Element- M,„, in denen je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. 

Damit unsre M3„_ı in bestimmter Weise durch das Glsyst. F=0, 5 =0 
' dargestellt wird, müssen wir noch die Voraussetzung machen, daß es ein El. 2,x,,p; 
gibt, das F= 0 und 5 = 0 befriedigt, ohne alle zweir. Det. der Matrix: 


2 #, 7 


(4) ' >21... 
3, ®, u 
i i | 


zum Verschwinden zu bringen. In einer gewissen Umgebung dieses El. ist dann 
durch F=0, % = 0 eine Mann. bestimmt, auf der die zweir. Det. von (4) nicht 
alle verschwinden (vgl 8. 594); diese sei unsre Mg„_ı- Auf ihr verschwinden 
dann sicher weder alle ersten Abl. von F', noch alle ersten Abl. von %, es ver- 


1) Frobenius, Über das Pfaffsche Problem, Crelles Journal, Bd. 82, 
8. 230—315. 
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schwinden aber auch weder alle 2n Ausdrücke F,, +2, F,, Fy,; noch alle 
Ausdrücke °;; +9; 8;; dp, sonst lägen nämlich (vgl. 8.597) je zwei unendl. ben. EI. 
der M3„_ı vereinigt, und das wäre (vgl. 8. 592) nur möglich für 2n —ı <n, also 
für n=1, während bei part. Diffgl., wie wir sie betrachten, s>iis, 

Bevor wir unsre Frage ganz allgemein angreifen, besprechen wir zunächst einen 
besonderen Fall, von dem offenbar auch Lie ursprünglich ausgegangen ist, den 
' nämlich, daß die beiden Gl. F=0, $%—=0 eine gemeinsame vollständige Lösung 
mit n —1 willk. Konstanten besitzen oder, anders ausgedrückt, daß die o0?*-1 El, 
der Mg„_, in 00% 1 Integral-M,, zerlegt werden können. Wir sagen dann mit Lie 
(Abh. Il, 8.6, 2.21—18v.u.), daß die beiden Gl. F—=0 und d%=0 in Involution 
liegen. Wie Lie diesen Fall behandelt hat, das können wir der schon auf $. 600 
erwähnten ungedruckten Abhandlung aus dem Jahre 1872 entnehmen. 

Wir denken uns irgend eine vollständige Lösung der Gl. F—=0 gegeben und 
bilden deren oo” Integral-M, auf die Punkte dv In ++, mn —ı eines R, ab. Die 
00” 1 Integral-M, der gemeinsamen vollständigen Lösung des Systems F=0, 
d = 0 werden dann in dem R, durch eine Schar von 00” -1 Punktmann. dargestellt, 
und diese Schar bildet eine vollst. Lös. einer gewissen part. Diffgl. 1. O. 


3 (3 In eo Pr m )=0 
des R,. In der Tat, die 00”! Integral-M,„ der gemeins. vollst. Lös. von F— 0, 
d = 0 enthalten 00?” 1 verschiedene EI., nämlich alle El. der durch die Gl. F— 0, 
= 0 dargestellten My„_,; andrerseits ist jede dieser Integral-M, von oo” -1 
char. Str. von F = 0 erzeugt. Alle o0”-1 Integral-M, enthalten daher o0?r-2 
versch. char. Str. von F=0, und da die char. Str. von F—=0 durch die El. »L6:P; 
des R„ abgebildet werden, so ist klar, daß eine, aber nur eine Gl. zwischen den 
3 %, P, erforderlich ist, um die char. Str. von F=0 zu bestimmen, die auf jenen 
00” 1 Integral-M,, liegen. Ist $—=0 diese Gl., so werden Jene 00” 1 Integral-M, 
in dem R, durch 00” 1 Integral-M,_, von = 0 dargestellt, und es liegt auf der 
Hand, daß diese Integral-M,_, eine vollst. Lös. von 35-=0 bilden. Da überdies 
jede gemeinsame Integral-M, von F—= 0 und $=0, die keine singuläre Integral- M, 
von F=0 ist, von 00% 1 char. Str. von F=0 erzeugt wird, so ist der Inbegriff 
aller gemeins. Integral-M, von F=0 und $=0, die nicht für die Gl. Fo 
singulär sind, gleichbedeutend mit dem Inbegriffe aller Integral-M,_ı der 61.5 —=0. 

Bedenken wir jetzt, daß sich die El. von $=0 in 00?*-3 char. Str. anordnen, 
und daß alle nichtsingulären Integral-M,„_, von $=0 von solchen char. Str. er- 
zeugt sind, so erkennen wir, daß sich die 00?” -1 El, des Glsyst. ?=0,$5=0in 
00?” 3 Scharen von je 00? El. anordnen, die wir mit Lie die char. Element-M, 
des Glsyst. nennen, und daß die gemeins. Integral-M, von F=0 und $—=0 im 
allg. von je 00”? solchen char. Element-M, erzeugt sind. 

Es unterliegt wohl keinem Zweifel, daß wir hier wirklich den Weg vor uns 
haben, auf dem Lie ursprünglich zu den char. Element-M, des Glsyst. F—=0, $—0 
gelangt ist. Er mußte nunmehr noch feststellen, wann zwei vorgelegte Gl. F=0 
und $%=0 in dem hier angenommenen Sinne in Involution liegen. Zur Ableitung 
einer notwendigen Bedingung hierfür boten sich ihm die folgenden Betrachtungen 
dar, von denen wir ebenfalls als sicher annehmen dürfen, daß er sie schon damals 
angestellt hat, als er die Abh. I schrieb. 

Jede etwaige gemeinsame Integral- M, zweier vorgelegter Gl. F—= 0 und 5;=0 
wird nach S. 598 durch ein Glsyst. dargestellt, das die Gl. F—=0 und d%=0 um- 
faßt und das sowohl bei den inf. Trf. (2) als auch bei den folgenden: 


1... 
2) Im; = —c (82, +98) dt, = 0 Np,%p, dt 
inv. bleibt, vermöge dessen also auch die Ausdrücke: : 
ö5=e[Fglöt, SF=o[gF]Et 
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verschwinden. Mithin befriedigt jede solche Integral-M, außer !=0 und 5=0 
auch noch die Gl. [F&]= 0 (Abh. XII, 8. 172, Satz 9). 

Integral-M, von der verlangten Beschaffenheit können daher nur durch solche 
"El. der früher definierten Mg„_ı gehen, die der Gl. [F$]=0 genügen. Ist diese 
Gl. an sich oder für die El. der M3,„_ı widersinnig, so gibt es gar keine derartigen 
Integral-M,. Sollen andrerseits die Gl. F=0, $—0 eine gemeinsame vollst. Lös. 
mit n— 1 willk. Konst. besitzen, so muß durch jedes El. der Mga„_ı eine gemein- 
same Integral-M, gehen, und das ist nur möglich, wenn alle El. der M3„_, mit 
F=0 und %=0 zugleich auch die Gl. [FF] = 0 befriedigen. 

Sollen demnach die Gl. F=0, %=0 in Ihr. liegen, so ist jedenfalls not- 
wendig, daß alle El. der durch F=0, $=0 bestimmten M;„_, die Gl. [FF] = 
befriedigen oder, wie Lie es kürzer, freilich nicht ganz scharf ausdrückt, daß [F'%] 
vermöge F=0, %=0 verschwindet. Da sich diese notw. Bed. nachher als hin- 
reichend erweist, so wollen wir nunmehr sagen, daß zwei Gl. F=0, 5 =0, ver- 
möge deren [F%] verschwindet, in Involution liegen (Abh. I, S. 1), oder 
daß sie ein zweigliedriges Involutionssystem bilden (Abh. XII, S. 168). 
Unter dem Invsyst. stellen wir uns dabei eine ganz bestimmte unter den Mann. von 
00?”-1 El. vor, die durch das Glsyst. = 0, % = 0 bestimmt werden. Ist M3„_—ı 
diese Mann., so ist für alle ihr angehörigen El. [FF] = 0. 

Im folgenden legen wir diese neue Definition der Involutionsbeziehung zwischen 
zwei Gl. F=0, %—=0 zugrunde. Erst später werden wir erkennen, daß sie sich 
in Wahrheit mit der früher aufgestellten deckt. 


Zweigliedrige Involutionssysteme. 


Unsre Definition eines zweigl. Invsyst. kann anders gefaßt werden. Da nämlich 
vermöge F=0, 5 = 0 (oder genauer: auf der M3„_,) nicht alle zweir. Det. von 
(4) verschwinden und da [FF], [%%] identisch null sind, so ist das Ver- 
schwinden von [F3]= — [FF] vermöge F=0, 5=0 (auf der M3„-ı) die 
notw. und hinr. Bed. dafür, daß das Glsyst. F=0, 5 = 0 (genauer: die 
Ma„_ı) bei den inf. Trf. (2) und (2) inv. bleibt (vgl. S. 594). Hierin liegt 
nach 8.596f., daß ein Glsyst. F=0, % = 0 als zweigl. Invsyst. auch dadurch 
gekennzeichnet ist, daß es eine Mann. von oo®?*-1 El. darstellt, die von 
je 002-2 char. Str. jeder der Gl. F=0 und $=0 erzeugt ist. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob vermöge unsers zweigl. Invsyst. !=0, 5% = 0 
alle zweir. Det. der Matrix 


| F„+oGF Fy, @=i a 

| i=1,..,n) | 

| %,; ur P; ®: °»; | 

verschwinden können, ob es also möglich ist, daß die char. Str. der Gl. F=0 und 

5 = 0, die durch ein beliebiges El. unsrer M3„_ı gehen, immer zusammenfallen. 
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir ein Glsyst. F=0, 5 =0, 

vermöge dessen weder alle ersten Abl. von F, noch alle ersten Abl. von % ver- 


schwinden, wohl aber alle zweir. Det. von (5). Dann bestehen vermöge F=0, 5 = 0 
zugleich Relationen von der Gestalt 


9, +9. =ıF,„tpF): %, = Fr, @=lh...,n 


wo die Größe 4 endlich und von Null verschieden. Hieraus aber folgt das Bestehen 
der Gl. 


(8) 


Loc 
d$—1dF=(3,—ıF,) (a: - Ip.aa) 


es liegen daher entweder je zwei unendl. ben. El. der durch das Glsyst. F=0, 
% — 0 dargestellten M3„_, vereinigt, was wegen n > 1 ausgeschlossen ist, oder es 
ist auch %; —AF,=0 vermöge F=0, 5% =. 
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Vermöge des Glsyst. F=0, %=0 können daher unter den ge- 
machten Voraussetzungen die zweir. Det. von (5) dann und nur dann 
alle verschw., wenn die zweir. Det. von (4) auch alle Null werden. 

Da nun vermöge des zweigl. Invsyst. F—= 0, 5 = 0 nicht alle zweir. Det. 
von (4) verschwinden, so können die Det. von (5) nur für gewisse EI. des Invsyst. 
sämtlich Null werden. Der Inbegriff aller El., für die das eintritt, bildet die sin- 
gulären El. des Invsyst. Ein sing. El., für das nicht alle Det. von (4) ver- 
schwinden, hat augenscheinlich die Eigenschaft, daß jedes unendl. ben. EI. des 
Invsyst. mit ihm vereinigt liegt. Unter den sing. El. des Invsyst. stecken ins- 
besondere alle die El., die für eine der beiden Gl. F= 0, % = 0 oder für beide 
singulär sind.!) 

Liegen die Gl. F= A und $—=M bei beliebiger Wahl der Konst. A, U 
stets in Inv., so ist [F3]=0 und die Funkt. F, % liegen in Invol. Ver- 
schwinden dann vermöge F—= A und $—= X stets auch alle Det. von (5), so sind 
diese Det. identisch Null und dasselbe gilt dann auch von allen Det. von (4). 
Hieraus folgt, daß für zwei unabh. Funkt. F(2,x,p) und %(z, x%,p) niemals alle 
zweireih. Det. der Matrix (5) identisch verschwinden. 

Da die char. Str. einer Gl. gegenüber B. T. mit der Gl. invariant verknüpft 
sind (vgl. 8. 599), so liegt auf der Hand, daß die Eigenschaft zweier Gl., in Inv. 
zu liegen, bei jeder B. T. erhalten bleibt, bei der die 00°”! El. des Invsyst. 
wieder in 00°”! nicht in weniger El. übergehen. Namentlich ist daher das iden- 
tische Verschwinden des Ausdrucks [F%] gegenüber allen B. T. ohne Ausnahme 
invariant. Lie dürfte auf diese Weise zur Erkenntnis dieser Invarianz gekommen 
sein; die Notwendigkeit der in Abh. I, S. 1, Z. 15—19 angegebenen Bedingungen 
verstand sich damit von selbst; daß diese Bedingungen auch hinreichend sind, wird 
er dann so eingesehen haben, wie er es in dem auf $. 588f. mitgeteilten Briefe an 
A. Mayer andeutet. 

Tiefer liegt eine andere Bemerkung, die nämlich, daß die durch unser zweigl. 
Invsyst. F=0, %— 0 bestimmte M,„_, von El. gewisse Eigenschaften besitzt, 
die ihr an sich zukommen, d.h. unabhängig von ihrer analyt. Darstellung durch 
das Glsyst. F=0, 5 = 0. In der Tat, die My,„_, zerfällt in 00°”? char. Str. 
von F= 0 und diese Eigenschaft hat gar nichts damit zu tun, welche Gl, zwischen 
den z,%,,9, man benutzt, um unter den 00°” El. von F=0 die oo°”-1 aus- 
zuscheiden, aus denen die M,,_, besteht. Ist daher ® = 0 eine belieb. Gl., die 
zusammen mit F= 0 ebenfalls die Mann. M,,„_, bestimmt, so bleibt das Glayst. 
F=0,d=0 bei den inf. Trf. (2) inv., so daß [F'®] sicher vermöge F = 0, 
® = 0 verschwindet. Werden nun vermöge F = 0, ® = 0 nicht alle zweir. Det. 
der Matrix der Abl. von F und ® gleich Null, so bleibt das Glsyst. F=0, = 0 
bei den inf. Trf. inv., die aus (2) dadurch entstehen, daß man F durch © ersetzt. 
Werden andrerseits die beschriebenen zweir. Det. vermöge F=0, 8 —=0 alle 
gleich Null, so stellt (2) für die El. der M,„_ı gerade die Schar von inf. Trf. 
dar, die man für die Gl. &= 0 erhält. Demnach ist unsre M,„_.ı unter allen 





1) Verschwinden für alle El. einer durch das Gleyst. F = 0, 5 = 0 darge- 
stellten Mann. M,,_, zwar nicht alle ersten Abl. von F' und auch nicht alle von $, 
wohl aber alle Det. von (4), so ist allerdings die Bed. der invol. Lage: [FF] = 0 
vermöge F=0, 5% = 0 erfüllt, aber daraus läßt sich nichts weiter schließen, 
namentlich nicht, daß die M,,„_, bei den inf. Trf. (2) inv. bleibt. Man muß dann 
erst feststellen, ob die M,,_, von char. Str. von F= 0 erzeugt ist, wozu der nächste 
Schritt ist, daß man untersucht, ob [FLF%]] auf der M,„_, verschwindet. Findet 
man, daß die M,,_, von char. Str. von F= 0 erzeugt ist, so fallen die beiden 
Scharen (2) und (2) von inf. Trf. für alle El. der M,,_, zusammen, die betr. char. 
Streifen von F = 0 sind also zugleich solche von % = 0. 
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Umständen von char. Str. der Gl. ® = 0 erzeugt. Unsre M,,_, bat infolgedessen 
die Eigenschaft, von char. Str. jeder Gl. #(z,x,p) = 0 erzeugt zu sein, die eine 
durch die M,„_, gehende Mann. von 00°” El. darstellt. Hierin liegt zugleich, 
daß jedes Glsyst. F, = 0, %, = 0, das mit F = 0, % = 0 äquivalent ist, das also 
auch unsre M,,„_, darstellt, ein zweigl. Invsyst. bildet, so daß [F,%,] vermöge 
F, = 0, 5, = 0 verschwindet. 4 

Der eben entwickelte Gedankengang scheint mir der eigentlichen Denkweise Lies 
besser zu entsprechen als das Verfahren, das Lie später zum Beweise des hiermit 
gewonnenen Satzes anwendet.') Da schließt er nämlich so: Ist das Glsyst. F} = 0, 
5%, = 0 mit dem Invsyst. F = 0, 5 = 0 äquivalent, so bleibt es bei den inf. Trf. 
(2) und (2’) inv., es verschwinden also vermöge F\ = 0, 3% = 0 alle Ausdrücke: 
[FF], [$F., [F3,] [8%,], dann aber verschwinden diese Ausdrücke auch ver- 
möge F—=0, $ = 0, was bedeutet, daß das Glsyst. F= 0, % = 0 und also auch das 
- äquiv. Gleyst. F, —= 0, $%, = 0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, die aus F, und %, ge- 
radeso gebildet sind wie (2) und (2‘) aus F' und %; das endlich kommt darauf 
hinaus, daß [F,$,] vermöge F, = 0, 8, = 0 verschwindet. Wesentlich ist hierbei 
die Voraussetzung, daß vermöge F, = 0, % = 0 nicht alle zweir. Det. der Matrix 
der Ableit. von F, und %, verschwinden. 


Die charakt. M, eines zweigliedrigen Involutionssystems. 


Nunmehr können wir den Nachweis führen, daß jedes zweigliedrige Invsyst. 
Integral-M, besitzt. 

Ist [F%] = 0 vermöge F= 0, 5 = 0, während nicht alle zweir. Det. von 
(4) gleich Null werden, so stellt, wie wir sahen, das Glsyst. F = 0, = 0 eine 
M,„_, von El. dar, die von je 00°"? char. Str. jeder der beiden Gl. F = 0 
und $—= 0 erzeugt ist. Ebenso muß offenbar (vgl. S. 598) jede etwaige gemeinsame 
Integral-M, von F=0 und $= 0, d.h. jede Integral-M, des Invsyst. F=0, 
%=0 von char. Str. beider Gl. erzeugt sein; nur die Integral-M,, bilden eine Aus- 
nahme, die für eine dieser Gl. oder für beide singulär sind. 

Wir bilden jetzt mit Lie nach $. 600 die 00°”! char. Str. von F= 0 auf 
Ehen Prod, MEN, 8 Kinn du; ab, dann werden 
die 00°”? Str., die dem Invsyst. angehören, und damit zugleich alle 09*-1 Di 
des Invsyst. durch die 00°”? El. einer Gl. 5(3,x,p) = 0 dieses R, vertreten, 
und jede etwaige Integral-M, des Invsyst., die für F = 0 nicht singulär ist, wird 
durch eine Integral-M von 5 = 0 abgebildet, die, wenn sie nicht für 5=0 
singulär ist, von 00"? char. Str. dieser letzteren Gl. erzeugt ist. Umgekehrt 
liefert jede Integral-M,_, von $ = 0 eine Integral-M, des Invsyst. Jede Inte- 
gral-M, des Invsyst., die ein allgemein gelegenes El. E des Systems enthält, um- 
faßt den durch E gehenden char. Str. von F = 0, der ( heißen möge, außerdem 
aber auch die oo! char. Str. von F = 0, deren Bilder die El. des char. Str. € von 
$ = 0 sind, der durch das dem Str. C entsprechende El. € von 5—=0 geht. 
Aber der Inbegriff aller durch & gehenden Integral-M,_, von 3 = 0 hat nach 
S. 599 keine andern El. gemein als die EI. des Str. €, folglich hat der Inbegriff 
aller durch E gehenden Integral-M,, des Invsyst. keine andern char. Str. vn F=0 
gemein als die o0', deren Bilder die oo! El. von & sind. Demnach kann der In- 
begriff der durch E gehenden Integral-M,, des Invsyst. auch nur die oo” El. ge- 
mein haben, die den eben genannten char. Str. von F' = 0 angehören. 

Durch jedes allgem. gelegene El. E des Invsyst. F = 0, % = 0 geht demnach 
eine M, von o©? El. des Invsyst., die von oO! char. Str. von F= 0 erzeugt ist, 


n—1i 


1) „Zur Theorie der B. T.“, Leipz. Abh. Bd. XIV, Abh. 12 (1888), e. Nr. 2, 
Satz 3, S. 542 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV). — Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 90 f. (1890). 
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und der Inbegriff aller Integral-M,, des Invsyst., die Z enthalten, hat die oo? El. 
dieser M, gemein und nur diese. Die o0?”-! EI. des Invsyst. sind dadurch in 
00°”? M, zerlegt, die charakteristischen Mann. des Invsyst. (Abh. II, 8.7, 
Satz 2; Abh. III, S. 15; Abh. XII, S. 169). 

Hieraus geht hervor, daß die Integral-M, des Involsyst. im allg. von char. 
Mann. ‘erzeugt sind. Da nun diese char. Mann., wenn man die char. Str. von 
F = 0 auf die El. des R, abbildet, durch die char. Str. der 61. $—=0 abgebildet 
werden, so ist klar, daß zwei unendl. ben. char. Mann., die durch zwei unendl. 
ben. vereinigt liegende El. des Invsyst. gehen, in ihrer ganzen Ausdehnung ver- 
einigt liegen, d. h. jedes El. der einen liegt mit jedem unendl. ben. El. der andern 
vereinigt (Abh. XII, S. 169, Satz 3). Folglich können die char. M, genau so zur 
Konstruktion von Integral-M, des Invsyst. dienen, wie die char. Str. zur Konstr. 
von Integral-M,, einer einzelnen Gl. (a. a. 0. 8. 170). Da die char. M, durch die 
char. Str. der Gl. $ = 0 abgebildet werden, so liegt auf der Hand, daß sie auch . 
auf die El. eines R,_, derart abgebildet werden können, daß zwei unendl. benach- 
barten char. M,, die in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt liegen, zwei unendl. 
ben. ver. lieg. El. des R,_, entsprechen. Der Inbegriff aller Integral- M,, des Invsyst. 
ist von derselben Mächtigkeit wie der Inbegriff aller Punktmann. des Re 


Da das Invsyst. F = 0, % = 0 in einer solehen Form vorliegt, daß vermöge 
F=0, 5 = 0 nicht alle zweir. Det. der Matrix (4) Null werden, so verschwinden 
nach S. 605f. auch nicht alle Det. von (5), und die dem Invsyst. angehörigen char. 
Str. von % — 0 sind im allgem. von den betr. char. Str. von F —= 0 verschieden. 
Die char. M, des Invsyst. sind demnach offenbar auch von char. Str. der G1.$—= 0 
erzeugt, wie überhaupt von char. Str. jeder Gl. ®(z,x,p) = 0, die eine Folge der 
Gl. des Invsyst. ?=0, $%=0 ist. Man kann deshalb die char. M, sofort angeben, 
wenn man die char. Str. von F= 0 und die von $= 0 kennt: durch alle El. 
eines char. Str. von F'= 0 braucht man nur die hindurchg. char. Str. von $ = 0 
zu legen, um eine char. M, des Invsyst. zu erhalten. Jetzt erkennt man auch, daß 
durch jedes nicht sing. El. E des Invsyst., also durch jedes El., das nicht alle Det. 
von (5) zum Verschwinden bringt, eine char. M, geht. Ist nämlich das El. E nicht 
sing., so ist der hindurchg. char. Str. C von F = 0 verschieden von den 00! char. 
Str. von % = 0, die durch die El. von C gehen. Hiernach können wir jetzt ge- 
nauer sagen, daß jede nicht sing. Integral-M,„ des Invsyst. von char. M, er- 
zeugt ist, 

Die hier gegebene Konstr. der char. M, aus den char. Str. der G. F=0 
und $=0 und die vorhin erwähnte Konstr. der Integral-M, aus den char. M, des 
Invsyst. liefern zusammengenommen die Liesche Erweiterung der Cauchyschen 
Methode auf zweigl. Involutionssysteme (Abh. IV, 8.25, Nr. III, 1 und Abh. VI, 8. 54). 


Nicht unerwähnt wollen wir lassen, daß unsre Ableitung der char. M, des 
Invsyst. auch auf solche Glsyst.. F = 0, $—= 0 anwendbar*ist, vermöge deren alle 
zweir. Det. der Matrix (4) verschwinden, wenn man nur weiß, daß das Glsyst. 
F=0,%5=0 eine M,„_ı darstellt, die von char. Str. von F = 0 erzeugt ist. 
In diesem Falle kennt man die auf der M,„_ı liegenden char. Str. von % = 0 
schon von vornherein, da sie mit den betr. Str. von F— 0 zusammenfallen. Die 
Bestimmung der char. M, des Invsyst. F = 0, d = 0 erfordert daher, wenn man 
die char. Str. von F= 0 bestimmt hat, noch die der char. Str. von 5=0. 

Wir sind nunmehr sicher, daß ein zweigl. Invsyst. Integral-M,, besitzt. Unsre 
Betrachtungen zeigen sogar, daß die 00°”! El. des Invsyst. immer in oo"! 
Integral-M,, zerlegt werden können, daß also das Invsyst. stets mindestens eine 
vollständige Lösung besitzt und daß durch jedes nicht sing. El. des Invsyst. eine 
Integral-M, dieser vollst. Lös. geht. Zwei Gl. F=0 und $—= 0, die im Sinne 
von S. 605 in Inv. liegen, tun das mithin auch im Sinne von Abh. II, S.6. Damit 
ist bewiesen, daß wirklich beide Definitionen der Involutionsbez. zusammenfallen. 
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Die eben entwickelte Theorie eines zweigl. Invsyst. beruht auf der Abbildung 
der char. Str. einer Gl. F(z,x,p)=0 des R„+ı auf die El. eines R, und führt 
mit der größten Leichtigkeit zu dem Begriffe der char. M, des Invsyst. Sie mußte 
daher Lie besonders naheliegen, sobald er diese Abbildung gefunden hatte. Sie 
hat aber allerdings den Nachteil, daß sie auf Invsyst. von mehr als zwei Gliedern 
nicht ohne weiteres übertragbar ist. Das ist nun der Fall bei einer andern Theorie 
des zweigl. Invsyst., die auf der 8. 601ff. entwickelten allgemeinen Auffassung der 
Involutionsbeziehung beruht. 

Es sei [F%$]=0 vermöge F=0, %= 0, und es mögen nicht alle zweir. Det. 
von (4) und also nach S. 605f. auch nicht alle Det. von (5) vermöge F=0, 5—=0 
verschwinden. Deuten wir dann die z, x,, p, als Punktkoord. in einem Ra„+1, 50 
stellen F=0 und %—=0 zwei 2n-fach ausg. Punktmann. M;,„ und M,, dieses 
Raumes dar, und deren Schnitt ist die früher mit Ma„_ı bezeichnete Mann., das 
Bild unsres Invsyst. F=0, % = 0. Jedem Punkte z, x,, p, der My„_, ordnen 
M;,„ und Mg, zwei El. E und E des R,„+ı zu, deren 2n-fach ausg. Ebenen unter 
der von uns gemachten Voraussetzung im allg. verschieden sind. Zu diesen El. 
gehören zwei char. Richt. (8. 602), die wegen des Verhaltens der Matrix (5) eben- 
falls im allg. verschieden sind. Da nun [FF] für jeden Punkt 2,x,, 92, der Ma3„-ı 
verschwindet, so liegt die char. Richt. jedes der beiden El. E und € in der 2n-fach 
ausg. Ebene des andern und berührt infolgedessen die M3,„_, in dem betr. Punkte 
2, %;, P;. Somit bestimmen diese beiden char. Richt. in dem Punkte z, x,, p, ein 
ebenes Büschel von Richt., das der (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebene der M3,„_ı 
angehört und das aus den char. Richt. des durch E und & bestimmten ebenen 
Büschels von El. des R,„+ı besteht. Daher hat überhaupt jede durch die M3,„_ı 
gehende 2n-fach ausg. Mann. des Rz, ;ı die Eigenschaft, daß in jedem Punkte der 
Ma,„_ı die char. Richt. des zugehörigen El. der Mann. dem eben erwähnten Büschel 
angehört und also die M3„_, berührt. 

Hierin liegt ein neuer Beweis dafür, daß unsre Mg„_.ı von char. Str. jeder 
Gl. © (z,x, pP) = 0 erzeugt ist, die eine durch die Ma„_ı gehende Mann. darstellt, 
d. h. von char. Str. jeder Gl. ©=0, die eine Folge von F=0, $=0 ist. Auch 
ergibt sich wiederum, daß die Invbez. [F%] = 0 vermöge F=0, %=0 nicht bloß 
gegenüber B.T. inv. ist, sondern auch für jedes mit F=0, 5 =0 äquivalente 
Glsyst. F=0, 5 = 0 gilt. 

Da die El. der My„_ı bei den inf. Trf. (2) und (2°) durch B. T. transformiert 
werden und da die Beziehung zwischen jedem El. des R3„.+ı und der zugehörigen 
char. Richtung gegenüber B.T. invariant ist (S. 602), so transformieren die inf. Trf. 
(2) und (2°) die Punkte der Ma„_ı derart, daß die den einzelnen Punkten der 
M;,„_ı zugeordneten ebenen Büschel von oo! Richt. unter einander vertauscht werden. 
Denken wir uns nun durch einen Punkt 2°, x,°, p,;’ der My „_ı die Kurve € gelegt, 
die dem durch das El. 2°, x,°, 9,’ gehenden char. Str. von F'=0 entspricht, und 
legen wir durch jeden Punkt z, x,, p; von C die Kurve, die dem durch das El. z2,x,,p, 
gehenden char. Str. von % = 0 entspricht, so erhalten wir eine zweifach ausg. Mann. 
M,, die auch dadurch entsteht, daß die inf. Trf. (2) unendlich oft auf die Kurve 
C ausgeführt wird. Durch jeden Punkt dieser M, gehen, ihrer Erzeugung nach, 
zwei Kurven, deren Tangenten in dem zu dem Punkte gehörigen Büschel von oo! 
Richtungen liegen, demnach wird die M, in jedem ihrer Punkte von dem zugehörigen 
Büschel von Richtungen berührt. Hieraus folgt, daß die M, in jedem ihrer Punkte 
2, %;, p, von der Kurve berührt wird, die dem durch das EI. z,x,,p, gehenden 
char. Str. von F=0 entspricht, daß sie also jede derartige Kurve ganz enthält. 
Mit andern Worten: Unsre M, ist das Bild einer Mann. von oo? El., die von char. 
Str. jeder der beiden Gl. F=0 und $=0 erzeugt ist. 

Damit sind die char. M, des Invsyst. auf neue Weise abgeleitet, alles übrige 
gestaltet sieh nunmehr wie vorhin (S. 608). 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 39 
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Die »-gliedrigen Involutionssysteme. 


Die allgemeine Aufgabe, alle etwaigen Integral-M, eines vorgelegten Glsyst. 
2, p)=0 (k=1,...,v) zu bestimmen, bietet jetzt keine Schwierigkeit. Unter 
den verschiedenen Mann. von EI., die durch das Glsyst. dargestellt werden, wählen 
wir irgend eine aus, die M heißen möge, und fragen, ob durch jedes allg. gelegene 
El. von M eine in M enthaltene Integral-M, gehen kann. Dabei wollen wir uns 
das Glsyst., das M darstellt, gleich in einer solchen Form F\ =0,..., F,=0 ge- 
geben denken, daß die »-reihigen Det. der Matrix 


oF, 6F, OF, 
_— i=1l...,n 
(6) 02 0%, 0P, 
(k=21,-.,,%) 








nicht sämtlich für alle El. von M verschwinden. Wie auf S. 604f. erkennen wir nun, 
daß jede der gesuchten Integral-M, auch die Gl. [F,F}J=0 ,k=1,...,») er- 
füllen muß. Unsre Frage ist daher nur dann möglicherweise mit ja zu beantworten, 
wenn die Gl. [F, F,]=0 für alle El. von M erfüllt sind. Tritt dieser Fall nicht 
ein, so kann höchstens eine Teilmann. von M Integral-M, enthalten, und unsre 
ursprüngliche Aufgabe kommt auf die Aufgabe hinaus, alle etwaigen Integral- M, 
der durch die Gl. F,=0, [F,F,]= 0 definierten Teilmannigfaltigkeiten von M zu 
bestimmen. 

Da die Frage nach Integral-M, gegenstandslos wird, sobald es sich um ein 
Glsyst. zwischen den 2,x,, p, handelt, das eine Mann. von 00% 1 oder weniger El. 
darstellt, so kommt schließlich alles auf die Aufgabe hinaus: Gegeben ist ein System 
F,=0,..., F,=0 von v»<n+1Gl, und man kennt ein Wertsystem 2°, x,°, p,°, 
das diese Gl. erfüllt, aber nicht alle »-reihigen Det. von (6) zum Verschwinden 
bringt, so daß durch das Glsyst. FR =0,..., F,= 0 in einer gewissen Umgebung 
von 2°, x;°, p;° eine Mann. Ma, +1 _, von 00?” +1-> El. definiert ist, für deren 
El. ebenfalls nicht alle »-reihigen Det. von (6) verschwinden. Vorausgesetzt wird 
weiter, daß für die El. von Mg„+1_., alle Ausdrücke [F, F,] ,k=1,..., ») 
Null werden. Gesucht werden alle Integral-M, von Man +1 » 

Lie sagt dafür kürzer, aber nicht ganz genau: Gegeben ein Glsyst. F, —=0,..., 
F,=0, vermöge dessen alle Ausdrücke [F, F',], nicht aber alle v-reihigen Det. von 
(6) verschwinden, und nennt ein solches Glsyst. ein v-gliedriges Involutions- 
system. Unter diesem Invsyst. haben wir uns also immer eine Mann. Mair 
von der beschriebenen Art vorzustellen. 

Nach $. 594 kommt das Verschwinden der Ausdrücke [F,F,] vermöge 
FR =0,..,F,=0 (für die El. der Ma, +ı-,) darauf hinaus, daß dieses Glsyst. 
(die Mg„+1-,) bei den v» Scharen von inf. Trf. 


Of: 25 dt (=1..,% 


or: 
un, 9 3-5 t+n, 
T 2 


1728 
(7) | oF, 
= > Dean! 


\ a 9 





invariant bleibt. Im allgemeinen ist daher unsre Mga2n+1-, von char. Str. jeder 
der»Gl.PF,=0,..., F,—0 erzeugt. 
Um genaueren Aufschluß darüber zu erhalten, untersuchen wir die Matrix 
OF, EEE 
(8) | FREE eTT er; =1...,n%) \ 
| (k=1,...,9 
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Verschwinden für die El. der Ma, +1, alle v-reihigen Det. dieser Matrix, so be- 
stehen für diese El. zugleich Rel. von der Form: 


SS, (CE EN) 0, SusB-: (=, :44.0), 
k 


Wo A,,...,A, nicht alle Null sind. Dann aber besteht für die El. der Mg, +1 -» 
zugleich eine Relation: 


: a 1.8 aF [ 154% 
Dinar, Dunn 1, - Dr, i.); 
k k u 

Hier kann der erste Faktor rechts nicht auch verschwinden, weil sonst gegen unsre 
Voraussetzung alle v-reihigen Det. von (6) Null würden, demnach zieht das Ver- 
schwinden aller v-reihigen Det. von (8) nach sich, daß je zwei unendlich ben. El. unsrer 
M3„+1-, vereinigt liegen. Für v<(n-+-1 ist das aber ausgeschlossen, demnach 
ergibt sich der Satz: 

Bilden dievGl.F,=0,..., F,=0 ein v-gliedriges Invsyst. und ist 
v<n-+1, so verschwinden niemals alle »-reihigen Det. der Matrix (8) 
vermöge F, =0,.:.,F,=0. 

Wie auf S. 606 können wir hieraus noch schließen, daß fürv»<“n+1 unabh. 
Fkt. F,,..., F,, die paarweise in Inv. liegen, für die also [F;,P,]J=0 ist 
@,k=1,..., v), niemals alle »-reihigen Det. der Matrix (8) identisch 
nsschwinden. 

Aus dem vorhin Der ncien geht hervor, daß die durch ein v-gliedriges Invsyst. 
F=)0, ‚„F,=0 dargestellte Ma„+1_, immer, wenn v<{n-+ 1 ist, von char. 
Str. jeder der G1. F,=0,..., F,=0 erzeugt ist. Für v„=n-+ 1 würde das nur 
dann behauptet werden können, wenn für die El. der Mg, +1, nicht alle v-reihigen 
Det. von (8) verschwänden. Aber dieser Fall kann gar nicht eintreten. Wäre nämlich 
v»=n-+ 1 und verschwänden für die El. des Invsyst. F\ =0,..., F„+1 = 0 nicht 
alle (n + 1)-reihigen Det. von (8), so enthielte die durch das Invsyst. dargestellte 
M, zu jedem EI. z, «,, p; alle die unendl. ben. El., die durch 


1...r+1 1...n+1 








bestimmt wären, bei beliebiger Wahl der unendl. kl. Größen dt,. Das aber wären 
wegen der Beschaffenheit der Matrix (8) 00” verschiedene unendl. ben. El., während 
die M,„ bloß 00” solche enthält. 

Hierin liegt, daß im Falle v„—=n-1 die »-reih. Det. der Matrix (8) immer 
vermöge FR, =(,..., F,=0 verschwinden, daß also jedes (n + 1)-gl. Invsyst. 
F,=0,..., F2„+41=0 eine Element-M, darstellt, in der je zwei unendl. ben. El. 
vereinigt liegen. Diese Element-M,, ist dann offenbar zugleich eine Integral-M, des 
Invsyst. und zwar die einzige. Insbesondere ergibt sich, daß für v„—=n-+-1 unabh. 
Fkt. F\, -.:, F„a4+1, die paarweise in Inv. liegen, immer alle »-reih. Det. der 
Matrix (8) identisch verschwinden. 

Betrachten wir nun ein beliebiges v-gliedr. Invsyst. F}\=0,..., F,=0, bei dem 
v»<n-+-1 ist, so können wir darauf die Entwicklungen von S. 609 ohne weiteres 
übertragen. Durch jedes nicht singuläre El. des Invsyst., also durch jedes El. z, x,, 2% 
für das nicht alle »-reihigen Det. von (8) verchwinden, geht eine dem Invsyst. an- 
gehörige M, von oo’ El., die von char. Str. jeder der » Gl. F =0,..., F,=t0 
erzeugt ist und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. 

39* 
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Die Beweise, die Lie für seine Sätze später in Abh. XV liefert, hat er sicher 
noch nicht gehabt, als er jene ersten Abh. schrieb, und noch viel weniger hat er 
seine Sätze auf dem in Abh. XII und XV eingeschlagenen Wege gefunden. 

Für die Auffindung seiner Sätze ist ihm außerdem noch die Abbildung der 
char. Str. einer Gl. F’(z,x, p) =0 auf die El. eines R, nützlich gewesen (s. 8. 600) 
und endlich noch die Bemerkung, daß eine einzelne part. Diffgl. 1. O. gegenüber 
allen B. T. keine Invarianten besitzt, daß also jede solche Gl. durch B.T. in jede 
andre übergeführt werden kann. Ausgesprochen hat er das allerdings erst in Abh. IV, 
8.19, er wußte es aber ganz sicher schon, als er Abh. I schrieb. Die auf 8. 1, 
Z. 15—19 angegebenen Bedingungen zeigen nämlich, daß man zu jeder beliebigen 
Fkt. F, solche Funktionen F\,..., F', finden kann, daß ’=F,%;=F,(i=1,...,n) 
eine B.T. bestimmen, und daraus wiederum geht hervor, daß jede Gl. F,=0 durch 
B.T. auf die Form z’°—=0 gebracht, daß also jede Gl. in jede andre übergeführt 
werden kann. Das Studium der Gl. z’= 0 gewährte nun ohne weiteres Einblick in 
die Erzeugung der Integral-M, aus den char. Str., es führte zu der Abbildung der 
char. Str. auf die El. eines R, usw. Auch in die Theorie des Invsyst. eröffnete sich 
ein ganz andrer Einblick, wenn man sich von vornherein eine Gl. des Invsyst. 
durch B. T. auf die Form z—=0 gebracht dachte. Erwähnt sei nur noch, daß ein »- 
gliedr. Invsyst. selbstverständlich gegenüber B.T. keine andre Invariante hat als seine 
Gliederzahl, daß also jede Mann. von oo?*+1-?r El, die durch ein »-gliedriges 
Invsyst. dargestellt wird, durch B.T. in jede Mann. von derselben Art überführbar 
ist. Lie erwähnt diesen Satz sicher nur deshalb nicht, weil er sich für ihn von 
selbst verstand, sobald er den Satz für v»— 1 bemerkt und die Theorie des Invsyst. 
entwickelt hatte. 

N.2.2:8.. Vol 6, Det 

8.2, 2. 3—5. Vgl. Abh. II, 8.7, Abh. XII, 8. 158. Lie selbst verweist auf 
unsre Stelle in der Abh. Leipz. Ber. 1895, S. 81 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX). Vgl. 
auch Leipz. Ber. 1898, $. 113—180 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XD). 

8.2, Z. 6-10. Vgl. Abh. II, S.7, Satz 2; Abh. III, S. 15; Abh. XII, 8. 168 
bis 174 sowie 9. 603—611. 

8.2, Z.7—6v.u. Darboux hat die auf 8. 585 angeführten Arbeiten leider nicht 
fortgesetzt. 

S. 2, Z. 10—12. Vgl. Sylow, Math. Meddelelser af S. Lie, Nr. 4 (d. Ausg. 
Ba. I, Abh. XV). 

S. 2, Z. 13—16. Diese Sätze ergeben sich ziemlich leicht, wenn man die all- 
gemeine Form der inf. B.T. benutzt. Kannte aber Lie diese Form damals schon? 
In einem Briefe, den A. Mayer am 9. 11. 1873 erhalten hat, schreibt Lie nämlich 
folgendes: 

„Es ist mir gelungen, eine äußerst interessante analytische Form der infini- 
tesimalen Berührungstransformationen zwischen x, p') zu finden.“ 

„Jede inf. B. T. drückt sich folgendermaßen aus: 


| !=2+4:Z, = +EeX, M=PM+tEeP;; 

wo e infinitesimal ist; X, P und Z sind Funktionen von %,, +. ., Zn» Pır ++», 2°, 
„Nach meiner Abhandlung über B.T. gelten nun folgende charakteristische 

Relationen '): 

(@+:2,, +.X)=0, (vteX, m teX)=0, tel, m tePd—l, 

(p+:P,m+:Pp=0, te, m te P)—0 
woraus durch Entwicklung und Wegwerfung der inf. Größen 2.0. und Berück- 
sichtigung bekannter Sachen 


X) + Zu), tm, +) —0, 
Base »P)+(Ppd=0, «P+&Kpm)=!0 
1) Vgl. Abb. IX, 8. 105, 114, 116. A.d.H. 
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Die Integration der vier letzten Gleichungssysteme zeigt in der bekannten Weise, 
daß es eine solche Funktion & (&, +, Ins Pir ++, 2,) gibt, daß 





08 daR 
Also: Eine jede inf. B.T. zwischen x, p hat folgende Form: 


‚ , dR 
line: er u ee 
wo Q irgendeine Funktion von &, ...p,„ bezeichnet.“ 

„Ich habe hier der Kürze wegen nicht Z bestimmt... Z genügt auch den Gl. 


@+:2,9;+:P; =p,+:P;, also (Zp)+(zP; =P,.“ 


Hierdurch wird der Anschein erweckt, als ob Lie sogar die allgemeine Form 
der inf. B. T. in den x, p erst im Spätherbste 1873 gefunden hätte. Demgegenüber 
ist zu bedenken, daß Lie, als er die Abh. V, 8.27f. schrieb (November 1872), wohl 
zweifellos das Rechnen mit inf. B.T. in hohem Maße beherrschte. Will man das 
nicht zugeben, so beachte man, daß er Anfang 1873 in Abh. VIl, S. 49 den Satz 5 
aus einem Satze von Bour erschließt, ein Schluß, den damals niemand verstehen 
konnte, den er aber später (1877, Abh. XX, 8. 295f., 298 Anm.) darauf zurückführt, 
daß bei jeder endlichen B.T. in den x, p jede inf. B.T. in den x, p in eine eben- 
solche übergehen müsse. Diesen Schluß hat er sogar, wie aus einem Briefe an 
A. Mayer hervorgeht (s. S. 590), schon im Herbste 1872 gezogen, als er. in Göttingen 
die Boursche Abh. sah. Demnach hat er sicher im Herbste 1872 die allgemeine 
Form der inf. B.T. in den x, p besessen. Es ist jedoch überhaupt schwer zu be- 
greifen, wie Lie die Sätze, um die es sich hier handelt, gefunden haben sollte, 
ohne die Form der allgemeinen inf. B.T. zu beherrschen; namentlich wäre der Hin- 
weis auf das Poisson-Jacobische Theorem kaum zu verstehen. 

Ich neige daher zu der Ansicht, daß Lie schon, als er Abh. I schrieb, die 
allgemeinste inf. B.T. angeben konnte, und daß der vorhin mitgeteilte Brief an 
A. Mayer nur eine für ihn damals neue Ableitung der analytischen Form der inf. 
B.T. in den x, p enthält, daß er also eigentlich schreiben wollte: „eine äußerst 
interessante analytische Ableitung der Form „..“. Die Frage ist dann nur: auf 
welchem Wege ist Lie 1872 zur Bestimmung der inf. B. T. gelangt? 

Das Folgende ist ein Versuch, seinen Gedankengang wiederherzustellen. 


Die infinitesimalen Berührungstransformationen. 

Lie ging vermutlich davon aus, daß die inf. Trf. von der Form (2) die Ele- 
mente der Gleichung F=0 durch eine B. T. transformieren, daß sie außerdem 
jedes El. dieser Gl. in ein unendl. benachbartes mit ihm vereinigt liegendes El. 
derselben Gleichung überführen und daß sie (vgl. S. 599) durch diese Eigenschaften 
definiert sind. 

Es lag daher nahe, bei einer beliebigen inf. B. T. des ganzen R, 1% %, Pi: 


(9) d2 = $(2,x2,p)döt, da, = $,Öt, 6p,—= MOL 


zu fragen: welche El. gehen in unendl. ben. mit ihnen verein. liegende über? 
Man findet sofort, daß diese El. durch die Gl. 


1...n 1...n 
82 — Ina; = (£ — Ip) dt = 0 
; i 


614 Anmerkungen zu Abhandlung I, S$. 1—4 


bestimmt sind. Wäre hier: £— Ep,&, = 0, würde also Jedes Element in ein un- 
endlich benachbartes mit ihm vereinigt liegendes Element übergeführt, so ergäbe 
sich folgendes: Wäre F' eine beliebige Lösung der Gl. 


12... 
0) + DI (ern) = 0, 


so wäre öF == 0, also bliebe bei der inf. B. T. (9) jede @l. F — Const. inv., ihre 
El. würden durch eine B. T. transformiert und jedes El. der Gl. ginge in ein 
unendl. ben. mit ihm verein. lieg. über. Daraus aber würde nach $. 599 folgen, 
daß die inf. Trf. (9) für die EI. jeder Gl. F = Const. die Form (2) hätte. Mit 
andern Worten: die Funktionen &,8;,%, wären so beschaffen, daß (10) immer die 


Proportion: u 
ER 2 ren, of öf 
8:85: PD, et) 


nach sich zöge, was offenbar unmöglich ist, wenn £, &;, 4; nicht alle identisch ver- 
schwinden. Eine inf. B. T. (9) kann daher niemals jedes El. 2,%;,P,; in ein unendl. 
ben. mit ihm vereinigt liegendes El. überführen. 

Setzen wir also Zp, — = W«z,x,p), so kann W nicht identisch ver- 
schwinden. Nehmen wir sodann eine zweite inf. B. T.: 


oz — £öt, 0x, = &,Öt, op; — „dt 
hinzu, für die wir Zp,&; — &—= W setzen, so ist: 


de=(k— chi, In=(&— ch)et, Ip = (My — ch)öt 
ebenfalls eine inf. B. T., welchen Wert auch die Konstante ce haben mag. Kann 
hier c so gewählt werden, dd W—cW=0 wird, so fl: Fa eh, y = c$,, 
4; = ch,, demnach ist die inf. B. T. (9) durch die Funktion W, ihre charakte- 
ristische Funktion, wie sie Lie später nennt), vollständig bestimmt. Lie 
spricht deshalb auch einfach von der inf. B. T. W (Abh. XVI, S. 226, 1875). 
Ist W konstant, W = (, so ist augenscheinlich: | 
d2= — (öt, 2, = 0, op, = 0 
eine und also die einzige inf. B.T., für die Zp,da;, — d2 —=(: dt wird. Ist W 
nicht konstant, so bestimmt die Gl. W=0 alle El. z, %;,P;, die bei (9) in unend- 
lich benachbarte, mit ihnen vereinigt liegende EI. übergehen. Als inf. B. T. aber 
führt (9) je zwei unendl. ben. vereinigt liegende EI. in ebensolche über, also läßt 


(9) den Inbegriff der durch W=0 bestimmten El. invariant und hat daher für die 
Elem. von W = 0 die Form: 


x 1..n 
a) dn—oW,d = —elW,+nW)t de=e Tp,W,it, 
v 


wo e allerdings noch unbekannt ist. Ebenso ergibt sich, daß die inf. B. T. mit 
der char. Fkt. W — c, die die Form: 


hat, für die El. der G. W— c = 0 die Gestalt (11) annimmt. Da nun: 62, =), 
dp; = 0, d2 = — cöt eine inf. B. T. ist, so erkennt man sofort, daß: 


1...nj 
a2) dy—=— W,d, dn=—(W,+2W)dt dz=(Sp,W,, — W)öt 
v 


1) „Zur Theorie der Berührungstransformationen“, Leipz. Abh. Math. phys. 
Klasse Bd. XIV, Nr. XII, S. 548, 1888 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 5). 
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für die El. jeder Gl. W = c und überhaupt für alle El. eine inf. B. T. ist, was 
durch Bildung des Ausdrucks: 


...n 


1...n l... l...n 
d(ds — Ip;de,) = ddz — Div;dde, + 0p,de) =—W, (dz _ D'p.d,) öt 
i ; N 


T 


bestätigt wird. Demnach ist (12) die einzige inf. B. T. mit der char. Fkt. W. 

Damit ist die allgemeinste inf. B. T. gefunden. Die char. Fkt. W bleibt voll- 
kommen willkürlich, nur darf sie nicht identisch verschwinden. Insbesondere er- 
gibt sich, daß eine inf. B. T., deren char. Fkt. W nicht konstant ist, die Gl. W= 0 
inv. läßt und jedes nicht singuläre El. dieser Gl. auf dem hindurchgehenden char. 
Str. der Gl. verschiebt. ') 


Konstruktion von Integralen mit Hilfe bekannter inf. B. T. 


Es sei F(z, x, p) so beschaffen, daß nicht alle ersten Ableit. von F' vermöge 
F=0 verschwinden. Soll dann die Gl. F=0 bei der inf. B. T. (12) inv. bleiben, 
so ist nach $. 594 notwendig und hinreichend, daß 


oF—= {[WF]— WF,}öt 


vermöge F —= 0 verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt und ist dabei W kon- 
stant, so kommt das darauf hinaus, daß die Gl. F = 0 die Veränderliche 2 nicht 
oder doch nur scheinbar enthält. Ist andrerseits W nicht konstant, verschwindet es 
aber vermöge F= 0, so transformiert (12) die El. von F=0 durch eine inf. Trf. 
von der Form (2) (vgl. S. 599, Anın.), läßt also alle char. Str. von F=0 inv. und 
liefert nichts Neues. Ist endlich W nicht konstant, ohne vermöge F' = 0 zu ver- 
schwinden, so vertauscht die inf. B.T. (12) die char. Str. von F'= 0 unter einander, 
und da sie jedes El. von W = 0 aber sonst kein El. in ein unendl. ben. verein. lieg. 
El. überführt, so verschiebt sie alle char. Str. von F=0, die zugleich W = 0 
erfüllen, aber auch nur diese, auf Integralmann. von F'= 0. In der Tat, unter 
der gemachten Voraussetzung verschwindet [WF] vermöge W=0, F=0, die 
beiden Gl. W = 0, F = 0, liegen also in Invol., daraus folgt aber, daß jede Inte- 
gral-M, des Invsystt. W= 0, F=0 bei der inf. B. T. W inv. bleibt.?) 

Es seien jetzt W, und W, zwei inf. B. T., die beide die Gl. F= 0 inr. 
lassen. Sollen sie von einander verschieden sein, so dürfen sich die Konstanten a, 
und a, nicht so wählen lassen, daß a, W, + a, W, identisch verschwindet, es sei 
denn a =a,=0. Fermer darf weder W, noch W, vermöge F=0 verschwinden, 
auch darf sich W, : W, nicht vermöge F = 0 auf eine Konstante reduzieren, weil 
sonst die inf. B. T. entweder nicht Neues lieferten oder für die El. von F = 0 nur 


1) Man vgl. hierzu die eben angeführte Abh. 8. 559, Satz 20 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. IV, Nr. 11) und: Lie, Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 254—257, Leipzig 1889. Man 
findet da einiges, was auf die ältesten Untersuchungen von Lie über diese Dinge 
zurückgeht. 

2) Vgl. S. 607. Es ist hier nicht nötig, vorauszusetzen, daß in der Matrix der 
Ableit. von W und F nicht alle zweir. Det. vermöge W=0, F=0 verschwinden. 
Die inf. B. T. (12) läßt ja nämlich jede der beiden Gl. W= 0 und F=0 einzeln 
inv., also auch das System: W=0, F= 0, überdies hat sie für die El. von 
W = 0 die Form (2), wenn man sich F' durch W ersetzt denkt. Andrerseits gilt 
für die El. von F=0 die G6.[FW]=— F,W, die inf. Trf. (2) transformiert also 
die El. der inv. Gl. F=0 so, daß die Gl. W = 0 inr. bleibt (vgl. S. 594), und 
läßt somit auch das System F=0, W=0 inv. Das Glsyst. W=0, F = 0 ist 
daher sicher ein Invsyst, denn es stellt eine Mann. von EI. dar, die sowohl von 
char. Str. von W = 0 als von solchen von F = 0 erzeugt ist. Vgl. die Abh. „Zur 
allgemeinen Theorie der part. Diffgl. belieb. O.“, Leipz. Ber. 1895, S. 90—96 (d. Ausg. 
Ba. IV, Abh. IX, Anf. von Kap. II). 
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so viel leisteten, wie schon eine von beiden. Sind alle diese Voraussetzungen erfüllt, 
so ist a, W, + a, W, bei beliebiger Wahl der Konst. a,,@a, eine inf. B. T., die 
ebenfalls die Gl. F = 0 inv. läßt, d.h. de GL F=0,4W,+4,W,=0 liegen 


in Invol. Demnach ist: 
[ A 
; 2 


vermöge F=0, das heißt W, : W, = Const. ist ein Integral des Syst. (1). Mit andern 
Worten: 

Kennt man zwei inf. B.T., die die Gl. F=0 inv. lassen, unter 
denen aber keine alle char. Str. von F = 0 in Ruhe läßt und die über- 
dies die char. Str. von F=0 verschieden transformieren, so kann 
man eine Gl. ®=Const. aufstellen, die mit F= 0 in Involution liegt. 

Dieser Satz steckt in dem auf S. 2, Z. 13—16 Gesagten. Lie hat ihn merk- 
würdigerweise auch später nirgends ausdrücklich ausgesprochen. 

Sind zwei inf. B. T. W, und W, vertauschbar, so ist nach $. 595 jede end- 
liche Trf., die durch unendlichmalige Wiederholung der einen entsteht, mit jeder 
endl. Trf., die ebenso aus der andern entsteht, vertauschbar. Jedes EI. E gehört 
daher einer M, von oo? El. an, die bei jeder von beiden inf. Trf. inv. bleibt. Be- 
friedigt E insbesondre die Gl. W =0 und W,=0, so enthält die zugehörige M, 
die durch E gehenden char. Str. von W, = 0 und W, = 0, und da auf jedem 
char. Str. je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, da andrerseits W, und W, als 
inf. B. T. je zwei unendl. ben. vereinigt lieg. El. in ebensolche überführen, so liegen 
Je zwei unendl. ben. El. der M, vereinigt. Hieraus folgt, daß die M, von char. 
Str. jeder der beiden Gl. erzeugt ist und daß alle ihre EI. die beiden Gl. Ww=o, 
W, = 0 erfüllen. Mithin bleibt das Glsyst. W, = 0, W, = 0 bei den beiden inf. 
Trf. W, und W, inv. und ist infolgedessen ein Invsyst. 

Hat man p inf. B.T. W,,..., W,, die paarweise vertauschbar sind, so er- 
gibt sich auf Grund von S. 595, daß zwei beliebige Gl. a, W, + :-- + a, Wp= 0, 
wo die a, Konstanten sind, immer in Inv. liegen. Lassen diese inf. Trf. außerdem 
alle die Gl. F = 0 inv., so liegen die G|.: 


W; 

—t—_ ; =}... 

w, Const (i | ?) 
alle mit F—= 0 und paarweise unter einander in Inv. Das aber ist genau der Satz 
8.2, Z. 13—16. 


Eine Verallgemeinerung des Poisson-Jacobischen Theorems. 


Nicht mit derselben Sicherheit läßt sich feststellen, wie S. 2, 2. 16—20 zu 
verstehen sind. Einen wichtigen Fingerzeig liefert aber die Erwähnung des 
Poisson-Jacobischen Theorems, denn die zeigt deutlich, daß Lie damals schon 
den Zusammenhang dieses Theorems mit den inf. B. T. durchschaut hatte, 

Das genannte Theorem bezieht sich nur auf solche Gl. F= 0, die von z frei 
sind. Für diese aber zerfällt das Integrationsproblem des sim. Syst. (1): man hat 
zuerst, unter Berücksichtigung der Gl. F = 0, das sim. Syst.: 

(18) da, : ...2dm:dmi...:dp, = ef En: alte 
in den x, p allein zu integrieren, d. h. alle Gl. &(«, p) = Const. aufzusuchen, die 


so beschaffen sind, daß: 
1 ER 


SF da — E02) = AR) 
ı 
entweder identisch oder vermöge F = 0 verschwindet; ist das geschehen, so er- 
fordert die Integration der letzten Gl. von (1) nur noch eine Quadratur, denn von z 
kommt ja hier in (1) nur das Differential vor. 
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Das Verschwinden von (F&) = — (®F) vermöge F= 0 sagt nun aus, daß 
die Gl. F = 0 bei der inf. Trf.: 
6%, = D7,0t, op, = — D,,0t (=1,..,0) 


_ inv. bleibt; andrerseits transformiert diese inf. Trf. nach (12) die Veränderlichen 
x, p geradeso wie die inf. B. T. mit der von z freien char. Fkt. ®(&,p). Demnach 
kommt es auf dasselbe hinaus, ob man ein Integral © (x, p) —= Const. des sim. Syst. 
(13) kennt, oder eine inf. B. T. die die Gl. F = 0 inv. läßt und deren char. Fkt. 
B(x,p) von 2 frei ist. 

Läßt die inf. B. T. mit der char. Fkt. ® (x, p) die Gl. F (x, p) = 0 inv., so läßt 
sie, wie wir früher (S. 599) gesehen haben, auch das sim. Syst. (1) der char. Str. von 
F=0 inv. und, da sie die «, p für sich transformiert, auch das sim. Syst. (13). 
Daher geht jedes andre Integral X (x, p) = Const. von (13) bei der inf. B.T. © (x, p) 
in ein unendl. ben. Integral X + 8X = X + (BX)dt—= Const. über, d. h. mit 
© (x, p) = Const. und X (x, p) = Const. zugleich ist stets auch (® X) = Const. ein In- 
tegral des sim. Syst. (13). Das aber ist eben der Inhalt des Poisson-Jacobischen 
Theorems. 

Lie hat diese Beziehungen allerdings erst in Abh. XVII, S. 269f., 1876 aus- 
drücklich ausgesprochen; es unterliegt aber wohl keinem Zweifel, daß er sie schon 
kannte, als er Abh. I schrieb. Auch hier (vgl. S. 592) ist es die wechselnde Auf- 
fassung, die sich als äußerst nützlich erweist: indem einerseits ® (x, p) = Const. 
als Integral des sim. Systems (13) aufgefaßt wird, andrerseits ® (x, p) als eine inf. 
B.T., bei der die Gl. F=0 invariant bleibt, gelangt man ganz von selbst zum 
Poisson-Jacobischen Theoreme. 

Bedenkt man nun noch, daß eine von 2 freie Gl. F(x, p)= 0 als solche da- 
durch gekennzeichnet ist, daß sie bei der inf. B. T. mit der char. Fkt. 1 inv. bleibt, 
so erkennt man, daß im Falle des Poisson-Jacobischen Theorems in der Tat 
drei inf. B.T. der Gl. F(x&, p) = 0 bekannt sind, nämlich die mit den char. Fkt. 1, 
© (z,p), X (x, p). Aus diesen folgen nach dem Früheren die beiden Integrale ® = Const. 
und X = Const., die durch Anwendung des Theorems eine Reihe von neuen Inte- 
gralen: (B X) —= Const., (B(® X )) — Const. usw. liefern. „Im allgemeinen“ '), d.h. wenn 
® = Const., X = Const. nicht gerade Integrale von besonderer Beschaffenheit sind, 
erhält man so vermöge des Theorems die erforderlichen 2» — 2 von einander und 
von F= 0 unabhängigen Integrale von (13) und hat dann zur vollständigen In- 
tegration von (1) nur noch eine Quadratur auszuführen. 

Da Lie an der Stelle, die uns hier beschäftigt (8. 2, Z. 16—20), beliebige Gl. 
F(z, x, p)—= 0 betrachtet, so muß er eine von ihm entdeckte Verallgemeinerung des 
Poisson-Jacobischen Theorems im Auge gehabt haben, die er, wie das seine Art 
war, ohne weiteres an die Stelle des Theorems setzte, ohne hervorzuheben, daß damit 
ein ganz neuer Satz gefunden war. 

Welche Verallgemeinerung das war, läßt sich nur vermuten. Einen Anhalt gibt 
uns der Umstand, daß, wie wir eben sahen, im Falle des eigentlichen Poisson- 
Jacobischen Theorems wirklich drei inf. B.T. der Gl. F(&,p)—=0 bekannt sind. 
Denkt man sich nun auf die Gl. F(«,p)=0 mit ihren drei bekannten inf. B.T. 
1, B(x,p) und X (x, p) eine beliebige endliche B. T. ausgeführt, so erhält man eine 
beliebige Gl. F(z, x, p) = 0 mit drei bekannten inf. B.T.: W,, W,, W,, aus denen 
man durch ein dem Poisson-Jacobischen Theoreme entsprechendes Verfahren 
„im allgemeinen“ 2n — 2 von einander und von F=0 unabh. Integrale des sim. 
Syst. (1) ableiten kann. Die Integration von (1) ist dadurch auf die einer gewöhnl. - 
Diffgl. zwischen zwei Veränd., also auf die Aufsuchung eines Integrabilitätsfaktors 
. zurückgeführt. 

1) Die Worte „im allgemeinen“ benutzt Clebsch in demselben Sinne (Abh. I, 
Crelle 59, S. 192). 


618 Anmerkungen zu Abhandlung I, 8. 1—4 


Allerdings sind die drei inf. B.T. der Gl. F(z, x, p)=0, die hier auftreten, 
nicht ganz beliebig. Geradeso nämlich, wie die inf. B.T. mit der char. Fkt. 1 die 
beiden von z freien Integrale ® — Const., X = Const. inv. läßt, geradeso wird etwa 
die inf. B.T. W, die beiden Integrale W,; : W, = Const. (i= 1, 2) invariant lassen, 
es wird also für i=1, 2 sein: 


I ln (imma mE. 


Die inf. B.T. W, ergibt nun aus dem Integrale W, :W, = Const. das neue: | 
8 /W\ _ m ° W, | 
Fr Ion) = m. W, —W, >» W, = Const., | 
das wegen der eben Di on zwischen W, und W, die Form 


LARA er 


annimmt. Dieses ae bleibt bei der inf. B.T. W, invariant'), und dasselbe gilt 
von allen andern Integralen, die durch fortgesetzte Anwendung der inf. B.T. W, 
und W, erhalten werden. 

Daß Lie die eben besprochene Verallgemeinerung des Poisson-Jacobischen 
Theorems im Auge gehabt hat, wird noch durch einen andern Umstand wahrschein- 
lich gemacht. Sein Satz spricht nämlich noch gar nicht den vollen Nutzen aus, der 
sich aus den bekannten inf. B.T. ziehen läßt. In der Tat, schon wenn man zwei 
inf. B.T. W, und W, der Gl. F(z, x, p)=0 kennt, kann „im allgemeinen“ die In- 
tegration von F=0 sogar durch bloße Differentiation geleistet werden. Es ist ja 
W,:W,= Const. ein Integral, und wenn man auf dieses die inf. B.T. W, ausführt, 
so erhält man das neue Integral 


e /W, Ds 
(Wi) Il 
indem man dann immer wieder die inf. B.T. = und 2 ausführt, findet man „im 
allgemeinen“ alle Integrale des sim. Syst. (1), so daß die Integration von F=0 
geleistet ist. 

Allem Anscheine nach hatte Lie das damals noch nicht bemerkt. Später ist 
er vielleicht deshalb nicht wieder auf diese Dinge zurückgekommen, weil die Be- 
trachtung des „allgemeinen Falles“ im Grunde wertlos ist. Dieser allgemeine Fall 
ist nämlich bei Gl. mit bekannten inf. B.T. nur eine Ausnahme, die fast nie ein- 
tritt; gewöhnlich gelangt man zu einem abgeschlossenen Gebiete von Integralen, 
aus dem man durch Benutzung der bekannten inf. B. T. nicht herauskommen kann. 
Die Theorie der Funktionengruppen (Abh. VI und VII) und der homogenen Funk- 
tionengruppen (Abh. VIII) gab den wahren Einblick in den Nutzen, der aus be- 
kannten inf. B.T. einer Gl. F(z,x, p)=0 gezogen werden kann, und da er diese 
Theorie darstellte, ohne den Begriff der inf. B. T. zu verwenden, so hatte er keinen 
Anlaß, die hier ausgesprochenen Sätze näher auszuführen. 

S. 2, 2.5—1 v. u. Dieser Satz beruht darauf, daß erstens eine part. Diffgl. 








— Const. 


zur 








= —= Üonst.; 


zwischen 2, &,,..., %&, _, dann und nur dann von 2, &, ..., %n—ı selbst frei ist, 
wenn sie die Gruppe aller 00” Translationen gestattet, und daß zweitens eine Schar 
(Gruppe) von oo” vertauschbaren B.T. des Raumes z, &,,...,%,_, Immer dann 


durch B.T. in die Gruppe aller 00” Transl. übergeführt werden kann, wenn sie 
jedem El. z,x,, p, von allgemeiner Lage 00” verschiedene Lagen erteilt. Diese hier 
von Lie nicht erwähnte Bedingung ist notwendig, weil die Gruppe aller Translationen 
die Eigenschaft besitzt, jedem El. von allg. Lage 00” verschiedene Lagen zu erteilen. 





1) Das ist unter den gemachten Voraussetzungen begrifflich klar, ergibt sich 
aber auch leicht, sobald man mit dem Rechnen mit inf. B. T. und deren char. Fkt. 
vertraut ist; vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 15 (1890). 
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H,;(&, -:-, &ı Pr +--,2n) k=4,...,n) der inf. Trf. der Gruppe unabhängige 
Funktionen sind, und weil es infolgedessen eine homogene B.T. gibt, die 4,,..., H, 
in die inf. Translationen p,, ... ., ?, überführt.') 

Re In den Math. Ann. XXV, S. 72, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einl.) erwähnt 
_ Lie in einer Anm. unter dem Texte die hier von ihm nur angedeutete Theorie und 
 werallgemeinert sie noch etwas. Die dortigen P, sind die von uns eben mit H, be- 
' zeichneten Funktionen; die Voraussetzung, daß sie von einander unabhängig sein 
sollen, fügt er ausdrücklich hinzu. 

Zu 8.2, Z. 3—1 v. u. vgl. man die. Abh. von Klein und Lie, Math. Ann. IV, 
S. 80—83, Leipzig 1871 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, $ 7, Nr. 25—27; Klein, ges. 
math. Abh. Bd. I, S. 456—458). In einem von Klein aufbewahrten, etwa 1872 von 
ihm ausgearbeiteten Entwurfe zu der nicht erschienenen Fortsetzung dieser Arbeit 
heißt es: 
% „In der Tat kommt z.B. die Integration bei 00” permutablen Transformationen 
in R,„, falls der Punkt nicht selbst W-Gebilde ist, auf die alte Eulersche 
Methode heraus, statt Punktkoordinaten Ebenenkoordinaten einzuführen. Es muß 
nämlich dann solche Funktionen geben: p, %, x, ...., in denen sich die oo” Trans- 
formationen darstellen as: = +ta,V=y+b,y=y-+e usw. (Es sind 
9, %,%:.. W„_ı-flächen unabhängiger Art, a, b, c sind Transformationsparameter). 
Dann heißt die zugehörige partielle Gleichung: 


ew ow ow : 
F7: a ..)=0. 
Unter W-Gebilden werden hier solche Gebilde verstanden, die bei einer kon- 
tinuierlichen Schar der permutabeln Transformationen invariant bleiben. 
8. 2, Z. 21—15 v. u.; vgl. hierzu Abh. XXXVII, 8. 542f. (1882). 
| S. 2, Z. 14—10 v. u, 8. 3, Z. 1—3. Näher ausgeführt in Abh. XIX, S. 287 bis 
293 (1877). 
S. 3, 2. 4—7T. Schon in seiner Doktordissertation (Christ. Forh. 1871, S. 84 f., 
d. Ausg. Bd. I, Abh. XI, $ 6, Nr. 16; vgl. auch Math. Ann. V, 8.163; d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $ 6, Nr. 20) erwähnt Lie, daß die Monge-Amperesche Gl. 


et): Hr+2Ks+Lt+M+ Nr — )=0 


die Eigenschaft hat, bei jeder B.T. des R, in eine Gl. von derselben Form über- 
zugehen. Hier setzt er das natürlich als bekannt voraus. 


Die Theorie der intermediären Integrale. 
R Die Diffgl. der Mongeschen Charakteristiken von (1) erhält man nach Monge?), 
_ indem man zu dd — pdx — qdy=0 die Gl. 
(2) dp—rde—sdy=0, dq— sdx —tdy=0 
% hinzunimmt und verlangt, daß die Auflösungen des Systems (1), (2) nach r, s, t in 
_ der unbestimmten Form 0:0 erscheinen. Man findet ein System von Gl. zweiten: 


Grades in dx, dy, dp, dg, das sich in zwei lineare Systeme zerlegen läßt. Die eine 
Schar von Char. wird daher durch die Gl. 





© D,=* + May +(K+1)dp+Ldgq=0 
E(8,) E,=-Mdx-+* — Hdp— (K—i,)dq= 0 
2 „= —(K+i)de+Hdy+* + Ndgy=0 

V,=—Lde+(K—1)dy— Ndp ++ —=0 


1) Vgl. Lie, Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 18 (1890). 
2) Vgl. dessen Abh. II, 8. 126f. Monge selbst betrachtet allerdings nur den 
Fall N=0, den Fall N-0 hat erst Amp?2re berücksichtigt. 
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bestimmt, wo A, und A, die Wurzeln der Gl. 
(4) »=K’+-MN-—HL 


bezeichnen ') und wo unter den fünf Gl. immer drei und nur drei von einander un- 
abhängige vorhanden sind. Die Gl. (3,) der andern Schar erhält man durch Ver- 
tauschung von 4, mit ,—=—4.. 

In dem R, der EI. 1.0. x, y, z, p, q ordnet nun die Gl. dz— pdz — qdy=0 
jedem Punkte x, y, 2, p, g eine Schar von 003 Richtungen dz:dxz:dy:dp:dg zu. 
Denken wir uns diese Richtungen auf die Punkte eines ZR, mit den hom. Koord. 
dx:dy:dp:dgq abgebildet, so stellen die Gl. (2) die 00° Geraden eines lin. Kom- 
plexes in dem R, dar, und die Geraden dieses Kompl. können als die Vertreter der 
00° EI. 2.0. x, y, 2,9, 9, r, s, t aufgefaßt werden, die zu dem El. 1.0. x, y,2,9,4 
gehören. Andrerseits kommt das zur Ableitung der Gl. (3,) und (3,) eingeschlagene 
Verfahren darauf hinaus, daß alle Punkte unsres KR, gesucht werden, durch die un- 
endlich viele gerade Linien gehen, die Gl. (1) erfüllen und dem lin. Komplexe (2) 
angehören. Aber die Geraden des Komplexes (2), die (1) erfüllen, sind nichts andres 
als die Geraden, die der Komplex (2) mit einem gewissen andern lin. Kompl. ge- 
mein hat. Stellt man nämlich eine beliebige Gerade unsres R, durch die Gl. 


(2’) dp—rde— sdy=0, dq— sde—tdy=0 


dar, so ist <—=s in Plückerschen nichthom. Linienkoord. die Gl. des Kompl. (2), 
während der andere lin. Kompl. in der Form 


(1’) Hr + Ks+ Ks + Lt + M+ N(rtt— ss)=0 


geschrieben werden kann. Demnach stellen die Gl. (3,) und (3,) die Brennstrahlen 
der unsern beiden lin. Kompl. gemeinsamen lin. Kongruenz dar; die Geraden dieser 
Kongruenz selbst aber vertreten die EI. 2. O. %, Y, 2,9, 9, r, s, t, die von der 
Diffgl. (1) dem EI. 1.0. x, y, z, p, q zugeordnet werden. 

Das dem dreigliedrigen totalen Systeme (2,) entsprechende System von zwei 
unabh. lin. part. Diffgl. 1. O. ist von Bour ‚aufgestellt worden (s. dessen Abh. II, 
S. 189) und kann so geschrieben werden: 





PN=* Yun Rn) tt) no 
Ro + Faber) tt te) 
Nenn +: Halt) = 
un“ zer) me 


wo unter den vier Gl. zwei und nur zwei von einander unabhängig sind. Besitzt das 
System (3,) eine integrable Kombination, so hat (5,) eine Lösung und umgekehrt, 
und genau in derselben Beziehung stehen (3,) und (5,). 
Am deutlichsten wird der Zusammenhang zwischen (3,) und (5,), wenn man 
beachtet, daß die Größen 
(6) fat pf;:fy + afs: fo: fa 
als hom. Ebenenkoord. unsers R, aufgefaßt werden können, nämlich als die Koord. 
derjenigen Ebene des R,, die alle in dem Punkte x, Y%, 2,2, q durch die Gl. 
dz — pdx — gqdy=0, df—= 0 bestimmten Richtungen abbildet. Die Gl. (5,) und (6,) 
1) Vgl. Goursat, Lecons sur l’integration des equations aux derivees par- 
tielles du 2. ordre. Bd. I, S. 39 ff, Paris 1896. Goursat schreibt allerdings nur drei 
der fünf Gleichungen hin, er muß daher den Fall N—= 0 besonders behandeln. 
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erscheinen dann geradezu als die Gl. der vorhin erwähnten Brennstrahlen in Ebenen- 
_ koordinaten. 


Die@. Ktpktrn+sh=0, vtal.tstrtin—0 


bestimmen die 00! Geraden des lin. Kompl. (2), die der Ebene (6) angehören. Diese 
' Geraden gehen alle durch den Punkt 


da:dy:dp:dg—fp:f:— at Ppf):— (ut af): 

" Demnach ordnen die Gl., welche die char. Str. von f—= Const. bestimmen (vgl. S. 591), 
in jedem Punkte des R, x, y, 2, q,p unsrer Ebene (6) des R, ihren Pol i. B. auf den lin. 
Kompl. (2) zu. Die Involutionsbeziehung 


a WFol=tr(Y.+Pp)+ flo + 49) — Pf + Pf) — Pllyt af) 0 
sagt daher aus, daß jede der beiden Ebenen (6) und: 


(6°) 92 +P9,.:Py + 49,:Pp:9 


den Pol der andern i. B. auf den lin. Kompl. (2) enthält, daß also ihre Schnittgerade 
diesem Kompl. angehört. Demnach ist (7) geradezu die Gl. des Kompl. (2) in Ebenen- 
koord.; dieser Kompl. ist also eben der, den die Gl. da— pdx—gqdy=0 nach 
8. 602 für jeden Punkt x, %, 2,p, q des R, in dem zugehörigen R, dxz:dy:dp:dgq 
bestimmt (vgl. S. 603). 

Ist nun erstens X? + MN — HL=0, also 4, =+4,, so sind die beiden Brenn- 
strahlen (5,) und (5,) von einander verschieden, sie sind überdies windschief und 
gehören keinem der beiden lin. Kompl. an. 

Besitzt dann (5,) eine Lösung f und (5,) eine Lösung p, so geht für beliebige 
x, Y, 2, ?, q die Ebene (6) durch den einen Brennstrahl (5,), die Ebene (6°) durch 
den andern (5,), und ihre Schnittgerade gehört daher beiden Komplexen an. Hieraus 
folgt, daß f und p immer unabhängig sind, daß also (5,) und (5,) niemals eine 
Lösung gemein haben, ferner daß [fp] = ist, d.h. daß jede Lösung von (5,) mit 
jeder von (5,) in Involution liegt. i 

Besitzt andrerseits (5,) zwei unabh. Lösungen f und 9, so gehen für beliebige 
x, y, 2,p, q die Ebenen (6) und (6°) beide durch den Brennstrahl (5,). Sie sind 
überdies im allgemeinen von einander verschieden, denn fielen sie immer zusammen, 
so wären alle zweireihigen Det. der Matrix 


fx«+ pf, fy+ qaf, fp fa | 
px +PP,py + 49: PrYa | 


identisch Null, was nach $. 606 mit der Unabh. von f und p in Widerspruch steht. 
Hieraus folgt, daß [fgp] # 0 ist; wäre nämlich [/p]=0, so lägen die Pole der Ebenen 
(6) und (6) i. B. auf den Komplex (2) beide auf dem Brennstrahle (5,), und da 
dieser dem Komplexe (2) nicht angehört, so fielen die beiden Ebenen immer zu- 
sammen. 

Ist zweitens X?+MN— HL=0, alo ,=4,—=0, so fallen die beiden 
Brennstrahlen (5,) und (5,) in einen zusammen, der beiden lin. Komplexen angehört. 
Sind dann f und p zwei unabhängige Lös. von (5,), so gehen die Ebenen (6) und 
(6°) beide durch diesen Brennstrahl und sind außerdem notwendig von einander ver- 
schieden; ihre Pole i. B. auf den Komplex (2) liegen daher beide auf dem Brenn- 

strahle, d. h. es ist immer [/p] =. 
| In beiden Fällen, mag nun 4,4, oder %,—=4, sein, gilt aber folgendes: 
Sind / und p zwei unabh. Lös. von (5,), so ist Q(f,p)=0 ein Integral der Gl. (1), 
welche Funktion man auch für & setzen mag. In der Tat, die Ebenen (6) und (6°) 
gehen beide durch die Brenngerade (5,), dasselbe gilt also von jeder Ebene des 
durch beide bestimmten Büschels, also auch von der Ebene 


2,a+2,dp =), dz— pde — qdy=)0. 
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Die in dieser Ebene liegenden Geraden des Kompl. (2), die durch die Gl. 
(lt Pf, + rt, + sh) +2, (92 +P9,+r9, + 59,)=0 
2, ta ts tik) +, (9, + 49,489, + t9,) = 0 


bestimmt werden, gehören für alle Werte des Verhältnisses 2,:2, auch dem | 


Kompl. (1‘) an, also erhält man durch Elimination dieses Verh. eine Gl.: 
HILL HH RENTE 
(8) | p q y » a 0, 
|PtP9,trMpt5sPp, 9,+49,+s9,+19, 

die alle o0* den beiden Komplexen gemeinsamen Geraden bestimmt und infolge- 
dessen mit der Gl. (1) zusammenfällt. Demnach ist 2 (/,g)= 0 wirklich immer ein 
Integral von (1))). 

Im Falle A, =4, = 0 ist insbesondere [fp]=0, die Gl. fF]=0, [(PF]= 0 
bilden daher ein zweigliedriges vollst. Syst. (s. Abh. IX, 8. 103, Anm.), das noch 
eine dritte von f und p unabh. Lös. y besitzt, so daß f, g,y paarweise in Inv. 
liegen. Die Gl. [/F]=0, [(pF]=0, xF]= 0 haben dann drei unabh. Lös. 
f, 9, x gemein und sind daher nicht von einander unabh., so daß für beliebiges F’ 
eine Id. von der Gestalt Krl=elfF]+o[pF] 
besteht. Das bedeutet, daß die Ebene 

KT PU: TUN I 

dem durch (6) und (6’) bestimmten Büschel angehört, daß sie durch den Brennstrahl 
(5,) geht. Mit andern Worten: x ist auch eine Lös. von (5,). Hat daher im Falle 
A, =%=0 das Syst. (5,) zwei unabh. Lös. f, p, so hat es deren drei /, 9, y, und 
es ist 2(f, 9, x)=0 bei beliebiger Wahl von 2 ein Integral von (1). Es gibt nun 
nach S. 590 immer eine B.T., die durch die Gl.x=f, y=g, 2’=y bestimmt ist. 
Bei dieser würde die Gl. (1) eine solche Form erhalten, daß das Syst. (5,) die Lösungen 
a, y',2’ hat, das aber würde H=-K=L=-N—= 0 nach sich ziehen, was keiner 
brauchbaren Form von (1) entspricht. Um diesen Übelstand zu vermeiden, führt 
man hinter der ersten B. T. noch eine zweite aus von der Form?) 





= p, y- y, ee 2 — px”, p= Kb x, d- ei. 
dann bekommt das Syst. (5,) die Lös. p”, y”, 2’ — px” und (1) die Form r’—= 0. 
Damit ist die Behauptung 8. 2, 2.10 v.u., 8.3, Z. 1—2 bewiesen. Wegen 


der Behauptung 8. 2, Z. 12—10 v. u. vgl. man Abh. XIX, 8. 287—292. 


Normalformen gewisser Monge-Ampörescher Gleichungen. 


Nehmen wir jetzt insbesondere an, daß (1) 00° vertauschbare B.T. gestattet, 
bei denen jedes El. x, y, z, p, q von allgemeiner Lage 00° verschiedene Lagen erhält, 
so können wir durch eine geeignete B.T. erreichen, daß (1) die Gruppe aller Trans- 


1) Man beachte, ‚wie einfach sich die Theorie der Monge-Amp£reschen GI. 
gestaltet, wenn man die Gl. (2) als die Definitionsgl. eines lin. Kompl. und (1) als 
die Gl. der zwei lin. Kompl. gemeinsamen Geraden auffaßt. Namentlich die Be- 
ziehungen zwischen den Lös. der Syst. (5,) und (5,) ergeben sich ganz von selbst 
und ohne daß man nötig hat, die Fälle N-+0 und N—=0 besonders zu behandeln. 
Ich glaube, daß die Vermutung, Lie sei auf dem hier angegebenen Wege zu diesen 
Ergebnissen gelangt, nicht zu kühn ist. Wenn die von mir gegebene Deutung der 
Stelle S. 1, 2.9, 8 v. u. richtig ist (s. S. 603), und das dürfte kaum einem Zweifel 
unterliegen, so hat auch diese Vermutung eine an Gewißheit grenzende Wahrschein- 
lichkeit für sich. 

2) Diese gewöhnlich nach Amp£re (Abh. II, 8. 90—94) benannte Transf. gehört 
zu den B.T., die Lie sehr mit Recht als Eulersche bezeichnet (vgl. Abh. XII, 
S. 159 und 174). 
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lationen zuläßt, daß also H, L, K, M, N und damit auch A,, A, Funktionen von p 
und q allein werden. Diese von &, y, 2 freie Form bleibt dann auch bei jeder B. T. 
erhalten, bei der die Gruppe der Translationen invariant bleibt. Da nun die all- 
gemeinste inf. Transl. die Form 


dz=adt, dy=böt, Öz=cöt, Ööp=dg—=0 

| bat, wo a, b, c beliebige Konstanten sind, so erkennt man leicht, daß die allgemeinste 
_B.T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, die Forın 

«=X+49m,9, y=Y+ı9, ?=Z+Ymd, P=-Ulmd, d=V(nd 


besitzt, wo X, Y, Z unabhängige lineare homogene Fkt. von x, y, z sind. Man kann 
daher diese Trf. auch dadurch erhalten, daß man zuerst eine beliebige lineare hom. 
Trf. in x, y, z ausführt und dann eine B. T. von der besonderen Form 


“=2+9P9d, Y=y+tıwd, !=2:+VDg9, P=Umd, !=Vnd- 
Die Bedingungen (vgl. S. 103) 

+9 y+Nl=0, R+92+90=0, Y+y,z+Y=0 
liefern hier 9 — 9%=0, Ppp+4p%p—Yr=I0, Prr+ 4x wm; 
mithin 9=d,, 1ı=9d, Y%=rd, +4, — PB, 
wo © eine beliebige Funktion von 9, qg bezeichnet. Aus 

dz’— pda’ — gdy' = eo (dz — pdx — qdy) 

folgt dann noch e—=1, p=p, q’=q, so daß unsre B.T. die Gestalt 
) dat, Yy+t+d, 7-24 +49 —9, pP=p, d=q 
besitzt. Auf die von x, y, 2 freie Gl. (1) dürfen wir daher noch alle die B.T. aus- 
führen, die aus einer linearen hom. P.T. in &, y, z und aus einer B.T. von der 


Gestalt (9) zusammengesetzt werden können. 
Wir bemerken gleich noch, daß sich aus (9) durch Erweiterung die Formeln: 


:e es — dulrt — 8?), ri — N =rt — 8 
ergeben, wo & den Ausdruck: 


(11) Dit rdpp+ 25Bpg + tBgg + (rt — 5°) (DppBgg — Dp)) 


- bedeutet. 


Da (1) bei der Gruppe aller Transl. inv. bleibt, gilt dasselbe von den Systemen 
(5,) und (5,). Auf diese, die mit (1) gegenüber allen B. T. invariant verknüpft sind, 
dürfen wir daher auch die vorhin bestimmten B. T. anwenden, 

Lie verlangt nun, daß die Gl. (1) integrable Kombinationen besitze ($. 3, Z.4). 
Die von ihm nachher, auf Z. 7 angegebenen Normalformen verraten, was er damit 
meint. Für die erste Normalform hat nämlich jedes der beiden Systeme (5,) und 
(5,) eine Lösung von der Form g(p,g) und im allgemeinen keine Lösung weiter; 
für die zweite können wir , =K=1 setzen, so daß (5,) im allg. nur die Lös. & 
und (ö,) nur die Lös. y hat; für die dritte ist 4, = 4, = 0 und (5,) hat die Lös. y 
und im allg. nur diese. Demnach will Lie offenbar ausdrücken, daß für 3, #4, 
Jedes der beiden Syst. (5,) und (6,) und daß für }, = 4, — 0 das System (5,) min- 
destens eine Lösung haben soll. 

Ist u, %,..., u, ein Syst. Lös. von (5,) so werden diese Größen, wenn man 
auf x, y, 2, p, q die Gruppe aller Transl. des R,: x, y, z ausführt, selbst durch eine 
Gruppe ‚von vertauschb. Trf. transformiert. Ist diese Gruppe in den «, intransitiv, 
so besitzt (5,) mindestens eine Lös., die bei allen Transl. inv. bleibt und die also 
die Form p(p,g) besitzt. Ist die Gruppe in den u, transitiv, so kann sie, indem 
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man geeignete Fkt. der vw, als neue u, einführt, in die Gruppe aller Transl. in 
%y..., %; verwandelt werden; diese neuen «, haben dann offenbar die Form: 


2 + Gyr 2 + PD M (k=1,...D, 

wo in der Matrix der Konstanten a,, b;, ec, nicht alle /-reihigen Det. verschwinden. 
Besitzt für A, +4, auch nur eines der beiden Syst. (5,), (5,) eine Lösung von 

der Form p(p,g), oder gilt im Falle 4, = 4, = 0 dasselbe für (5,), so it M = 0 
und was damit im Einklange steht: ,?= K°’ — HL. Führt man nun auf die Gl. 


Hp,g)r +2Ks + Lt’+N(et’—s)-0 
die B. T. (9), (10) aus, so kommt: 
H'(p,Qr +2K(B,ds+ L(p,dt+ 

mithin kann ® so gewählt werden, daß der Faktor von rt— s? verschwindet. Man 
gelangt also in diesem Falle zu der ersten Form 8. 3, 2.7. Auch der scheinbar 
ausgenommene Fall: Z7’=K’=L’= 0 erhält diese Form durch die auf $. 622 
erwähnte Eulersche Trf. 

Tritt überhaupt keine Lösung von der Form p(p, q) auf, so sei zunächst 
), $=4,. Dann können wir annehmen, daß 

u=a2+by+a2+9R,d 
eine Lösung von (5,) ist und: 
v= a0 +by+o2+x8Q 

eine von (ö,) und zwar werden weder a,, b,,c, noch q,, b,, c, alle verschwinden. 
Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem a,, b,, c, den Größen ad 
nicht proportional oder proportional sind. Der erste Fall kann durch geeignete 
Wahl von « oder v immer erreicht werden, wenn eines der beiden Systeme (5,) 
oder (5,) mehr als eine Lösung besitzt. Hat aber jedes der beiden Systeme nur 
eine Lös., so tritt immer entweder der erste oder der zweite Fall ein, und es ist 
klar, daß eine B. T., bei der die Gruppe der Trans]. inv. bleibt, daran nichts ändert. 

Liegt der erste Fall vor, so führen wir eine geeignete lin. hom. Trf. der 2,y,2 
aus, bei der dann auch die 9, q, aber nur unter sich, transformiert werden. Wir 
können dadurch erreichen, daß 


vw=2+9(p 9), v=y+xıDd) 
wird. Aus [uv] = 0 folgt dann 9, =, also: p=P,, y= ®,, so daß durch 


eine B. T. von der Form (9) an v-y 


wird. Nunmehr ergibt sich: = KR, H=0,N=0, L=0, = — K, was auf 
die zweite Form 8. 3, Z. 7 hinauskommt. 
Liegt der zweite Fall vor, so machen wir durch lineare hom. Trf. der &, 9, z: 


u=-y+9DN) v=y+xDd 
und können annehmen, daß (5,) nur die Lös. w und (5,) nur die Lös. » besitzt. 
Aus [uv] = 0 ergibt sich jetzt: 9 — x, = 0, also y= 9» + o(p). Wählen wir 
noch &, = p(p,g), so wird vermöge (9): 


u=-y v=y+olp), 
wo sich ®(p) nicht auf eine Konstante reduzieren darf, weil sonst u, v nicht von 
einander unabhängig wären. Setzen wir «u in (5,) und v in (5,) ein, so kommt: 
L=,4,=—-KN=0K+% — Mo'(p) = 0, mithin 2K= Mo(p). Hier 
darf M nicht verschwinden, weil sonst 4, =, wäre, gegen die Voraussetzung; 
ebensowenig darf H verschwinden, weil sonst (5,) noch die Lös. & hätte. Wir 
können daher 7 = 1 setzen und (1) so schreiben: 


(12) r+ MB d@( Ws +0. 
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Solange hier M und ® nicht gewisse besondere Bedingungen erfüllen, werden (5,) 
und (5,) keine andern Lösungen als die bekannten haben; die Gl. (12) kann daher 
durch keine B. T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, auf eine der drei 
Formen S. 3, Z. 7 gebracht werden. 

Übrig bleibt der Fall, daß 7,—=1, = 0 ist und daß (5,) keine Lösung von der 
Form »(p,g) besitzt. Dann gibt es sicher eine Lösung: v= az +by+cz+y(p,g), 
wo a,b, ce nicht alle drei verschwinden. In der bekannten Weise bringen wir hier 
u auf die Form: w=y und erhalten aus (ö6,) wegen, =0:L=0, K=0, N=0. 
Das ergibt: Hr+ M=0, also die dritte Form 8. 3, Z. 7. 

Lie ist zweifellos durch derartige Betrachtungen zu seinen Normalformen ge- 
langt; insbesondere mußte er damals schon die allgemeinste B.T. aufgestellt haben, 
bei der die Gr. aller Transl. inv. bleibt, namentlich die Trf. (9). Die Normalform 
(12) scheint er allerdings übersehen zu haben, sie würde nur dann möglicherweise 
auf eine der von ihm angegebenen zurückführbar sein, wenn (12) eine von der 
Gruppe der Transl. verschiedene Gruppe von oo° vertauschb. B. T. gestattete. Ob 
es sich so verhält, das müßte durch eine besondere Untersuchung festgestellt 
werden, die hier zu weit führen würde. Man vergleiche übrigens auch die Be- 
merkung in den Leipz. Ber. 1896, S. 392, Nr. 4 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV, 
Teil I, Nr. 4). 

S. 3, 2. 9—11. In seinem Archiv Bd. II, S. 158, 1877 (d. Ausg. Bd. I, Abh. 
XVII, Einl.) kündigt Lie eine Arbeit über die Transformationsgruppe der Diffgl. 
der Minimalfl. an; diese ist jedoch ebensowenig erschienen wie seine Bestimmung 
aller algebraischen und aller algebraisch eindeutigen B. T. der Minimalfl., vgl. 
Archiv Bd. III, S. 232, 1878 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXII, Nr. 5) und Bd. IV, S. 506, 
1880 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV am Schlusse). An der ersten Stelle wird wenigstens 
eine gewisse Kategorie von B. T. angegeben, die Minimalfl. in Minimalfl. über- 
führen. Über die inf. B. T., bei denen die Diffgl. der Minimalfl. inv. bleibt, s. die 
Anm. zu S. 524, Z. 3f. 

8. 3, 2. 12f. Die Charakteristiken entsprechen dann und nur dann einem 
Kurvenkomplexe, wenn sich p und q aus den beiden Gl. 


ay’— Fipddzdy+PDlp,gae—=0, dz — pdxe—qgdy=0 
eliminieren lassen; soll das für beide Scharen von Char. gelten, so muß 


'sein; der betreffende Kurvenkomplex wird eben dann durch eine von x, y, 2 freie 
Mongesche Gl. definiert. — Monge-Ampöresche Diffgl., deren Charakteristiken 
einem Linienkomplex entsprechen, betrachtet Lie Archiv Bd. II, S. 159 ff., 1877 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ 1). 

8.3, Z. 14—16. Gemeint ist die Nr. 3 der auf S. 588 angeführten „Medde- 
lelser“ (d. Ausg. Bd. I, Abh. VII). Der Linienkomplex ist der sogenannte Reyesche 
oder tetraedrale. Der Zusammenhang zwischen diesem und der Diffgl. der Minimal- 
flächen wird durch die „logarithmische Transformation“ vermittelt. Vgl. Lie- 
Scheffers, Geom. d. B.T. 8. 356 (1896). 

S.3. 2.6,5 v.u. In der eben erwähnten „Meddelelse“ wird dieser Satz schon 
für Minimalflächen ausgesprochen. Vgl. auch Archiv VII, 8. 155, 1882 (d. Ausg. 
Bad. I, Abh. XXVII, Ein!l.). 

8.8, 2.3,2v.u. Darboux: Sur une classe particuliere de surfaces röglees. 
Bulletin Bd. II, 8. 301—314 (Paris 1871). 

8. 3, Z. 16—20. Die „zugehörige“ Gl. 2. O. ist dieselbe, die Lie in der Geom. 
d. B.T. S. 384—396 behandelt. Die p-, g- und r-Reziprozitäten sind Punkt- und 
Berührungstransformationen, bei denen die Komplexkurven des tetraedralen Kom- 
plexes paarweise unter einander vertauscht werden. Lie.hat sie in den Gött. Nachr., 
Nr. 4 vom 16. 2. 1870 auf $. 56—59 eingeführt (d. Ausg. Bd. I, Abh. V, Nr. 3 u. 4). 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 40 
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S. 3, 2. 20f. Die Bestimmung dieser Haupttangentenkurven findet man Geom. 
d. B. T. 8. 392 (1896). 

S. 3, Z. 21. Hierher gehört z. B. die Frage nach allen Flächen, deren Haupt- 
tangenten der einen Schar einem linearen Komplexe angehören, Geom. d.B. T. 
S. 374. Eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe wird hier Abh. XXII, S. 356 er- 
wähnt und Abh. XXXVII, 8. 537—541 behandelt. 

S. 3, Z. 17—16 v. u. Ausgeführt in der Abh. Arch. Bd. IV, S. 477—492, 1880 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV, $ 1). 

S. 3, 2.16—15 v.u. Gemeint sind die Flächen mit unendlich vielen Trans- 
lationserzeugungen, s. Arch. VII, S. 174, 1882 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXVII, Schluß 
von $ 2). Vgl. auch Leipz. Ber. 1892, S. 447 (d. Ausg..Bd. II, Abh. XI, Einl.). Die 
Flächen, die durch Translation einer Kurve entstehen, können nämlich als Verall- 
gemeinerung der Minimalflächen aufgefaßt werden. Vgl. Arch. II, 8.159 —163, 1877 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ ı). 

8. 3, Z2.15—13 v.u. Ausgeführt im Archiv Bd. VII, 8. 174—176, 1882 (d. 
Ausg. Bd. I, Abh. XXVII, $ 3). 

S. 3, Z.12—9v. u. Siehe hier Abh. II. 


Zu Abhandlung II, 8. 5—11. 


Eine ausführliche Darstellung des Inhalts dieser Arbeit gibt Abh. XV, S. 207 
bis 220. 

8.5, 2.6—1v.u. Lagrange führt 1772 in der Abh. I (s. 8. 586) die In- 
tegration der Gl. g=f(x,y,2z, p) zurück auf die Auffindung einer eine willkürliche 
Konstante enthaltenden Lösung p von | 


0 0 

te ph tete, 

er erwähnt auch, daß hier die Ableitungen von p bloß linear auftreten, zeigt aber 
allerdings nicht, daß diese lin. part. Diffgl. für p auf ein simultanes System zurück- 
führbar ist. In Art. V der Abh. II von 1779 führt Lagrange die Integration der 
allgemeinen lin. part. Diffgl. 1.0. in beliebig vielen Veränderlichen auf gew. Diffgl. 
zurück. In Abh. III von 1785 macht er dieselbe Zurückführung in verbesserter Form. 
Dort kommt er in Art. 14 auf eine nicht lin. part. Diffgl. 1.0. und bemerkt in Art. 15: 
„Mais cette &quation n’est integrable en general par aucune methode connue.“ Er 
hat also übersehen, daß seine Theorie von 1772 zusammen mit der von 1779 und 
1785 die Integration durch gew. Diffgl. leistet. Vgl. Lie, Geom.d.B.T. 8. 514—518. 

Über Charpit s. Lacroix, Trait6 du caleul diff. et du calcul integral, 
2. Ausg., Bd. Il, Nr. 740, 8. 548 (Paris 1814). 

8.5, 2.10—17. Lie denkt hier offenbar an eine Äußerung von Clebsch 
(s. dessen Abh. II, 8. 193, 1862), die „Nova methodus“ (Ja&obi, Abh. VID) gebe „in 
Bezug auf die part. Diffgl. 1.0. jene neue Methode, welche die wahre Verallgemeinerung 
der Untersuchungen Lagranges enthält.“ Er will andeuten, daß diese Behauptung 
Clebschs eingeschränkt werden muß. Vgl. auch Abh. III, 8. 13. 

8.6, Z.1. Vgl. die Anm. zu Abh. VII, 8. 37. 

8. 6, Nr. 1. Vgl. Abh. XII, Nr. 2, S. 152—156. 

8.6, 2. 4—2 v.u. Vgl. die Anm. zu 8. 2, Z. 10—12, 8. 612. 

S. 7, Satz 1 und 2. Vgl. die Anm. 8. 591—-611. 

S. 7, Z. 10—13. Die Arbeit von Cauchy s. 8.585, die von Jacobi ist Nr. III; 
vgl. da besonders $ 9. Jacobi erwähnt Cauchy gar nicht, sondern stellt seine 
Methode dar als eine Verallgemeinerung der Hamiltonschen Methode zur Integration 
der Diffgl. der Dynamik. Man spricht deshalb gewöhnlich von der Hamilton- 
Jacobischen Methode, eine Bezeichnung, deren Unrichtigkeit Lie später einmal 
betont: Math. Ann. Bd. VIII, S. 215, 1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl.). 
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S.7, 2. 4—1 v.u. Das folgt aus den in Satz 1 und 2 angegebenen Eigen- 
schaften der Charakteristiken und der char. Kongruenzen. Diese sind ja durch die 
betreffenden Eigenschaften vollständig definiert. Vgl. S. 599. 

8.8, 2.8—18. Aus dg — Zp;dax,= 0 folgt durch die Substitution 


(4 
0, _g = TR, _-1 Pn-ı  Pn-ı CP. -3 
i 1...2—38 


ur‘ 
die Gleichung: = ds — Dp,de,—p,_ı 42, _, =. 
i 


n—1 
Man hat also aus den vier Gl. F=0,5=0,2,_,=— a2, _15 P,_ı = Pu _1— Pu _2 
die Größen &,_9, P„_1, P„_s Zu eliminieren und erhält die Diffgl. y(«)—= 0 in 
EEE AR aufgelöst nach P,_,. Voraussetzung ist, daß die Auflösungen 
der Gleichungen F=0, %=0 nach 9,_1n P„_, Sich für x, _ ,„=2%,_,=0 re- 
gulär verhalten. Vgl. Abh. XV, S. 208—210. 

Nicht ohne Grund ersetzt Lie das Büschel &,_,=«, dessen Achse im Un- 
endlichen liegt, durch das Büschel «,_,+.«2,_,=0. Die im Text angegebenen 
Konstruktionen sind nämlich nicht immer ausführbar, wenn die Achse unendlich 
fern ist. Es müssen dazu gewisse Voraussetzungen über das Gleichungssystem 
F=0,%5=0 erfüllt sein, die der vorhin erwähnten bei Benutzung des Büschels 
%, _g+ «2,_, 0 entsprechen, die aber weniger einfach auszusprechen sind. 

8. 10, Z. 11—9 v. v. Clebsch sagt auf S. 193 von Abh. II: „Die Ausdehnung 
dieser Methode [der neuen Jacobischen] auf das Pfaffsche Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit ... ist der Gegenstand der vorliegenden Abhandlung.“ Betr. 
Weiler s. dessen Abh. I u. II. 

8.10, 2.6, 5 v. u. Vgl. jedoch Abh. V, S. 27, Z.4v.u. — 28, Z.1v.o. und 
Abh. XI, S. 127f., Abh. XXI, S. 320, 352, 354. In einem in Berlin geschriebenen 
Briefe, den A. Mayer in Leipzig am 1. 11. 1872 erhalten hat, sagt Lie: 

„In diesem Augenblicke finde ich, daß meine Integrationsmethode sich auf 
das Pfaffsche Problem erweitert. Nimmt man seinen Ausgangspunkt in der letzten 
Arbeit hierüber von Clebsch, so ist dies Alles selbstverständlich. Ich verstehe 
nicht, daß ich dies Alles nicht früher bemerkt habe.“ 

Lie denkt hierbei an Clebschs Abh. IV, Crelle Bd. 65. 

Die Cauchysche Methode verlangt die vollständige Integration eines einzigen 
sim. Systems und ist daher nicht auf das Pfaffsche Problem übertragbar. Die 
Liesche Methode dagegen verlangt für eine Reihe von part. Diffgl. 1. O. die Auf- 
findung je eines Integrals des zugehörigen sim. Systems der Charakteristiken. Beim 
allgemeinen Pfaffschen Problem hat man ebenso z. B. nach der von A. Mayer 
verbesserten Methode von Clebsch (vgl. hier Abh. IV, S. 16£.) für eine Reihe von 
simultanen Systemen je ein Integral aufzusuchen, und die Ordnungen der erforder- 
lichen Integrationsoperationen stimmen mit denen überein, welche die Liesche 
Methode für den besonderen Fall der part. Diffgl. 1. O. verlangt. Darauf beruht es, 
daß die Liesche Methode auch auf das Pfaffsche Problem übertragbar ist, was 
Lie in Abh. XI und XXI wirklich ausgeführt hat. 

S. 10, 2.3, 2 v.u. Vgl. hier Abh. III, S. 15 und Abh. XV. 


Zu Abhandlung II, 8. 12—15. 


S. 12, Z. 21—20 v.u. In der schon auf S. 599 erwähnten Niederschrift über 
seine Erweiterung der Cauchyschen Methode erklärt Lie, daß Clebsch mit Un- 
recht die in der vorliegenden Abhandlung angedeutete neue Methode als eine neue 
„Modifikation“ der Lagrange-Jacobischen bezeichnet habe. Lie fügt hinzu, seine 
Integrationstheorien ständen eben der Cauchyschen Methode ebenso nahe wie der 
Jacobischen; sie umfaßten beide als spezielle Fälle. 

40* 
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Z. 14—11 v.u. Es ist die Abh. IV von A. Mayer. 

Z. 11—9 v. u. Mayer, Abh. II. 

Z.2,1v.u. Vgl. jedoch hier Abh. IV, 8. 17, 2. 4—1 v.u. 

Z. 4ff. Vgl. die Anm. zu 9.5, 2.6—1v.u., 9. 626. 

Z. 19—9 v. u. Vgl. Abh. II, S. 6 und Abh. XII, Nr. 2, S. 152—155. 
Z.2, 1v.u. Vgl.8S.1,2.6v.u. — 8.2, Z.5 und die Anm. dazu. 
Z.8—1 v.u. Es ist die $8. 588, Z. 17 ff. angeführte Meddelelse Nr. 4. 
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Zu Abhandlung IV, S. 16—26. 


Diese Arbeit hat F. Klein redigiert, während sich Lie bei ihm in Erlangen 
aufhielt (vom 2. 10. bis 23. 10. 1872). 

S. 16, 2.8f. A. Mayer, Abh. III und IV. 

8. 16, 2. 3—1v.u. Gemeint ist F. Kleins Erlanger Programm, vgl. $. 588. 

8. 17, Z.1. Die Benennung „unbeschränkt integrabel® rührt von A, Mayer 
her; s. dessen Abh. IV, Math. Ann. V, S. 451. 

#417, 28 1,u P DuBois Reymond: Über die Integration lineärer 
totaler Diffgleich., denen durch ein Integral Genüge geschieht. Crelle Bd. 70, 
S. 299—314 (1869). Der Fall dreier Veränderlicher ist übrigens schon behandelt in 
dem Buche: Beiträge zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen, Heft I, 
Leipzig 1864. 

8. 17, Z. 4—6. Vgl. Abh. II, 8.7, 2.12 v.u. — 8.8, 2.7 v.u. und Abh. XV, 
8 2, 8. 211f. 

S. 17, 2.6—8. Lie bezeichnet diesen Satz später immer als das „Mayersche 
Theorem“ (vgl. hier Abh. VII, S. 33, Anm.). 

Setzt man den Satz voraus, daß jede Gleichung von der Form 


a 
3 0 
jet Zaun BE nt, 


deren Koeffizienten sich für ©—= a regulär verhalten, » Hauptlösungen u, (, &,,.-. %,) 
@=1,...,n) besitzt, die sich für =a auf z,(=1,..., n) reduzieren und durch 
die sich jede andre eunk ausdrücken läßt (vgl. hier Abh. XI, $ 1, S. 128—130), 
so kann man Mayers Entwicklungen in etwas veränderter Form folgendermaßen 
darstellen: 

Dem totalen Systeme: 


(1) dan 47 = Da m4 . x,) dx, (eh... dem) 
k 


entspricht das System von lin. part. Diffgl. ‘ 


‚n—- m 
(2) MD, oe. (k=1,..:,m). 
Ist (1) unbeschränkt integrabel, erfüllt es also die BR 
(3) 4, (&, m +35) — 4, (@;, m+3) =0 (kel..,mj=1...n-m), 
so ist 
(4) 4AM)=4AN— AAN)=0 ra 


also ist (2) ein m-gliedriges vollständiges System. 
Macht man die Substitution 


(6) = + ht Reh...) 
wo die @, „;,sich für 2,—= x,’ (k=1,..., m) regulär verhalten, und deutet man 
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diese Substitution durch Einschließen in eckige Klammern an, so verwandelt sich, 
wenn man die A, und ? als veränderlich betrachtet, (1) in 


Em it AR 
(1) dumm + Dt, my dr 5 Gehe on-m. 
k k 


Hier sind, wie man sich leicht überzeugt, die Integrabilitätsbed. wieder erfüllt, also 
ist für das zugehörige System: 


1..n=m Vie. 


of ef 
BN-+2 len aan,” 








2) | 1L..n—m 
of De of 
B,.N=-.-+ "To | =0 (k=1,...,M) 
k Oh, - [ia m+ldz,,, 

ebenfalls (BB)=0, (B,B,)=0 (yk=1,...4m). 
Statt das ganze System (1”) zu integrieren, braucht man nun bloß das simultane 

System in 

RER 53 5 
u hy [%, m+;] j=1,..,n-m) 
k 


oder die äquivalente Gleichung B (f)—= 0 zu integrieren. 

In der Tat: sind A,,...5 As Umpzlk Ayo dmı Amtie nn) Gel... n—m) 
die Hauptlösungen von B(f)=0, die sich für t=0 auf 4, ..., An, Imtl +++, &n 
reduzieren, so ist wegen (BB)=0: 


0=B(B,(un45))— B(Bun+ 2) B (Brian 4 7)» 
HIER D) wieder eine Lösung von B(f)—=0 und läßt sich durch A,,...4 
., u, allein ausdrücken: 


B(Un435) = Pr; (hr Yan u,): 
Macht man hier die Substitution {= 0, so erhält man links Null, also verschwindet 
auch die rechte Seite, die die Form p, j (Ay, en dgı Img &,) annimmt, iden-. 
tisch. Mithin ist B, (%,, a „) =0, und es sind u, ---, %, zugleich die Haupt- 
lösungen von (2’) in bezug auf t= 0,74, —=q,...,2, = @,, wo die a, beliebig wähl- 
bar sind. Da überdies aus (2°) folgt: 


also ist B, (u 


my 


RE 


so enthalten die Lösungen von (2’) t und A, nur in den Verbindungen A,t,..., At, 
und man erhält daher vermöge (5) sofort die Lösungen von (2) und durch Auflösung 
der Gleichungen «,, +5 m4+; die Integrale von (1). 

Dieses Ergebnis hatte auch Lie mit Hilfe seiner Methode erhalten (vgl. hier 
Abh. XXI, $ 4, 8. 331—334). Nun aber kommt das, was bei Mayer für Lie neu war. 


Beweis des Mayerschen Theorems. 
Man habe irgend eine nicht von x, +1 *+, %, freie Lösung , (t, hy unıy An, 
%, +17, %,) von B(f)=0 gefunden. Dann ist, wie wir wissen, auch B,(%,) 
eine Lösung von B(f)—= 0, ebenso B,(B,(wb,)) und so weiter. Bilden wir diese Aus- 
. drücke, so können wir immer 151 solche Lösungen ,, ..., %,; von B(f)—=0 her- 
stellen, daß erstens zwischen %,,..., b, und A,,..., Am keine Relation besteht, und 


daß zweitens B,%,)=®,,(h: Ey Re RE %,) Rei...) 


630 Anmerkungen zu Abhandlung IV, 8. 17—22 


wird, so daß also die Operationen B,(f) aus %,,..., %, keine neuen Lösungen von 
B(f})=0 mehr liefern. 

Als Lösungen von B(f)=0 können %,,...,%; durch A,,..., A, und durch 
die andern, noch unbekannten Hauptlösungen ,, +1, %, ausgedrückt werden: 


77 (ihres my Emgr %,) = Y, (9, Keen Un n%) Webeud, 


und es ist klar, daß dies die einzigen Relationen zwischen %,,..., %, Ay...) Ay 


Umzirtıtı Un sind. Denken wir uns diese Gleichungen, was immer möglich ist, 
nach / von den w,, ,, aufgelöst: 


0, U, Ay hm Bar, br) (u=1,...,d 


so ist die rechte Seite ebenso wie die linke eine Lösung von (2’), also wird 


Umr+u Fer 0, (Umz+ız 12 


2,0.) = at - PEN EEE ET Yen p)—d. 


Weil aber zwischen %,,...,%5 Ayy +, Ayı Umpizi +, %, Offenbar keine Relation 
bestehen kann, so ist B,(0,) an sich identisch Null, auch ohne daß man für die 
u, und Y, die betreffenden Funktionen einsetzt. Demnach sind 


0, + rn On Auf eh Me Y)) Welse, 


unabhängige Lösungen von (2’), welche Werte auch die Konstanten c, haben mögen. 

Da man, wenn %, gefunden ist, die 0, durch Differentiation und Elimination 
herstellen kann, so liefert also jede von &,,,y» -- ., 2, nicht freie Lösung von 
B(f)=0 mindestens eine Lösung von (2), und das ist das Mayersche Theorem. 

S. 17, 2.9—12. s. A. Mayer, Abh. IV, Math. Ann. Bd. V, S. 466—468. Die 
neue Jacobische Methode s. Jacobi, Abh. VI; vgl. ferner Clebsch, Abh. III, 
Crelle 61, 8. 153, Abh. IV, Crelle 65, S. 266. 

.17, 2. 13—17. Hier Abh. II; S. 7£. 

17, Z. 22—24. Vgl. jedoch die Anm. zu Abh. IL, 8.10, 2.6,5v.u 

17, 2. 9—6 v. u., 18, 2. 1—4. A. Mayer, Abh. IV, Math. Ann. V, 8. 448f. 
18, 2. 5—8. Die Abh. I—IlIl von Darboux. 

.18, 2. 12—5 v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 100. 

.18, 2.4v.u. — 19, 2.3. Vgl. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8. 121—139, 
WerkeV, S. 128—147, ferner Abh. VI, 842: Dynamik, 1. Ausg., 8. 468470, Werke V, 
8. 393—395. 

S.19, Z. 10—13. Vgl. hier Abh. IX, S. 100. Lie denkt wohl besonders an 
Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8.139, Z. 3—1 v. u., Werke V, 8. 147, 2. 3—1v.u. 
Jacobi betrachtet seine Transformationen immer nur angewändt auf eine vorgelegte 
Diffgl. Es ist nirgends zu erkennen, daß er sich bewußt war, es mit einer Trans- 
formation in den Größen 2, &, ..., %y» Pıs » ++, 2, Zu tun zu haben, die unabhängig 
von der zu transformierenden Diffgl. einen Sinn hat. Daher kann man nicht sagen, 
daß Jacobi diese Auffassung in die Wissenschaft eingeführt habe, selbst wenn er 
sie besessen haben sollte. 

8.19, 2.16, 15 v.u., Z2.3—1 v. u. Vgl. Abh. I, 8. 1, 2. 9—7v.u., Abh. II, 
S. 6, Z. 21—18 v. u. und die Anm. $. 603 ff. In der hier gegebenen Fassung ist die 
Invarianz der Involutionsbeziehung gegenüber B.T. begrifflich klar. Die Invarianz 
der analytischen Involutionsbeziehung [F, F,] = 0 beweist Lie erst in Abh. IX, 8. 112. 

S. 19, Z. 11,10 v.u. Clebsch, Über ein neues Grundgebilde der analytischen 
(Geometrie der Ebene, Gött. Nachr. Nr. 22 vom 18. 9. 1872, 3. 429—444. 

S. 19, Z.9—8 v.u. Erschienen 1872. 

S. 20, 2.15 — 8. 21, 2.7. Vgl. Abh. XII, S. 150—155, wo man nur u, =2, 
n,;=—2,;,”%, zu setzen und dann x, wegzulassen hat. 


unnnnm 
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S. 21, Z. 8-18. Vgl. Abh. XII, 8. 155. und 163, ferner 8. 591f. 

S. 21, Z. 15—11 v. u. In einem Briefe, den A. Mayer am 4. 5. 1875 erhalten 
hat, schreibt Lie: 

„Nur die eine Darbouxsche Note (Sie sprechen ja über 2?) ist nach Christiania 
empfangen. Allerdings hat Darboux auch mir sie nicht geschickt. Daß die Jacobi- 
Hamiltonsche Theorie sich direkt (d. h. ohne Ihre schöne Theorie) ') durchführen 
läßt, ist mir längst bekannt. Dies beruht in der Tat auf meiner Erweiterung des 
Begriffs vollständige Lösung. Ich muß Sie auf folgendes erinnern. In Göttingen 1872 
gab ich Ihnen eine analytische Formulierung meiner neuen Methode. Hierbei kam 
die vollständige Lösung durch eine Elimination. Sie machten die Einwendung, daß 
man unter Umständen mehrere Relationen zwischen den x und a erhalten könnte. 
Hierzu antwortete ich, daß dies nichts schadete, da eine vollständige Lösung durch 
mehrere Gleichungen definiert werden könnte. Ich habe immer festgehalten, daß 
diese Formulierung, die eine direkte Übersetzung meiner Christiania-Note 1872 ?) ist, 
stringent ist. Um dies alles zu erklären, hielt ich es für hinlänglich, meine Note 
vom Oktbr. 1872°) zu schreiben.“ 

n. +. . Für einen Synthetiker ist die Sache wiederholt bei mir angegeben. So 
brauche ich z. B. Gött. Nachr. 19. Juni 1872, pg. 325, 326 [hier 8. 14 f.] die Worte 
Integral-Mannigfaltigkeiten und Integrale, um Lösungen zu bezeichnen, die durch 
eine oder mehrere Gleichungen definiert werden.“ 

8. 21, Z.10 v.u. — 22, Z.6. Die Gleichungen ,=_0,, = 0,9, =9,(i=1,2, 3) 
haben, wenn man df, =0, df, =0 hinzunimmt, zur Folge: 


u af Hd, _y 
oh | ,0h 
02 02 


sie stellen also, wenn man 4 eliminiert, 00° Scharen von je 0° Elementen dar, und 
je zwei unendlich benachbarte Elemente jeder solchen Schar liegen vereinigt. Diese 
00° Scharen bilden daher eine vollständige Lösung der durch Elimination von A, 
@,, Q,, a, entstehenden Differentialgleichung. 

8.22, Z2.7v.0.— 5v.u. Diese Vorschriften sind nicht richtig. Man erkennt das 
. schon daraus, daß dabei die Gleichungen f,— 0, f,= 0 selbst gar nicht verwendet 
werden. Denkt man sich diese Gleichungen aufgelöst: 2 — fi (&, 22, 4,4, ) =, 
x —f=0, so findet man, daß Q—=0 ($. 22, Z. 6 v. u.) überhaupt nur x, und , 
_ enthält! Es liegt hier offenbar ein Versehen vor, das bei der Redaktion herein- 
gekommen ist. 

In Wahrheit verhält sich die Sache so: Aus den 00° vorhin erwähnten Scharen 
von je 00° Elementen scheidet Lie durch die Gleichung % (a,,0,,@)=0 00” aus, 
und nun muß man jedesmal auf der Schar a,, a,, a, alle Elemente aufsuchen, die 
mit unendlich benachbarten Elementen jeder unendlich benachbarten Schar a, + da,, 
wo dy—=0 ist, vereinigt liegen. Man muß also zu den Gleichungen f,=0, 5, =, 
9; = 9; %=0 die Gleichungen df, =, ..., dpy=0 hinzufügen, indem man alle 
vorkommenden Größen als veränderlich betrachtet, und muß die Bedingungen dafür 
aufstellen, daß aus diesen Gleichungen folgt: de — Zp,da,;,—0, während die da, 
nur der Beschränkung da —= 0 unterworfen sind. Berücksichtigt man (1), wo die a, 








1) [A. Mayer hatte 1871 in der Abh. I, Math. Ann. III, 8.435 die Jacobische 
Theorie (Jacobi, Abh. III) so umgestaltet, daß auch gewisse bei Jacobi unerledigte 
Ausnahmefälle mit umfaßt wurden. Darboux hatte später in den Comptes Rendus 
gezeigt, daß dasselbe Ziel auch auf anderm Wege erreicht werden kann, indem man, 
um mit Lie zu reden, die Jacobi-Hamiltonsche Theorie direkt durchführt. 
C. R. Bd. 79, 8. 1448f. (1874), Bd. 80, S. 160—164; wiederabgedruckt Bull. d. Sc. 
Math. VIII, S. 249—255 (1875).] 

2) [Hier Abh. II.] 3) [Die vorliegende Abh. IV.] 
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noch als konstant betrachtet wurden, so erhält man zwischen den da, die beiden 


Relationen: ä 
BE BE Rn > A RE 
Rn ie en rl Enge 


von denen die erste eine Folge der zweiten sein muß. Es bleibt also 


eh, „Ch, oh, „2h,oh, „oh _29.00 0% 


@) dm, 1 "90,90, 1 "70,90, 7 9a 90 De U 

Eliminiert man mit Hilfe dieser zwei Gleichungen a,,a,,a, und A aus h=0, h=0, 
P=9, v%=0, so erhält man vier Gleichungen zwischen z, &,, p,, also eine Schar 
von 00° Elementen, von denen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegen. Das 
ist die neue Lösung. Eliminiert man a, a,,a,Aas/=0, ,=0,y=0 und (2), 
so erhält man eine Gleichung zwischen 2, &,, &,, &,, die die neue Lösung als 
Punktmannigfaltigkeit darstellt. Gelegentlich kann aber diese letzte Elimination auch 
zwei oder noch mehr Gleichungen ergeben. 

Man vgl. hierzu Abh. XII, S. 163—165. Auch sei eine Stelle aus einem Briefe 
an A. Mayer angeführt, den Lie am 11.1. 1873 aus Kristiania geschrieben hat 
und in dem er einige Fragen Mayers beantwortet: 

„Sei vorgelegt eine Gleichung 


F(&, 5 2, 2, Pr» Pa) P) =. 
Es besitze dieselbe eine vollständige Lösung der Form 





F (2, %&r gr Zr dd, ,)=0, P(8,:...,0)=0, 
die gefunden sein soll. Wünscht man alsdann die Integrale des simultanen Systems 


dF (dF dF 
a ee rn en -(9. +93): 
so stelle man auf: 


af , „af. df af -df df _ dp : 
da," "da, da, T"da am Tas dat "aa da Pie an Fire 
(=1,2,83). 
Diese vier Gleichungen ') zusammen mit 
f= 0, 1 Z 0 

(welche sechs Gleichungen sich auf fünf reduzieren)*) sind die gesuchten Integrale; 
die Integrationskonstanten sind: EN EL 

1% 29 89 ’ * 


„Ist eine Gleichung F (2, RER /M 1) = (0 


vorgelegt, so ist es immer möglich, analytische Merkmale aufzustellen, um a priori 
zu entscheiden, in welche unter meinen Klassen (oder unter weiteren Klassen) F— 0 
gehört. Ich habe diese Sachen gar nicht weiter verfolgt. Soviel glaube ich indes 
schon behaupten zu können, daß die betreffenden Kennzeichen in jedem Falle in 
zwei Kategorien sich teilen. Bei den Bedingungsgleichungen der ersten Kategorie 
sind 2, &,, &,, &, Konstanten, das heißt: in diesen Gleichungen finden sich keine 
Differentiationen hinsichtlich z, x,, %y, &. Die Gleichungen der zweiten Kategorie 
drücken aus, daß gewisse totale Systeme unbeschränkt integrabel sind.“ 

„Was ich hier sage, ist unklar, und ohnedies ist es nicht komplett.“ 

8. 22, 2.2 v.u.— 28, Z.6. Vgl. A. Mayer, Abh. V und Abh. I. Mayer war 
mit der Fassung dieser Bemerkung nicht zufrieden und schrieb am 15. 12. 1872 an Lie: 


[1) Es sind das die Gleichungen der Mannigfaltigkeiten von Elementen, die 
Lie in Abh. XII, S. 164 mit P bezeichnet (vgl. 8. 166).] 

[?2) Lie denkt daran, daß aus den sechs Gleichungen die Gleichung F = 0 
folgt, daß also nur fünf von ihnen neu sind.] 
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„Dieser Passus kann zu dem Mißverständniss Anlaß geben, als ob meine Regeln 
ebenso wie die Jacobischen nicht in allen Fällen die Aufgabe lösten, aus der voll- 
ständigen Lösung der einen partiellen Differentialgleichung eine vollständige Lösung 
der andern abzuleiten. Diese Aufgabe aber wird eben durch die Sätze 4 und 5 
meiner Note [in den Gött. Nachr.] ganz”allgemein gelöst für die besonderen Trans- 
formationen, die ich dort betrachte. Sie wollen jedenfalls auch nur sagen, daß meine 
Regeln sich nur auf spezielle Arten von Berührungstransformationen beziehen.“ 

Lie antwortete am 19. 12. 1872: „Ihre Bemerkung über die Stelle in meiner 
letzten Note ist natürlich korrekt, und es soll verbessert werden.‘ Das hat er in 
der Tat in den Math. Ann. VII, 8. 243 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 7, Nr. 17) aus- 
geführt. 
| S. 23, Z. 11—17. Man erhält diese Gleichung, wenn man die Funktional- 
'_ determinante der B.T. gleich Null setzt. Im AR, liefert jede nicht lineare partielle 
 Differentialgleichung 1. O. eine solche B.T., die nämlich, bei der die 00° charak- 
_ teristischen Kurven der Gleichung in die Punkte übergehen, denn bei dieser gehen 
die oo! Elemente jedes charakteristischen Streifens in ein einziges Element über. 
Vgl. Lie, Leipz. Ber. 1897, S. 704—726 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 2). 

S. 24, Z2.2f. Es tritt nicht genügend hervor, daß diese Forderung eine Be- 
schränkung ist, daß im Folgenden der dritte Fall nur zum Teil erledigt wird. Gibt 
es unendlich viele vollständige Lösungen, die aus je 00° Mannigfaltigkeiten zweiter 
Dimension bestehen, so ist das Integrationsproblem auch auf ein simultanes System 
in vier Veränderlichen zurückführbar. 

Die Frage nach partiellen Diffgl. 1.0. im R, mit vollständigen Lösungen von 
je 00° Punktmannigfaltigkeiten zweiter Dimension hat zuerst A. V. Bäcklund aus- 
führlich behandelt: „Zur Theorie der part. Diffgl. 1.0.“, Math. Ann. XVII, 8. 285 
bis 314 (1881). Lie selbst hat allgemeine Untersuch. darüber erst 1898 in den Leipz. 
Ber., 8. 114—144 veröffentlicht (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XI, Kap. 1). Aber weder 
Bäcklund noch Lie geht näher auf die Kriterien ein, an denen man erkennen 
kann, ob bei einer vorgelegten Diffgl. dieser Fall eintritt; Lie spricht nur von ge- 
wissen Integrabilitätsbedingungen (vgl. hier S. 24, Z. 10, 9 v. u. und die vorhin 
ängeführte Briefstelle. Mit der Aufstellung dieser Kriterien beschäftigen sich: 
“ W. Steingräber, Über part. Diffgl. 1. 0. im R,, Diss. Greifswald 1906, und 
 Ziemke, Über part. Diffgl. 1. 0. mit Integralvereinen, die als Punktmannigfaltig- 
keiten zweifach ausgedehnt sind, Diss. Greifswald 1909. 

8. 24, 2.15 — 8. 25, 2.7. Die Gl. 9, = f(x, 2, &ı 2, Pin P,) habe eine voll- 
ständige Lösung von der Form: 


2 fı (5 U, 4; 0, ), het, %y, Ay, Ag, Ag) 


4) of, of _. ef of 


PT. Pıdz, BT an, Pıöz, 





(vgl. Abh. XII, S. 150f.), so daß also aus (1) durch Elimination von a,, a,, a, die 
Gleichung p, = f hervorgeht. Setzen wir nun 


(2) A=0@(2, X, %y, %y, Ay, Agı A) 


und wählen wir o so, daß die G.z2=f,%, =f,A=o nach a, a,, a, auflösbar 
sind, so erhalten wir zwei Gl. 


(3) P: = 9, 2%, 0, A) + %-Pı PB =V+9%.9, 

_ aus denen durch Elimination von A die Gl. 9, = entsteht. Die Größe A ist der 
Parameter, der bei festgehaltenen z, x; die von Lie erwähnten oo! Büschel be- 
stimmt, in die die durch den Punkt z, x; gehenden Elemente der Gl. P, = f angeordnet 
werden können. Deutet man p,,P,, 7, als Ebenenkoordinaten im R,, so stellt (3) 

_ die Erzeugenden der geradlinigen Fläche dar, die durch p, = f bestimmt wird. Man 
kann daher, auch wenn nur die Gl. 9,=f, nicht die vollständige Lösung (1) ge- 
geben ist, 2, —=f durch zwei Gl. von der Form (3) ersetzen, wobei allerdings der 
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Parameter } insofern unbestimmt ist, als man eine beliebige Funktion von 4, z, EUR SE 3 
als neues A einführen kann. Von dieser Unbestimmtheit abgesehen, ist die Darstellung 
(3) im allgemeinen nur auf eine Art möglich; nur wenn 2, =fim R, eine Fläche 
zweiten Grades darstellt, kommt noch eine zweite Darstellung (3) in Frage. 

Es sei (3) eine Darstellung der Gl. p,=f, die zu einer noch unbekannten 


vollst. Lös. (1) gehört. Ist diese vollst. Lös. in einer Schar von oo" (n>3) zwei- 
fach ausgedehnten Lös. enthalten: 


2=F, (ü, 2, Gy ...,@,); a=F, 
(4) OF, or, OF, OF, 
eh Öx; ’ ee. da, D 


so bestimmt diese in jedem Punkte z, x, dieselbe Zerlegung der zugehörigen 00? 
Elemente von p, = f in oo! Büschel wie die Gleichungen (3), es wird also 4 eine 
Funktion von 2, 2,, 2, ZA -«., a,. Ist dagegen (2) eine isolierte Schar von 
zweifach ausgedehnten Lösungen, die in keiner solchen Schar von oo" (n>3) ent- 
halten ist, so muß sich A durch einen Ausdruck von der Form (2) darstellen lassen. 
Benutzt man dann, wie es offenbar möglich ist, die Größen 2, x,, 2, 2,, ?,, 4 als 
Koordinaten für die o0° Elemente der Gl. 2, = f, so wird die vollständige Lösung 
(1) in diesen Koordinaten durch drei Gl. von der Form 

(8) 9, Dy(2, &, %, 2%, A) (k=1,2,8) 
dargestellt. 


In den ursprünglichen Koordinaten erscheint die vollst. Lösung (1) in der Form 
pP =f, 4 = P,(2, X, % %s , Pır Pe) (k=1, 2,3), 
und da alle diese Lösungen von charakteristischen Streifen erzeugt sind (Abh. XII, 


S. 167), so sind die %, = a, Integralgleichungen des simultanen Systems, das die 
char. Streifen definiert und das durch Weglassung von 9, =f die Form 


da: day: das :da:dp dp = — 1: — hf halt Bhf + Bit, 
annimmt. Drückt man hier vermöge (3) P, durch &,, 2, %,, 2, 2,, A aus, so erhält 
man ein simultanes System, von dem ®,= a, drei Integralgleichungen sind. Da _ 
aber dieses System von Integralgleichungen nur z, &,,%,, &,, A enthält und als 
solches isoliert ist, so müssen die Gleichungen d®,=0 auf algebraischem Wege 
aus dem simultanen System folgen, das heißt, indem man dp, wegläßt und p, 
eliminiert. Daß man auf diesem Wege drei lineare totale Gleichungen in 2,2,,%,,%, 
und A erhält und daß diese drei ein unbeschränkt integrables System bilden, das 
ist das Kennzeichen dafür, daß zu der Darstellung (3) der Gl. pP; = f eine isolierte 
vollständige Lösung (1) gehört. Damit sind wir aber gerade auf das von Lie be- 
schriebene Verfahren geführt worden. 

Bequemer kommt man so zum Ziele: Nach (1) und (8) muß sein: 

02 02 or, 0% Er 

(6) 0, er FE Fu ’ OR, ®. 
Da 2, &,,A bestimmte Funktionen von X, X, A, A, A, werden und nicht mehr als 
drei willkürliche Konstanten enthalten dürfen, so müssen sich aus (6) durch Bildung 
der Integrabilitätsbedingungen die Ableitungen von A nach x, und x, als Funktionen 
von 2, %,%,%,, A bestimmen lassen, und das ganze so entstandene System muß 
unbeschränkt integrabel sein. Erhält man durch Bildung der Integrabilitätsbed. die 
Ableitungen von A bestimmt, aber kein unbeschränkt integrables System, so ist das 
ein Zeichen, daß es keine vollständige Lösung (1) gibt, die zu (3) gehört; dasselbe 
gilt, wenn man eine endliche Gleichung zwischen 2, &,, &,, &,, } erhält. Bekommt 
man bloß eine Diffgl. für 4, so gibt es unendlich viele vollständige Lösungen (1), 
die zu (3) gehören. 

8.25, Z.4—1 v. u. Ist das vorhin besprochene totale System in 2,%,,%3,&,,4 
beschränkt integrabel, ist also die Zahl seiner Integrale nicht drei, sondern bloß 


Be ee 
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zwei oder eins, so kommt deren Bestimmung auf die Integration eines dreigliedrigen 
(viergliedrigen) vollständigen Systems in fünf Veränderlichen hinaus, also nach den 
Methoden von A.Mayer und Lie (vgl. S.628f.) auf die Integration eines simultanen 
Systems in drei (zwei) Veränderlichen. Die betreffenden Integrale befriedigen dann 
zugleich das simultane System der Charakteristiken, dessen Integration auf diese 
Weise vereinfacht wird. 

8. 25, Z. 13—21. Die charakteristischen Streifen von f=0 sind ja durch die 
Lösungen der Gleichung [fF] = 0 bestimmt. Wenn [fp] = 0 ist vermöge f= 0, so 
liegt g mit f= 0 in Involution, und es ist für jedes a die durch /=0, 9 =a be- 
stimmte Schar von Elementen von char. Streifen von f=0 erzeugt (vgl. S. 605). 
Alle g=a, die mit allen Gleichungen / =0,..., f„—=0 in Involution liegen, be- 
stimmen daher die charakteristischen Mannigfaltigkeiten des Systems f, = 0,...,fp= 0 
(vgl. Abh. III, S. 15 und $. 603—609, wo der Fall py=2 durchgeführt ist). 

S. 25, 2.9, 8 v. u. Vgl. Abh. II, S. 7£. 

8.25, 28 v.u. — 26, Z.5. Vgl. Jacobi, Abh. VI, Crelle Bd. 60, $ 18— 

S. 23—28, Werke V, S. 26-32. Jacobi betrachtet da zwei von z freie, nach p, und 
p, aufgelöste Gleichungen 


M— 9 rn Bm Par P)=0r Pr — Pe Ar + Um Par 2) 05 
für die (, — 9: m — 9) = 0 ist, und sucht die gemeinsamen Lösungen von 
(m —9,N=9, (Pr —9Ps,f)—=0. Kennt man eine Funktion y, von &, ..., In, 
Be Da, Mir die (m 9 Y)=0 ist, so sind nach dem Poisson-Jacobischen 
Satze (vgl. Abh. VII, S. 37) auch 


(Pe — Pay) = Nr (Pr — Par a) Us: 
Lösungen von (?, —91,f)=0. Da es nun solcher Lösungen 2n — 3 gibt, unter 
denen eine, nämlich = x,, von vornherein bekannt ist, so gibt es ein !<2n — 4 
derart, daß y,, , durch ©, und die vorhergehenden Funktionen Kurs ++, X, ausgedrückt 
werden kann, während es für 4, ,, nicht geht, wenn k<{I ist. Zur Bestimmung 
einer gemeinsamen Lösung hat man daher nur eine Funktion f von 2,,%,,.. .,%; zu 
suchen, für die 
2 ar of of 


[Y — 9, fl= u, mt +2 04, 


wird; man hat also eine N usihliens Diffgl. Iter Ordnung zu integrieren. Der un- 
günstigste Fall ist für Jacobi: = 2n — 4, dann aber sind alle Lösungen von 
?, — Yı = 0 bekannt, also diese Gleichung vollständig integriert. 

Man vgl. hierzu Lie, Math. Ann. IX, S. 291—293 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II, 
Note 2 am Schlusse). 


0) 
+ 


Zu Abhandlung V, 8. 27—28. 


S. 27, Z. 10-13. Über die Verallgemeinerung des Indikatrixbegriffes vgl. 
Leipz. Ber. 1895, 8. 69 f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Schluß von Kap. 1). Schon 
Graßmann hat in der Nr. 501 seiner Ausdehnungslehre von 1861 bemerkt, daß 
jedes System von partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung auf ein 
System von Pfaffschen Gleichungen zurückgeführt werden kann (Gesammelte Werke 
Ba. II, 8. 342—345, Leipzig 1896). 

S. 27, Z. 14—18. Lie denkt hier selbstverständlich an die in der Abh. II, 
8. 23—25 erwähnte Klassifikation. Über die entsprechende Klassifikation von Glei- 
chungen höherer Ordnung finden sich nirgends Andeutungen, es handelt sich aber 
zweifellos um solche Untersuchungen, wie er sie in Abh. XXVII, S. 394—397 skizziert 
und in den Leipz. Ber. 1895, S. 61—89 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Kap. 1, $ 2, und 
Kap. 2) ausführlich dargestellt hat. Dort werden ja part. Diffgl. höherer Ordnung 
auf solche von 1. O. zurückgeführt, die gegenüber der Gruppe aller Punkttransfor- 
mationen ausgezeichnete Eigenschaften haben. 
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S. 27, Z. 3—1 v. u. Diese Frage hat später A. V. Bäcklund behandelt: „Über 
Flächentransformationen‘“, Math. Ann. IX, S. 297—320 (1876). Eine Transformation 
anderer Art als die von Bäcklund betrachteten ist Bianchis Transformation der 
Flächen konstanter Krümmung, der hier die Abh. XXVIII-XXX gewidmet sind. 
In der Arbeit „Zur Theorie der Flächentransformationen“, Ann. XIX, 8. 387—422 
(1882) hat dann Bäcklund eine allgemeine Theorie dieser neuen Transformationen 
entwickelt. 

S. 27, 2.10, 9 v. u. Ausgeführt in Abh. XIV, S. 188—205. 

S. 27, Z. 9—6 v. u. Wie das zu verstehen ist, deutet Lie an Math. Ann. XXIV, 
S. 547, 1884 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, Nr. 7). 

S. 27, 2.4 v. u. — 28, Z. 3. Ausgeführt in Abh. XI, S. 126—147, und XXI, 
S. 320—351. 

S. 28, Z. 4-7. Vgl. Math. Ann. VIII, S. 282 f., 1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
$ 20, Nr. 42). 

S. 28, 2. 8f. Vgl. Abh. IV, 8. 19, Z. 18—4 v. u. 

S. 28, Z. 12. Math. Ann. V, 1872 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I). 

8. 28, Z. 18—15. Auf solche Fragen ist Lie niemals wieder zurückgekommen. 


Zu Abhandlung VI, 8. 29-31. 


Die Andeutungen dieser Arbeit sind ausgeführt in Abh. VII, die der Note in 
Abh. VII. 

In einem undatierten Briefe Lies, den A. Mayer am 15.12.1872 beantwortet 
hat, heißt es: 

„Ich werde Ihnen bald eine kleine Note über verschiedene neue Sachen schicken. 
In diesen Tagen mache ich eben eine Theorie, die sehr merkwürdig scheint. Sie 
ist in gewissem Sinne eine Kombination mehrerer alter Theorien. Das Folgende ist 
eine Andeutung: 

„Sei vorgelegt F(&,,...,%,, Ps: +, 2) = a. Ich kenne zwei solche Fkt. p, daß 
(F9,)=0, (Fy,)=0. Dabei setze ich voraus, daß (p, 9,) = Const. nichts Neues 
gibt. Alsdann erfordert die Integration von F nur, daß man 


1 System aus 2n —5 Gl. 
1 System aus 2n — 7 Gl. 


aufstellt und jedesmal ein Integral bestimmt.‘) Dieser Satz, der sich nach ver- 
schiedenen Seiten verallgemeinern läßt, vervollständigt in schöner Weise die alten 
Theorien. Die Detaillen habe ich übrigens noch nicht durchgearbeitet. Aber ganz 
verkehrt ist es nicht. « 
„Meine Theorie beruht auf dem Mayerschen Theorem, dessen fundamentale 

Bedeutung ich mit jedem Tage besser begreife. 

In einem Briefe, den A. Mayer am 22.12.1872 erhalten hat, schreibt Lie weiter: 

„Was ich letztesmal schrieb, war natürlicherweise nicht korrekt. Nichtsdesto- 
weniger ist es sicher, daß ich ziemlich wichtige Entdeckungen gemacht habe. Es 
handelt sich darum, wenn eine Anzahl Gl. p, — Const., ..., 9 = Const. gefunden 
1) Man muß damit anfangen, eine Lösung des Systems (Ff)=0, (g,N=°, 
(Pf) = 0 aufzusuchen. Dieses hat 2» — 3 Lös., von denen man eine, nämlich {= F, 
kennt, also hat man zunächst ein Integral eines sim. Syst. von 2» — 4 Gl. aufzusuchen, 
dann ein Integral eines Syst. von 2n — 6 Gl. usw. (vgl. Abh. VII, 8. 56). Damit ist 
aber in Wahrheit nichts gewonnen, denn von der Gl. (Ff) = 0 kennt man drei Lös., 
die Aufsuchung einer vierten führt daher auf ein sim. Syst. derselben Ordn. Vgl. 
den nächsten Brief. A.d. H. 


Briefe an A. Mayer 637 





sind, die mit einer vorgelegten in Inv. liegen: F(&,,...,2,)=0, alsdann F=0 
_ in möglichst einfacher Weise zu integrieren. Meine Methoden vereinfachen dies 
Problem immer, wenn g>2<{n. Ist 9g>n, so vereinfacht meine Theorie im All- 
_ gemeinen die Aufgabe. Man kann a priori entscheiden, ob der Ausnahmefall ein- 
tritt. Baldigst mehr hierüber.“ 
Und schon in einem Briefe vom 19. 12. 1872 teilt er die ganze Theorie von 
Abh. VI mit. 
8. 29, Z.8. Hier setzt Lie noch: 


b EL 
_. 319% da, _ 0a =); 
aa (024 Om 20, 0.) 
vgl. dagegen Abh. IX, S. 98. 

8. 29, Z.11. Am 11. 3. 1873 schreibt A. Mayer an Lie: „Für Ihre Veröffent- 
lichungen möchte ich mir eine Bemerkung erlauben. Clebsch nämlich nennt voll- 
ständiges System, was Sie geschlossenes System nennen. Beide Bezeichnungen er- 
scheinen mir nun vollkommen gleichberechtigt, Da aber die eine einmal schon ein- 
geführt ist, so würde ich es vorziehen, an derselben auch festzuhalten.“ Lie hat 
seitdem immer die Bezeichnung „vollständiges System“ angewandt; vgl. z. B. Selbst- 

anzeige Vla, 8. 31, 2.1; Abh. VII, 8. 36, Z. 22 und 6, 5 v.u. Dagegen kommen 
8.37, Z.6 v. u. noch einmal „geschlossene Systeme“ vor. 

S. 29, Z. 14—17. In Abh. VII benutzt Lie den Ausdruck „Gruppe“ ohne den 

Zusatz „geschlossene“. Später, als er die Theorie der Transformationsgruppen ent- 
wickelt hatte, unterschied er die hier betrachteten Gruppen von den Transformations- 
gruppen durch die Benennung „Funktionengruppen“, s. Archiv Bd. I, S. 184, 1876 
(d. Ausg. Bd. V, Abh. III, $ 10). 

8.29, 2.2, 1 v.u. Vgl. Abh. VIII, S. 64, Z. 3—1 v. u., Abh.XIX, $S. 287—293. 

8. 29, Z2.6—4 v. u. Vgl. Abh. VII, 8. 40 f., Nr. 4. 

8. 30, Z. 14. Vgl. Abh. XX, 8. 317, Z. 18—15, und Leipz. Ber. 1896, 8. 411f. 
(d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV am Schlusse). 

8. 30, 2. 17—20. Eine Gl. in z,x,,..., %,_1 Pr» 2a, die z wirklich 
enthält, kann ja als eine Gl. in @,,...., %,, Pi ---, 2, geschrieben werden, die in 
den » homogen ist. Die allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1. O. des R, kommt 
daher auf die Theorie der von z freien und in den p homogenen Gl. des R,rı 
‚hinaus, was zur Entwicklung der Theorie der homogenen Funktionengruppen führt. 
Vgl. Abh. VII. 

S. 30, 2.10—8 v. u. Die von 2 freien Gl. in &,, ..., &ı Ps +» P„ allein sind 
nach S. 615 dadurch gekennzeichnet, daß sie die inf. B.T. mit der char. Fkt. 1 ge- 
statten. Ist eine solche Gl. überdies in den » homogen, so gestattet sie die inf. Trf. 


Zn op; 
in den p» allein oder, was auf dasselbe hinauskommt, die inf. B.T. mit der char. 
 Fkt. z. Ebenso ist eine homogene Funktionengruppe (s. Abh. VIII) dadurch gekenn- 
zeichnet, daß mit der Funktion f stets zugleich auch Ip, Fu der Gruppe angehört 
(Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 215, 1890). Eine homogene Funktionengruppe bleibt also 
auch bei den inf. B. T. mit den char. Fkt. 1 und z invariant. 

: An diese besonderen Eigenschaften der in den p hom. Gl. in den &,p muß 
Lie hier gedacht haben‘), nicht an die allen Gl. in den x, p gemeinsame Eigen- 
schaft, daß jede Lösung der Gl. (Ff)=0 mit einer inf. Trf. gleichbedeutend ist, 
bei der die Gl. inv. bleibt (s. Abh. XVIII, 8. 269— 271). 








1) Daß Lie die Stelle so verstanden hat, geht auch hervor aus dem Zitat in 
der Th. d. Trfsgr. Bd. II, 8. 285 (Leipzig 1890). 
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Zu Abhandlung VII, S. 32—63. 


In einem im März 1873 geschriebenen Briefe an A. Mayer heißt es: „Das 
Nachstehende schrieb ich Mitte Februar. Ich sehe, daß ich nicht dazu komme, etwas 
Ordentliches zusammenzuschreiben. Eine erste Abhandlung ist nun druckfertig etwa. 
Sie wird hier gedruckt. Es fängt in 10—12 Tagen an.“ Am Rande steht noch: 
„Ich habe mich später dazu bestimmt, meine Abhandlung in drei zu zerlegen; die 
erste, die druckfertig vorliegt (der Druck fängt in kurzer Zeit an), behandelt Glei: 
chungen F(x,...%,P,-: 2) = 0. Die zweite behandelt Gleichungen, welche p, ... P, 
homogen enthalten. (Sie ist in etwa 14 Tagen fertig.) Die dritte gibt allgemeine 
Gesichtspunkte. Sodann folgen Abhandlungen über Pfaffsches Problem, über Glei- 
chungen mit inf. Trf. usw.“ Der Brief selbst handelt über die Theorien von Abh. VII. 
Einen Abdruck dieser Arbeit hat A. Mayer in Leipzig am 10. 4. 1873 erhalten. 

Im Bull. d. Sc. math. Bd. XII (II. Serie Bd..D), Abt. 2, S. 96, Paris, Mai 1877, 
findet sich eine Inhaltsangabe, die möglicherweise von Lie herrührt, die sich aber 
auf die Übersetzung der Paragraphenüberschriften beschränkt. In umgearbeiteter 
Fassung bildet die Arbeit einen Teil der Abh. Math. Ann. Bd. VII; s. dort $. 248 
bis 262, 267—270, 273—281 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 9—13, 15, 17—19). 

S. 32, 2. 6f. Gemeint sind die Mayerschen Abh. IH und IV. 

S. 32, Z. 11—3 v. u. Vgl. die Anm. zu $. 17, Z. 6—8, $. 628 ff. 

S. 33, Z. 1—4. Vgl. die Anm. zu 8. 17, Z. 9—12, $. 630. 

8.33, 2.5—10. Ein Gleichungssystem Fu (@& m PH 2)=0 u=l,...,m) 
heißt ein Jacobisches System, wenn es nach m von den 9, auflösbar ist, und wenn 
die F',„ paarweise in Involution liegen, wenn also alle (F.F,) identisch verschw. 
Lie denkt an den Satz S. 14, Z. 16—20, drückt sich aber sehr ungenau aus. Es 
müßte heißen: „Man kann ein Jacobisches System immer auf eine solche Form 
Pu—fu=0 bringen, daß die Integration einer Gleichung z. B. die von p, — fi = 
die des ganzen Systems nach sich zieht.“ Darauf kommt das Verfahren in Abh. XV, 
S. 211—216 hinaus. 

8.33, Z.10—18. Gemeint ist das in Abh. IV, 8. 25, Z.11 v. u. — 26, Z.5 Gesagte. 

S. 33, Z. 14. In den Abh. VII und VIII benutzt Lie das Symbol () noch in 
derselben Bedeutung wie auf S. 29, Z. 8; vgl. die Anm. dazu, $. 637. 

S. 34, 2. 8—3 v. u. Vgl. Abh. IV, 8. 25, Z. 16—21. 

S. 34, 2. 5—13. Das Verständnis des Folgenden wird erleichtert, wenn man 
sich gleich von vornherein vorstellt, daß die Gruppe (Funktionengruppe, vgl. die 
Anm. zu Abh. VI, 8. 29, Z. 14—17) aus allen Funktionen von %,,..., u, besteht 
und daß das Funktionensystem «, .... «, nur eine unter den unendlich vielen Arten 
ist, die Gruppe zu bestimmen. Lie hat seine Ausdrucksweise erst im 2. Bde. seiner 
Th. d. Trfsgr. (Leipzig 1890, S. 180) dem angepaßt. Die dort gegebene Darstellung 
gewinnt noch, wenn man nach dem Vorschlage von S. Kantor jedes der Gruppe 
_ angehörige, System von r unabhängigen Funktionen als eine Basis der Gruppe 
bezeichnet. Vgl. dessen Arbeit: Neue Grundlagen usw., Wiener Berichte, Math.- 
naturw. Kl., Bd. 112, Abt. IIa, Juli 1903, S. 774. 

S. 34, Z2.2,1v.u. Jacobi, Abh. VI, $ 63, Crelle 60, S. 143; Werke V, 8. 151. 

8. 35, 2. 8—1 v. u., 36, Z. 21—17 v. u. Vgl. Abh. IV, S. 18. 

8. 36, Z. 4—7. Vgl. Abh. IX, S. 112. 

8. 36, Z2.16—12v.u. Leider ist Lie doch nirgends wirklich darauf eingegangen; 
nur in der Arbeit Math. Ann. VIII, S. 251 (d. Ausg. Bd. IV, Abh.I, Einl. zu $ 10) 
sagt er noch, synthetische Spekulationen über das Poisson-Jacobische Theorem 
und über dessen eigentlichen Kern hätten ihn auf den Satz 3, $. 36 geführt, er 
habe bemerkt, daß die Mannigfaltigkeiten zu untersuchen sind, die von den char. 
Str. zweier oder mehrerer Gl. erzeugt werden. Hiernach ist es möglich, sich eine 
Vorstellung zu machen, wie ungefähr sein Gedankengang gewesen ist. 





Gleichungen in den x, p allein 639 


Das Poisson-Jacobische Theorem bezieht sich auf Gl. F (x, p)= 0, die von 
z frei sind. Nach S. 616f. ergibt es sich, wenn man von zwei Lösungen p(x,p) und 
#(x, p) der Gl. (Ff)= 0 die eine, etwa g, als char. Fkt. einer inf. B.T. auffaßt und 
diese inf. B.T. auf die andre Lösung x ausführt, dann ist nämlich 


stets wieder eine Lösung. Durch fortgesetzte Anwendung des Theorems gelangt man 
dann stets zu einem abgeschlossenen Systeme von Lösungen, aus dem mit Hilfe des 
Theorems keine neuen Lösungen abgeleitet werden können, d.h. keine, die von den 
schon bekannten unabhängig sind. Die Frage ist: welchen begrifflichen Sinn hat 
ein solches abgeschlossenes System von Lösungen? Oder fragen wir lieber gleich 
allgemeiner: welchen begrifflichen Sinn hat ein System von r unabh. Funktionen 
Uy...,%, der &,, 9,, aus dem durch Bildung der Klammerausdrücke (w,;u,) keine 


von %,...,, unabh. Fkt. entsteht, so daß Relationen von der Form 
(1) (u; u) = @;, (U, - - -, %,) (yk=1,...,r) 
bestehen ? 


Um diese Frage beantworten zu können, müssen wir etwas weiter ausholen. 


Die Gleichungen zwischen x,,...,%,, Ps ---, ?„ allein. 
Neue Auffassung der Involutionsbeziehung. 


Wir bemerken zunächst, daß das Fehlen von z eine wesentliche Vereinfachung 
mit sich bringt. Statt des R,„;ı der El. z, &,, p; können wir nämlich den R,, wit 
den Punktkoord. x;, p, betrachten, in dem jeder Punkt als die senkrechte Projektion 
von 00' Punkten des R,,,, mit den Punktkoord. z, x,, p, aufzufassen ist. In der 
Tat, eine inf. B. T. 


Li... 
(2) 92; = 9,0t, 9, = —9,0t, 2 Sn, nlat 


deren char. Fkt. p von z frei ist, läßt zwar jede Gl. = const. inv., aber in dem 
R,,„4, führt sie nur die El.z, &,,p,, die der Gl. 9 — 0 genügen, auf den hindurchg. 
char. Str. dieser Gl. fort. Dagegen verschiebt sie im R,„:x;, p; jeden Punkt x,, p,? 
auf der durch ihn gehenden Integralkurve des sim. Syst.: 


(3) Ar :...:48,:dP :...:0P, = Py 99: Pr Lu ER 


d. h. auf der Projektion aller der char. Str. der Gl. g(x,p)—=g(x°, p°), die durch 
die oo! El. 2, x,°, 9, gehen. Dasselbe leistet nun aber im R,, die inf. B. T. mit 
der char. Fkt. (x, p) — p(x°, p°), weil die additive Konstante — p(x°, p°) auf die 
Zuwachse dx,, dp, keinen Einfluß hat, und diese inf. B.T. führt jedes El. z, x,, »,, 
das der Gl. p(x,p)=g(x°, p°) genügt, auf dem hindurchgehenden char. Str. fort. 

Der Bequemlichkeit wegen nennen wir die eben erwähnte Integralkurve des 
sim. Syst. (3) die durch den Punkt x,°, p,° gehende char. Kurve der Gl. 
9, P)= p(x”, p”), und die zum Punkte x,°, p,' gehörige Tangentialrichtung dieser 
Kurve bezeichnen wir als die zu dem Punkte x,°, p,° gehörige char. Richtung 
der Gl.p(@, p)=9(x°, p°). Eine Verwechselung mit den Mongeschen char. Kurven 
der part. Diffgl. p(x, p) = p(x°, p°) (vgl. 8.593) und mit der auf $. 602 eingeführten 
char. Richt. in dem R,, +ı der El. z,x,, 9, ist dabei nicht zu befürchten. 

Benutzen wir diese Ausdrucksweise, so können wir sagen, daß jede Mann. 
p(z,p)=4A des R,, von char. Kurven der Gl.9= A erzeugt ist, während sie 
gleichzeitig, als Mann. des R, n+ı der El. z, x,, p, aufgefaßt, von den char. Str. der 
Gl.p=A4 erzeugt ist. 

Die char. Richt., welche die Gl. (x, p)= 4 innerhalb des R,, jedem ihr ge- - 
nügenden Punkte «,, p, zuordnet, ist durch (3) bestimmt. Sie berührt daher die 
durch = A dargestellte (2n —1)-fach ausg. Mann. des R,, in dem betr. Punkte 
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und liegt in der zugehörigen (?n — 1)-fach ausg. Tangentialebene dieser Mann. 
Andererseits ist sie die Projektion der char. Richtungen, die g=A als Gl. des 
Ran 41:2, %, P; aufgefaßt allen Punkten 2, x,, p, zuordnet, die den Punkt x,, 9; 
zur Projektion haben. Nun ist die Beziehung zwischen der Gl. = A und den zu- 
gehörigen char. Richtungen im R,,,, invariant gegenüber allen B. T., demnach 
ist die Beziehung zwischen der Gl. 9=_4A und den im R,„:2%,P; ES 
char. Richtungen invariant gegenüber allen B. T., bei denen die &,,p, für sich 
transformiert werden, bei denen also der R,„:%;, 2, invariant bleibt, sie ist mit 
andern Worten invariant gegenüber allen inf. B.T., deren char. Fkt. von 2 frei sind. 
Bedenkt man überdies, daß p,,9,, in jedem Punkte x,, p,; die (&n — 1)-fach ausg. 
Tangentialebene der hindurchg. Mann. = A bestimmen und daß die zu dem 
Punkte gehörige char. Richt. eben nur von dieser Tangentialebene abhängt, so liegt 
es nahe, das auf S. 601f, angewandte Verfahren auf den vorliegenden Fall zu über- 
tragen. Wir setzen 9, —=X;, 9,,— P; und entkleiden die Größen X,, P, ihrer ur- 
sprünglichen Bedeutung als der part. Abl. einer Funktion; wir deuten sie nämlich 
als homogene Koord. der durch den Punkt «,,p, gehenden (2n — 1)- fach ausg. 
Ebene, die durch die Gl. ,.„ 


bestimmt wird. Dann werden &,,9,, X;: P; die Koord. eines El. des R,„, und 
die letzte Gl. wird die Bedingung für die vereinigte Lage von zwei unendl. ben. El. 
dieser Art. Das sim. Syst. (3), das jetzt die Form 


da,:dp, = P;:— X, (i=1,...,n) 


annimmt, zeigt, daß überhaupt jedem EI. x,, p,, X,:P,; des R,, eine char. Richt. 
zugeordnet ist, die durch den Punkt des El. geht und in der Ebene des El. liegt 
und die in homog. Ebenenkoord. > P,; durch die Gl. 


dargestellt wird. Die Beziehung Be jedem El. des R,, und seiner char. Richt. 
bleibt bei allen B. T. des R, _,:2, ®, erhalten, die die x,, p; für sich transformie- 
ren, also bei allen inf. B. T. mit von z freien char. Funktionen. 

Die Gl. (4) ist eine Beziehung zwischen zwei EI. des R,,„, die zu demselben 
Punkte «,, p, gehören, und sagt aus, daß die char. Richtung jedes der beiden El. 
auf der Ebene des andern liegt. Sie ist nichts anderes als die Involutionsbeziehung 
(px) = 0 in der allgemeineren Auffassung, die Lie 8. 1,2. 9,8 v.u. im Auge ge- 
habt haben muß und die wir für den Fall der Gl. [F’%] = 0. schon auf 8. 603 ent- 
wickelt haben. Sie stellt eine involutorische Beziehung dar zwischen den Geraden 
und den. (2%» — 1)-fach ausg. Ebenen des R,,„, die durch einen beliebigen Punkt 
dieses Raumes gehen. Bildet man die betreffenden 00°” "! Geraden auf die Punkte 
eines R,,_; ab, so erhält man in diesem R,,_, die durch einen linearen Kom- 
plex vermittelte Reziprozität und (4) ist geradezu in homogenen Ebenenkoord. des 
R,„_ı die Gl. dieses linearen Komplexes. 

Nunmehr können wir zur Betrachtung der r-gliedrigen Funktionengruppe 
U, +++, %, übergehen. 


Die durch eine Funktionengruppe bestimmten Scharen von Mannigfaltigkeiten. 


Die von einander unabh. Gl. «, = Const., ..., u, = Const. zerlegen den R,,, in 
00” (2n—r)-fach ausg. Mann. derart, daß jeder Punkt x,°, 2} einer bestimmten 
Mann. u,(x, p) = u,(@°, p°) (k—=1,...,r) angehört. Setzt man u,(x°, p°) =a,, so 
wird durch jede der r Gl. u,— a, dem Punkte eine char. Richtung zugeordnet. Ist 
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2%, 25° ein Punkt von allg. Lage, d.h. ein solcher, für den die r-reihigen Det. 
der Matrix 


Er ie) | 
I 9 

| (ke1,..4r) | 

die ja nicht alle identisch verschwinden, nicht alle den Wert Null annehmen, so 

bestimmen diese r char. Richt. in dem Punkte ein ebenes Bündel von 00”! Richt. 

Diesem Bündel gehört auch die char. Richtung an, die irgend eine Gl. Q(w,,..., %,) 


= R(a,,...,a,) dem Punkte x;°, p?,;° zuordnet, welche Funktion auch 2 sein mag, 
denn es ist ja: 


1.7 
_. S102 9u, 7082 du, 
ln ‚%,) Sau. 2 ae == Nr. 


und zwar kann man die Fkt. 2 offenbar so wählen, daß diese Richt. jede beliebige 
Richtung des Bündels wird. Die Gl. 2(u,,... %,) := 2(a,,...,a,) stellt nun die 
allgemeinste von Mann. u, = Const., ..., u, = Const. erzeugte (?» — 1)-fach ausg. 
Mann. des R,, dar, die durch die Mann. =a,: .,u.=a, geht, und der 
Inbegriff aller Tangentialebenen, die diese (2» — 1)-fach ausg. Mann. in dem Punkte 
x;°, p;° besitzen, fällt zusammen mit dem Inbegr. aller &” 1 (2n— 1)-fach ausg. 
Ebenen, die die Mann. =q,,...,%.=a, in dem Punkte x,°, p,° berühren. Dem- 
nach besteht unser Bündel von 00”! Richt. aus den char. Richt., die zu den oo’! 
El. des R,, gehören, die durch den Punkt x,°, p,’ und durch die eben erwähnten 
00””! Tangentialebenen der Mann. u, = a,,..., 4, = a, bestimmt werden. Diese 
00””" Tangentialebenen bilden ihrerseits ein ebenes Bündel, denn sie gehen alle 
durch die (2n — r)-fach ausg. Tangentialebene der Mann. w,=a, (k=1,...,r). 

Das bis jetzt Gesagte gilt, wenn «,,...., %, beliebige von einander unabh. Fkt. 
sind. Bestimmen aber diese Fkt. eine r-gliedr. Fktgr., bestehen also Relationen von 
der Form (1), so läßt sich noch mehr aussagen. 

Führt man nämlich die inf. B. T. mit der char. Fkt. u,(&, p) auf eine belie- 
bige Mann. u,(x’, pP‘) = c,(k=1,...,r) aus, so erhält man die unendl. ben. Mann.: 


u — + (u, u — )It—=0 (k=1,..4r), 
deren Gl. wegen (1) auch so geschrieben werden können: 
Y—C; + @;;(C 1:..,6,)08 ='0 (k=1,..ar). 


Unsere inf. B. T. vertauscht somit die 00” Mann. u, = Const. (k=1,...,r) unter 
einander. Man erkennt sogar leicht, daß überhaupt jede inf. B. T. mit einer char. 


Fkt. von der Form Alu Ds. .., %,(E, D)) 3 


dieselbe Eigenschaft besitzt. Aber schon die Tatsache, daß die Schar der 00” Mann. 
% = Const..(k =1,...,r) bei den r inf. B.T. u,,...,u, inv. bleibt, genügt, um 
%y...,4, als eine r-gliedr. Fktgr zu kennzeichnen. j 
Verschwinden die Ausdrücke (u,;u,) (,k=1,...,r) alle identisch, so haben wir 
einen schon früher betrachteten Fall, denn die Gl.w,=c,(k=1,...,r) bilden dann 
bei beliebigen Werten der Konst. c, ein r-gliedr. Involsyst. (vgl. 8. 603 ff., wo aller- 
dings nur der Fall r=2 behandelt ist, und S. 610). Ersetzen wir die damals be- 
nutzten char. Str. der Gl. u,= a, durch ihre Projektionen auf den R,„:x,,p;, also 
durch die char. Kurven derselben Gl., so ergibt sich folgendes: Die Mann. „=, 
= c, zerfällt in 00°”"?" r-fach ausg. Mann., deren jede von char. Kurven 
jeder der Gl. u,=c; erzeugt ist, und jede dieser r-fach ausg. Mann. kann man sich 
dadurch entstanden denken, daß man durch einen Punkt der Mann. „,=c,(k=1,..,f) 
dıe hindurchg. char. Kurve der Gl. u, =c, legt, durch alle Punkte dieser Kurve die 
hindurchg. char. Kurven der Gl. „= c,, durch alle Punkte der so entstandenen 
zweifach ausg. Mann. die hindurchg. char. Kurven der Gl. w, = c,, usf. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 41 
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In dem allgemeinen Falle, den wir hier betrachten, brauchen die r Ausdrücke 
(u;,%), -- +, (%;,%,) nicht für jedes i zu verschwinden. Denken wir uns daher die 
inf. B. T. «, unendl. oft auf die Mann. „=c,(k=1,...,r) ausgeführt, so nimmt 
diese im Allg. o0' versch. Lagen an, die zusammengenommen eine (2n—r +1)- 
fach ausg. Mann. bilden. Die letztere Mann. erhält man offenbar auch dadurch, daß 
man durch jeden auf der Mann. „= c,(k=1,...,r) liegenden Punkt 2,°, 2; die 
hindurchg. char. Kurve der Gl. u,(x, p) = u;(x°, p°) legt. Im Allg. werden daher die 
00” Mann. u,= Const. (k=1,...,r) von jeder inf. B. T. w, unter einander vertauscht 
und. keine von ihnen ist von char. Kurven einer Gl. von der Form ,— a;—=0 er- 
zeugt. Dafür stellt sich aber heraus, daß die in dem besonderen Falle gefundene 
Konstruktion r-fach ausgedehnter Mann., die von char, Str. erzeugt sind, auch jetzt 
noch anwendbar ist. Das wollen wir nunmehr zeigen. 

Wir haben gesehen, daß die Schar der oo” Mann. u,= Const. (k=1,...,r) 
jedem Punkte z,°, p,° von allg. Lage zwei ebene Bündel zuordnet, die vermöge (4) 
zu einander reziprok sind, nämlich erstens das Bündel der oo"! (&n — 1)-fach 
ausg. Tangentialebenen, die die Mann. u,(@,pP)=u,(&°, p)) k=1,...,r) in dem 
Punkte x;°, p;° besitzt, und zweitens das Bündel der 00””! char. Richt. derjenigen 
oo”=! EI. des Rg„, die durch den Punkt z,°, p,° und durch diese o0””! Tan- 
gentialebenen bestimmt werden. Andererseits wissen wir, daß die r inf.B. T. u, ,...,%, 
die oo” Mann. u,= Const. (k=1,...,r) unter einander vertauschen. Demnach ist 
klar, daß bei jeder inf. B. T. «, die Punkte des R,, so transformiert werden, daß 
jeder Punkt x,’, p,’ von allg. Lage mit dem zugehörigen Bündel von 00”! EI. des 
R,,„ in einen unendl. ben. Punkt mit dem zugehörigen Bündel von oo”! El. des 
R,„ übergeht. Da nun bei der B. T. die Beziehung zwischen jedem El. des R,, 
und der zugehörigen char, Richtung erhalten bleibt, so geht gleichzeitig der Punkt 
©;°, p;’ mit dem zugehörigen Bündel von 00”! char. Richt. in jenen unendl. ben. 
Punkt mit dem zugehörigen Bündel von o0””! char. Richt. über. Denken wir uns 
also die inf. B. T. «, unendlich oft auf den Punkt x,°, p,° ausgeführt, so beschreibt 
der Punkt die hindurchg. char. Kurve der Gl. u, (&, p) = u, («°, p°), und die zu den 
Punkten dieser Kurve gehörigen Bündel von je o0””! char. Richt. werden unter 
einander vertauscht. 

Nunmehr sind wir soweit, daß wir die vorhin angekündigte Konstruktion be- 
gründen können. 

Durch einen Punkt x,°, p,’ von allg. Lage legen wir die hindurchg. char. Kurve C 
der Gl. u,(&,p)=u, (x, p°) und durch jeden Punkt x,',p, von C legen wir die 
hindurchg. char. Kurve der Gl. u,(@,p)=u,(«’, p)). Wir erhalten so eine zweifach 
ausg. Mann. M,, die auch dadurch entsteht, daß die inf. B.T. u, (x, p) unendlich 
oft auf die Kurve C ausgeführt wird. Demnach gehen durch jeden Punkt dieser M, 
zwei Kurven, deren Tangenten beide dem Bündel von oo’! char. Richt. angehören, 
das dem Punkte zugeordnet ist; daraus aber folgt, daß in jedem Punkte der M, 
alle Tangentialrichtungen an die M, dem zugeordneten Bündel von 0o0””! char. 
Richt. angehören. Legen wir jetzt durch jeden Punkt x,”,p,” dieser M, die hindurchg. 
char. Kurve der Gl. u,(@, p)=u,(&”, p’) und fahren wir so fort, so gelangen wir 
schließlich zu einer durch den Punkt &,°, p,° gehenden r-fach ausg. Mann. M,, die 
so beschaffen ist, daß in jedem ihrer Punkte ihre oo”! Tangentialrichtungen mit 
dem Bündel von 0”! char. Richt. zusammenfallen, das dem Punkte zugeordnet 
ist. Es leuchtet ein, daß diese M, bei jeder inf. B.T. u,(@, p) (k=1,...,r), ja 
sogar bei jeder inf. B. T. 2(u,,..., %,) invariant bleibt. Ist daher x,, p,’ ein. be- 
liebiger Punkt der M,, so liegt die durch diesen Punkt gehende char. Kurve der Gl. 


28, Ds,» u, 2) = Au (a), P% .. ., 4,18", P9)) 


stets in ihrer ganzen Ausdehnung auf der M,. Daher wird die M, auch dadurch 
erhalten, daß man durch den Punkt die char. Kurven aller dieser Gl. legt. 
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Zu der ursprünglich gegebenen Zerlegung des Ry, in 00” Ma „_,:% = Const., 
..., %, = Const. gehört daher noch eine zweite in 00°”=" M,:v, = Const., ..., 
%,,_„— Const. Hier sind die Funktionen v,,..., %,,_,„ von einander unabh. und 
bleiben sämtlich bei den r inf. B, T. «,,..., «, inv., d, h. sie sind unabh. Lös. der 
r unabh. Gl. 


(5) wN)=0,...,wfN)=. 


Die Gl. (5) bilden infolgedessen ein r-gliedriges vollständiges System. 

Diese Eigenschaft der Gl. (5), ein r-gliedr. vollst. Syst. zu bilden, ist für die 
r-gliedr. Funktionengruppen charakteristisch, Bestimmen nämlich «,,..., u, keine 
r-gliedr. Fktgr., ist also unter den Fkt. (uw,u,) mindestens eine von %,,...,%, 
unabh., so bleibt die Schar der oo” Mann. «, = Const., ..., %,. = Const. sicher nicht 
bei allen r inf. B. T. u,,...,4, inv. Demnach braucht nicht jedes El. des R,,, 
das aus einem Punkte «,°, p,’ und aus einer (2% — 1)-fach ausg. Tangentialebene 
der hindurchg. Mann. u,(2, p) = u,(&”, pP) (k=1,...,r) besteht, bei jeder inf. 
B.T.w,,..., w, in ein El, derselben Art überzugehen. Hieraus aber folgt, daß der 
Punkt mit dem zugehörigen Bündel von 00”! char. Richt. nicht bei jeder inf. 
B.T. «,,..., %,. in eine Figur derselben Art überzugehen braucht, daß also unsere 
Konstruktion zu r-fach ausg. Mannigf. führt, deren 00”! Tangentialrichtungen in 
einzelnen Punkten nicht mit den zugeordneten 0”! char. Richt. zusammenfallen, 
also zu Mann., die nicht bei allen inf.B.T. «,,..., w, inv. bleiben. Die Gl. (5) 
besitzen dann sicher nicht 2» — r unabh. Lösungen. 

Sind daher w,,...,%, unabh. Fkt., so bilden die Gl. (5) dann und nur 
dann ein r-gliedr. vollst. Syst., wenn «,,..., u. in Beziehungen von der 
Form (1) stehen, also eine r-gliedr. Fktgr. bestimmen. 

Bestehen keine Rel. von der Form (1), so muß man zu «,,..., 4, neue unabh. 
Fkt. hinzufügen, die unter den Ausdrücken (w;u;), ((;%7) u,), ... in geeigneter Weise 
auszuwählen sind, und gelangt schließlich zu einem Syst. von Fkt. Min, 
uU... (r<s<2n), das eine s-gliedr. Fktgr. bestimmt. Die Gl. (u,f) = 0 
(k=1,...,s) besitzen dann 2» — s unabh. Lös., die zugleich die einzigen Lös. des 
Systems (5) sind. 

Bestehen Rel. von der Form (1), so haben wir also zwei Zerlegungen des R, , 
in 00” M,,_, und in 00°" =" M,. Durch jeden Punkt x,°, p,' von allg. Lage geht 
eine M,,„_, und eine M,, und zwar sind die oo” ” , Tangentialricht. der M, die 
char. Richt. der ©”! El. des Ry;,„, die durch den Punkt x,°, p,’ zusammen mit 
den oo”! (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebenen der M,„_, bestimmt sind. Die 
Reziprozität (4), die in dem Punkte x,°, p;” die Beziehung zwischen den EI. des 
R,„ und den zugehörigen char. Richt. darstellt, zeigt ohne weiteres, daß auch die 
00°” "=! Tangentialricht. der M,,_, in dem Punkte x”, p,° nichts andres sind 
als die char. Richt. der El. des R,,, die aus dem Punkte x,°, p,’ und den zu- 
gehörigen (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebenen der M, bestehen. Hieraus folgt, 
daß jede M,„_, bei den inf. B. T. mit den charakt. Fkt.v,,..., ©,,_, inv. bleibt, 
und daß «,,..., «, unabh. Lös. der 22» — r unabh. Gl. 


(6) WN=0,..., @%,_,N=0 
sind. Das aber wiederum bedeutet, daß ®,,...,%,_, eine (2n — r)-gliedr. Fktgr. 
bestimmen. 


Zwischen den beiden Funktionengruppen %,, ..., u, und ®,, ..., %,,_,„ besteht 

nun offenbar ein vollständiges Reziprozitätsverhältnis. Jede M,.: v,(%, pP) = v,(x,p") 

(j=1,..., 2" — r) enthält die durch den Punkt x,°, p, gehende char. Kurve jeder Gl. 

up) =wm(a,p) k=1,...,r) und überhaupt jeder Gl. 2(w,.. ., %,) 

= 2(u,’,.-.„,u,°). Andrerseits enthält jede M,,_,:u.(&,9)=u,(&°, pP) k=1,...,r) 
41? 
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die durch den Punkt x,°, 2,’ gehende char. Kurve jeder Gl. v@wp)=v/ 
G=1,...,2n— r) und überhaupt jeder Gl. 2(v,...,9,_)=Aı, ...,vp,_,) 

Wir sind damit zu der Reziprozitätstheorie gelangt, die in Lies Untersuchungen 
über die Funktionengruppen eine so große Rolle spielt. Es ist mit ziemlicher Sicher- 
heit anzunehmen, daß Lie durch solche Überlegungen, wie wir sie benutzt haben, 
zu seiner Reziprozitätstheorie gelangt ist. Jedenfalls scheint er den Satz 3, 8. 36 
auf solche Weise gefunden zu haben, während er den einfachen Beweis dieses Satzes, 
den er auf 8. 37 gibt, vermutlich erst nachträglich bemerkt hat. Dafür spricht na- 
mentlich die Anm. 1 auf S. 36, in der er sagt, daß ihn Mannigfaltigkeitsbetrachtungen 
auf diese Theorie, also insbesondere auf den Satz 3 geführt haben. Da sich die 
reziproke Beziehung zwischen den beiden Funktionengruppen auf Grund dieses Satzes 
so außerordentlich einfach beschreiben läßt — jede der beiden Gruppen besteht ja 
aus allen Funktionen, die mit allen Funktionen der andern in Involution liegen —, 
so hat er die Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, die nicht so einfach darstellbar sind, 
ganz unterdrückt. 

Daß die Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, von denen Lie in der Anm. 1 auf 
S. 36 spricht, im wesentlichen die hier auseinandergesetzten sind, geht noch aus 
einem andern Umstande hervor. In der Anm. 2 auf S. 38 sagt Lie, daß seine Re- 
ziprozitätstheorie der Funktionengruppen in gewissem Sinne die Poncelet- 
Gergonnesche umfaßt.!) Diese Äußerung wäre gar nicht zu verstehen, wenn sie 
sich nicht auf die Reziprozität (4) bezöge, die in jedem Punkte des R,, auftritt 
und aus der die Reziprozität zwischen den Mann. M,,_, und M, abgeleitet werden 
kann. Das „in gewissem Sinne“ bezieht sich dabei vielleicht auch mit darauf, daß 
(4) ein besonderer Fall der Poncelet-Gergonneschen Reziprozität ist. 

Mit ein paar Worten wollen wir schließlich noch auf die Bedeutung eingehen, 
dıe die ausgezeichneten Funktionen (8. 35, 39 ff.) bei unseren Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen gewinnen. 

Durch jeden Punkt einer M,,_, legen wir die hindurchg. M, und erhalten 
eine Mann., die auch dadurch entsteht, daß auf die M,,_, alle inf. B.T. 2(u,,...,%,) 
unendlich oft ausgeführt werden. Demnach ist die neue Mann. die kleinste durch 
M,„_; gehende Mann., die sowohl von Mann. M, als von Mann. M,,„_, erzeugt 
ist, sie ergibt sich also auch, wenn man durch jeden Punkt einer auf ihr liegenden 
M, die hindurchgehende M,,„_, legt. Ist m die Dimension der Mann., die eine 
M, und eine M,,„_, gemein haben, wenn sie beide durch denselben Punkt des 
R,. gehen, ist also 2» — m die Anzahl der von einander unabh. unter den Fkt. 


Upon Y%yy On acc, dy,_z, So hat die neue Mann. die Dimension 2n — m. Der R,, 
wird auf diese Weise in 00” M,,_ „: U, = Const., ..., U, = Const zerlegt, die 


kleinsten Mann., die sowohl bei den inf. Trf. w,,...., , als bei den inf. Trf. v,,..., 
%„_, inv. bleiben. Mithin sind U,,..., U, unabh. gemeinsame Lösungen der Gl. 
5) und (6). Da unter diesen 2» Gl. gerade 2n — m von einander unabh. vorhanden 
sind, so bilden sie zusammen ein (2n — m)-gliedr. vollst. Syst. 

Es leuchtet ein, daß U,,..., U,, ausgezeichnete Fkt. unsrer beiden Funktionengr. 
sind, und daß sie die reziproke Fktgr. zu der (2n — m)-gliedr. Fktgr. bestimmen, 
die durch Zusammenfassung der beiden Fktgr. u,....,w, und v,,...,%,,_ , entsteht. 

S. 36, Z. 21. In dem Begriffe des vollst. Syst. liegt für Lie zugleich die Un- 
abhängigkeit der Gl. des Systems. Das ist auch im Folgenden zu beachten. 





1) Auch in einem Briefe an A. Mayer vom 19. 12. 1872 sagt Lie, nachdem 
er gezeigt hat, daß zu jeder Funktionengruppe eine andre so gehört, daß beide in 
einem vollständigen reziproken Verhältnisse stehen: „Unter diese Reziprozität sub- 
sumiert sich die gewöhnliche polare Reziprozität. Dies steht auch im Zusammen- 
hange mit der Krümmungstheorie im R,.“ Was er mit der letzten Bemerkung ge- 
meint hat, ist allerdings noch weniger deutlich. 
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. 8.36, 2. 7—5 v.u. Clebsch, Abh. IV. 

S. 36, Z.1v.u.; 37, 2.15-13 v.u. A.Mayer, Abh.II. Bour, Abh. II, 8. 169 
bis 172. Mayer sagt a.a. 0. 8.88. die Kriterien, zu denen Bour gelangt, seien 
unvollständig und daher einer Revision bedürftig. In der Tat ist zuzugeben, daß 
Bour seine Kriterien nicht mit der nötigen Schärfe ausgesprochen hat, denn er läßt 
die von Mayer a.a. 0. $. 91, Z.10—1 v. u. erwähnte Möglichkeit außer acht. Ihm, 
wie es Lie tut, vorzuwerfen, daß er sich geirrt habe, scheint jedoch nicht ge- 
rechtfertigt. 

S. 37, Z2.12—8v.u. Jacobi, Abh.VI, Crelle 60, 8. 39—42, Werke V, 8. 44—46. 

8. 38, 9—7 v. u. Die in Klammern stehende Bemerkung hat Lie in der Neu- 
bearbeitung der Abh. weggelassen (s. Math. Ann. Bd. VIII, 8. 252; d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, 2. Abschn., $ 10, Nr. 23. Was er damit vermutlich gemeint hat, habe ich 
vorhin auseinandergesetzt. 

8.41, 2.8—5v.u. Vgl.8.9, Satz 3; 8.13, 2. 11—13, 2.2 v.u.; 8.17, 2.13—24. 

S. 43, Z. 17—9 v.u. Es müßte noch bewiesen werden, daß zwischen %,, %,, 
Orr. üg,_,„ Keine Relation besteht; der Beweis gestaltet sich ebenso wie der auf 
2. 9—2 v. u. geführte. 

8.48, Z.4—6. Aus Satz 9, S. 46 folgt ja überdies, daß 2 +ı von den übrigen 
Funktionen unabhängig ist. 

S. 49, Z. 1—10. Bour, Abh. II, 8. 157: 

„Cela pose, j’ai demontre le theoreme suivant '): 

Theoreme. Si l’on a trouv6 2% fonctions des variables p, et gq, 


(k etant un nombre plus petit que n ou au plus ögal ä& nm), a, 4, ..., 4, 
b,,d,,..., db, telles qu’en faisant avec Poisson 
db, da, db,da, db, da, db, da, 
b,a)=-— —t 
zz, ap, = ap dq, a dq, dp, dp dq,' 


on ait, pour deux indices i et j quelconques de 1ä A, 
8 Bee art 
si, de plus, la quantit& H peut s’exprimer aumoyen de ces 2k fonctions 
seulement (restrietion inutile lorsque %k est egal ä n); les nouvelles 
variables, a,, b,, satisfont ä des &quations differentielles de la forme 
eanonique (1), A savoir: 
. da;_dH di,__dH, 
h a BETT de 

Schon in dem auf 8. 588 ff. angeführten Briefe an A. Mayer verweist Lie 
(s. 8. 590) auf diese Stelle. 

Für den Fall k=n, der hier allein in Betracht kommt, sagt der Boursche 


Satz in Wahrheit zunächst nur aus, daß immer, wenn X,,..., X,, Ps: -, P, eine 
2n-gliedrige kanonische Gruppe im Sinne von Lie bilden, die Gl. 
x, = X; (, pP); pn =P; (x, P) Gelhe.,n) 


eine Transformation darstellen, bei der jedes kanonische System 
dx, oH(,p) ap, _6H@» 
RN Ta ER 08, 

in das kanonische System 
dx’ 0H(«,P) ap, __ 0 H@P 


Er PEM 








ve1,,.:50 











se 

) years des Savants etrangers, t. XIV, p. 808“, nämlich in der Abh.: 
Memoire sur l’intögration des &quations differentielles de la mecanique analytique. 
a. a. 0. 8. 792—812 (1856). 
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Es ist bezeichnend für Lie, daß er aus dem Bourschen Satze ohne weiteres 
den Satz des Textes herauslas und an den Leser die wirklich starke Zumutung 
stellte, das auch zu tun. Als nun A. Mayer in einem Briefe vom 22. 4. 1873 her- 
vorhob, daß ihm das gar nicht verständlich sei, antwortete Lie Ende April: „Die 
Boursche Arbeit sah ich in Göttingen.') Ich fand, daß der Satz von ihm, den Sie 
zitieren, im genausten Zusammenhange stand mit einem Satz über Berührungs- 
Transformationen, den ich schon damals kannte. Der Zusammenhang, heute sage ich 
nicht mehr darüber, beruht auf einer Bemerkung von Jacobi, daß nämlich die Be- 
stimmung der allgemeinsten Transformation eines kanonischen Systems gewissermaßen 
auf die Bestimmung der allgemeinsten Berührungs-Transformation hinauskommt.“ 

„Mein Bourscher Satz kann besser so ausgesprochen werden: ‘Sind X,... X, 
P,... P„ Funktionen von &,...%, Pı---2„, die eine kanonische Gruppe 
bilden, so gibt es immer eine solche Funktion Zvon 2 &,...%,Pı ++: Pr» 
a !=-2Z, y-X, y-P, 
eine Berührungs-Transformation in meinem alten Sinne definieren.’ 

„Beschränke ich mich auf Funktionen von &,...%, 2, :-. 2,„, 0 kommt offen- 
bar die Gleichung z2’=Z gar nicht in Betracht.“ 

Lie denkt hier vermutlich an die Entwicklungen von Jacobi in Abh. VI, 
8 52--59, Crelle Bd. 60, S. 107—139, Werke V, 8. 114—147, und an Abh. VII, 
Dynamik, 1. Ausg., S. 446—452, Werke V, S. 369—376. Den eigentlichen Grund, 
auf dem der Zusammenhang des Bourschen Satzes mit dem des Textes beruht, hat 
Lie erst 1877 in Abh. XX d. Bdes., S. 295 f. auseinandergesetzt. 

8.49, 2.6—3 v. u. Lie denkt selbstverständlich nicht an die Möglichkeit, 
daß diese cl. bei besonderer Beschaffenheit der Funktionen gar keine Transformation 
darstellen, weil sie überhaupt durch kein Wertsystem % Pi, % 1 P; befriedigt werden. 
In diesem Falle gibt es allerdings keine B. T. in den x, p, die die kanonische Form 
X;, P; in die Form X, P/ überführt, dagegen bleibt die Überführbarkeit der einen 
Gruppe in die andre bestehen. Man beachte, um das einzusehen, nur, daß X, — A,, 
P,— B,(i=1,...,n) bei beliebiger Wahl der Konstanten A,, B, stets eine kano- 
nische Form der Gruppe X,,P; @=1,...,n) bilden. Die Konstanten A,, B, kann 
man immer so wählen, daß die &. = u — 4A, P/=P,—B, eine Transformation 
darstellen, und diese leistet die verlangte Überführung. 

S. 50, 2.6—8. Das ist ausgeführt in den Math. Ann. Bd. VIII, S. 262—266 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, $ 14, Nr. 30, 31). 

S. 50, 2.16 v.u. Nach Satz 6, S.40 besteht zwischen «,,..., U Yen Ygnor 
keine Relation. 

S. 50, 2.9 v.u. Die 2» — eo unabh. Lös. dieses Syst. sind F\,..., F,_o ß 
Ur ee dgy_„, und es gibt nur r— eg unabh. Lös., die Fkt. von u,,..., u, allein 
sind, nämlich F},..., F,_ 0 Ist daher U eine Fkt. von u,,..., %, allein, so sind 
die. e Difigl. U) =0, ..., WU) = 0 in den Ver. «,, ..., %, von einander un- 
abhängig. 

S. 51, 2.3. Das „bekanntlich“ bedeutet hier: „wie wir früher gesehen haben“. 
So noch öfter. 

S. 51, 2.10, 9 v.u. Es folgt das auch schon daraus, daß jedes Involutions- 
system eine Gruppe bildet, die in ihrer Polargruppe enthalten ist. Für ein r-glied- 
riges Involutionssystem ist aloe r<2n—r; d.h. r<n. 

S. 53, Z.5—9. Vgl. Math. Ann. VII, 8. 2688. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, 
$ 15, Nr. 33). 

S. 53, 2. 4—1v.u. Diese Anm. hat Lie in der neuen Bearbeitung Math. Ann. 
VII, 8. 268f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh« I, $ 15, Nr. 32.) unterdrückt. Was er damit 
gemeint hat, kann man nur erraten. Über den Zusammenhang zwischen der Theorie 


1) Er war im September 1872 in Göttingen, bevor er Klein in Erlangen be- 
suchte. A. d. H. 
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der Funktionengruppen und der der Pfaffschen Ausdrücke äußert sich Lie, freilich 
nur sehr kurz, in den Leipz. Ber. von 1896, 8.411 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV, 
Teil II), doch läßt sich aus dem dort Gesagten nichts unmittelbar auf den vor- 
liegenden Fall Passendes entnehmen. 
S. 54, Z. 1-6. Vgl. 8. 25, Nr. 1. Eigentlich müssen alle Lösungen des vollst. 
Syst. (9, F]=0,..., [p„_, F]=0 in den Ver. 2, x,, p, bestimmt werden, denn 
die liefern gleich willk. Konst. gesetzt die char. Mann. des Invsyst. 9, = Const.; hat 
man aber die, so kann man eine vollst. Lös. des Invsyst. aufstellen, und aus dieser 
- gewinnt man k + 1 unabhäng. Fkt. der z,x, p, die paarweise und mit 9,,-.:,9,_; 
in Inv. liegen, womit die Integr. des Invsyst. geleistet ist. Nun aber besitzt jenes vollst. 
Syst. n + k unabh. von z freie Lös., nämlich die Lös. des vollst. Syst. (9, P)=0, ..., 
(p,_,F)=0 in den x,, p,;; hat man diese gefunden, so ergibt sich nach 8. 105f. 
und $. 123—125 durch Quadratur eine Lös., die z enthält. 

. Sind 4, ---, P,_, homogen von nullter O. in den p, so fällt auch diese 
Quadr. weg, denn dann hat das vollst. Syst. [9, F] = 0, ...,[9,_,#]=0 die 
Lösung 2. 

S. 54, Z. 10—12. Diese Aufgabe ist also nach Z. 1—6 gleichbedeutend mit 
der, alle Lös. des vollst. Syst. (F,p)=P, ..., (Fyp)=0 zu finden. 

S. 54, Z. 18—14 v. u., $. 56, Satz 1. Später hat Lie erkannt, daß es nicht 
nötig ist, die ausgez. Fkt. zu bestimmen, daß also die dazu erforderlichen Integrationsop. 
erspart werden können. Vgl. hier Abh. XVII, 8. 273—275. 

S. 54, Z. 9—8 v. u. Von dem vollst. Syst. (7,p)=0 (e=1,...,q-+ u) fehlen 
nämlich noch 2" — 2q—r— u Lös., und die sind zusammen mit F , 1: #, Ei 
gerade die 2%" — 2q— r fehlenden Lös. des vollst. Syst. (F,p)=0,..., (F,p)=. 

S. 55, Z. 15—19. Hier ist es nicht so, daß die fehlenden Lös. des vollst. Syst. 
(Fp)=P0,..., (F„+ıp)= 0 zusammen mit F die fehlenden Lös. des Syst. 


m+1 
(F,p)=0,..., (F„9)= 0 sind. Dagegen ist unmittelbar klar, daß die Integration 
des Involsyst. F, = Const., ..., F,;,„— Const. die des kleineren F, = Const., ..., 


F,„ = Const. nach sich zieht. 

S. 56, Z. 17—19. Unter der „alten Methode“ versteht Lie hier und im Fol- 
genden (8. 57—61) seine eigene Erweiterung der Cauchyschen Methode. Man er- 
kennt das aus der Umarbeitung der vorliegenden Entwicklung Math. Ann. Bd. VII, 
S. 275—280 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, $ 17, 18, Nr. 38—40). 

8. 57, Z. 11. Die Ungleichheit 2% — 2v — 2q— 2m>0 läßt sich schreiben: 


2n — q— Arvtm+N>m, 
d. h. die Zahl der fehlenden Lös. des vollst. Syst. (F,f)=0,..., (Fyf)=0 ist > m. 
S. 58, 2.16, 15 v.u. In den Math. Ann. Bd. VIII, S. 277 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, $ 17, Nr. 39) sagt Lie: „nach der von mir verbesserten Jacobischen Me- 
thode.“ Vgl. dazu hier Abh. X, 8. 120—125. 
.59, Z.1 und 18. Den Fall 2»+m=2 bespricht Lie in den Math. Ann. 


‚59, Z. 12—15. Es ist ja 2a — vv» m+l)=m-+1. Vgl. S. 53. 
. 62, Z. 11 v.u. — 63, Z. 12. Vgl. Math. Ann. VIII, S. 300 f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, $ 26, Nr. 53). 


Zu Abhandlung VII, S. 6495. 


In einem Briefe datiert: „Chra. Freitag Januar 73“ schreibt Lie an A. Mayer: 
„Wenn ich nicht sehr irre, mache ich eben eine äußerst wichtige Entdeckung hin- 
sichtlich Gleichungen f(z &,...%, Pı :--2„) = 0, welche die unbekannte Funktion 
selbst enthalten“. Da der 31. Jan. 1873, an dem die Note zu Abh. VI (8. 30) ein- 
gereicht ist, ein Freitag war, so ist hierdurch der Tag festgestellt, an dem Lie den 
ersten Einblick in die Theorien von Abh. VIII gewann. Es dauerte freilich einige 


w 
» 
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Zeit, bis er seiner Sache ganz sicher wurde. Lange Briefe an Mayer, einer rom 
3. 2., einer vom 13. 2. mit einer Nachschrift vom 14.2, endlich noch einer aus dem 
März, enthalten Mitteilungen über die neue Theorie und zeigen, daß Lie allerhand 
Schwierigkeiten überwinden mußte, bevor er Alles vollständig beherrschte, 

Ausgearbeitet ist Abh. VIII anscheinend im März 1873 (vgl. S. 638). In einem 
um den 7.—10. April 1873 geschriebenen Briefe von Lie an A. Mayer heißt es: 
„Ich werde auf Ihre verschiedenen Bemerkungen Antwort geben, ferner ein paar 
Worte über meine letzte Abhandlung, die Sie eben empfangen haben, machen, end- 
lich auch über die nächste Abhandlung, die hoffentlich in 8—10 Tagen gedruckt 
vorliegen wird“, und weiter: „Sie werden es bemerken, daß meine erste Abhand- 
lung und noch mehr die zweite leichtsinnig in den Detaillen redigiert ist. Ich be- 
trachte in der Tat dieselben wesentlich als eine Korrektur“. „Um das Wesen meiner 
Untersuchungen richtig beurteilen zu können, muß man festhalten, daß ich den Ver- 
einfachungen in der Integration nur ein sekundäres Interesse beilege. Das Haupt- 
interesse liegt in meiner Invariantentheorie. Dies tritt klarer in der zweiten Arbeit 
hervor.“ Endlich schreibt Lie gegen Ende April 1873 in einem Briefe, aus dem 
schon auf S. 646 eine Stelle angeführt ist: „Es geht langsam mit dem Drucke mei- 
ner zweiten Note. Heute lese ich letzte Korrektur und dann schicke ich sie mög- 
lichst bald.“ „In meiner Abhandlung, die eben gedruckt ist, betrachte ich eigent- 
lich Berührungtransformationen der allgemeinsten Form: 


!=F(ea..m,_)» G=Fl..:9,_) D-9.. 


Da ich indes die Mannigfaltigkeit 2@,...x,_, nach Jacobi-Imschenetzkys 
Vorgang durch die Mannigfaltigkeit x, ...x,_,®, ersetze, so erhalte ich nur Funk- 
tionen von 2, ...%, P, ---P,„, und zwar nur homogene Funktionen. Jene allgemei- 
nen B. T. nehmen nun eine noch mehr partikuläre Form 

zyeN, M=P:. 
Hier sind X, und P, homogene Funktionen bzw. von nullter und erster Dimension. 
Solche Transformationen überführen homogene Funktionen in ebensolche von der- 
selben Dimension.“ 


In der Tat hat A. Mayer schon am 7. . 1873 einen Abdruck von Abh. VII 
erhalten. 

Im Bull. d. Sc. math. findet sich an derselben Stelle wie für Abh. VII (vgl. 
S. 638) auch eine solche Inhaltsangabe von Abh. VIII. — In umgearbeiteter Fassung 
bildet die Arbeit einen Teil der Abh. Math. Ann. VIII, s. da S. 286—300 (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, Abschn. III, $ 21—25). 

S. 64, 2.5,4 v. u. Imschenetzky Abh. |. 

S. 64, Z. 16. Eigentlich müßte es heißen: 


pı Pa-1} 
Fa, %> ee I, — Dr’ De re u = ), 

8.64, 8. 3—1 v.u. Vgl. hier Abh. XIX, S. 287 — 293. 

S. 65, 2.1—5, Vgl. Abh. IX., 8. 116—119. 

8. 66, 2.6, 10. Wegen der Klammerausdrücke vgl. die Aum. zu 9. 29 auf 8. 637. 

S. 66, 2.11. Vgl. die Anm. zu $. 36, Z. 21 auf 8. 644. 

S. 67, Kor. 1 u. 2. Eigentlich müßte es heißen: „so kann man 2n — 1 unabbh. 
Lös. F von (HF)=0 so wählen, daß sie alle ausgenommen eine (H selbst) von 
nullter Dimension sind.* 

8.68, 2.10 v.u. Wäre hier K von h frei, oder h von allen p frei, so wäre 
die Behauptung schon bewiesen, also kann man annehmen, daß K,’—+0 und daß 
h nicht von allen p frei ist. 

8. 73, 2.3—5. Vgl. S. 36, Satz 3. 

8.73, 2. 5f. Vgl. 8. 66. 


S. 74, Nr. 5. Vgl. die in Abh. II, 8. 5--10 entwickelte Methode. 
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8. 76; 2.18—20. Wäre -#__ 0, so müßte IB no sein und also 3X 


dp.-ı dx, dp, 
dann aber fielen beide Gruppen zusammen. 








S. 80, Z. 13—-1 v. u. Man beachte, daß bei den hom. B.T. die Gl. zu u 0 
i 


wegen S. 65, Z. 3f. ihre Form behält. dp 
8.81, 2.6f. Den einfachen Beweis, den Lie Math. Ann. VIII, 8. 288f. (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, Abschn. III, $ 22, Nr. 45) gibt, hat er erst später gefunden. Zum 
ersten Male kommt dieser Beweis in einem Briefe vor, den A.Mayer am 8. 11. 1873 
erhalten hat. 

8.81, 2.5—1 v. u. Da es Involutionssyst. mit mehr als n» Gliedern nicht gibt, 
so ist nach der Bezeichnung in diesen Sätzen: m -g—=n, m+-2q=n-+1, also: 
men—1. 

8.83, 2.1—3. Hier st m tgen—1,m+?2gqg=n, alom—=n —2. 

3. 83, 2.14 v.u. Darin liegt (vgl. S. 644), daß die Gl. von einander unabh. sind. 

S. 87, 2.9—12. Verschwinden alle /;, so ist x notwendig +0, und man fin- 
det N ohne Integr. 

S. 92, 2.11—16. Hier besteht dasselbe Bedenken wie auf $. 49 (vgl. die Anm. 
dazu, 5.646). Nun gibt es aber hom. B. T., die jedes Wertsystem x,°, p,°, wo nicht 
alle p,;° verschwinden, in jedes andere überführen, z. B. in das Wertsystem x, — 0 
Gel,..,n,9n, =1l,m=0(k=2,...,n). Eine solche hom. B.T. ist ja z. B.: 


2... 
a = m — 2°) + Dr? — %°), u — a, 
: k 


h a 
v j 
r ’ M 
v, AB Me? Nr „,5Pı (u=32,...,n). 
Hierin liegt, daß immer, wenn X,,..., Xorm» Pır P, eine kanonische hom. 
Fktgr. ist, auch: i 
RT 
B, (X, 4) + Bi (X, — Ay, X, SR As, BERAR ST, . BROR u A,tm ’ 
k 
P, B, Dauer B, 
B,' er 5a PB, B, P, 


eine kan. Form derselben Gruppe ist, bei beliebigen Werten der Konstanten Au,B 
(B, +0). Ebenso ist für die kanonische hom. Fktgr. X,,..., X, RE TNE < 





D FTSE 
immer; 
Koh. , A, 
B B Br: 
22 -.p P.—- ——ı.Pp Be P d=1 m—]) 
ı +m? ’ qa+m! g+i rm 2... ’ 
Mey # Beim . Bein ed 
En 
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eine neue kanonische Form. Hieraus geht hervor, daß man die Fkt.X,, P,, X/, P/ 
stets so wählen kann, daß die Gl. S. 92, Z. 14 durch zwei Wertsysteme x,, p, und 
%,2P; befriedigt werden und somit wirklich eine Trf. darstellen. 

S. 93, Z.5—8. Hier Abh. XIX, S. 287—293. 

8. 93, Z. 7—5 v. u, 8. 94, Z. 8f. Die Bestimmung der ausgez. Fkt. ist nicht 
nötig; vgl. Abh. XVIII, S. 280— 284. 

8.93, Z. 2,1 v.u. Ein m-gliedr. Involsyst., das einer hom. Gruppe angehört, 
besteht ja entweder aus lauter Funktionen nullter O. oder es enthält ein (m — 1)- 
gliedriges Involsyst. dieser Art. 

8. 93, 2.4,3 v. u. 94, Z. 1-4. Man bildet das (9 -+ m)-gliedr. vollst. System: 


(NNn=0, 4 (N, +m-ıN = 0, (Hf) = 0 
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mit 9+r bekannten und 2» — (g9+m)—(g-r) unbek. Lös. Hat man eine Lös. 
N in durch eine Op. 22 — 27 — m— r gefunden, so fügt man die Gl. (N, 4m) —=0 
hinzu und sucht eine Lös. durch eine Op. 2n — 29 — m—r—2 usw. Dabei ist 
nach S. 46, Satz 10 die Differenz +n)— (g+m)=r-—m und also auch die 
Summe r+m gerade. Durch n—q— 4(m+r) Schritte, deren letzter eine Op. 2 
erfordert, gelangt man also zu einem vollst. Syst. 


NMN=9,..., N_46-m-,D=0, (HN=0, 


dessen n + %(r — m) Lös. die bekannten Fkt.: N,,..., N, -ir-m-i H,h 3; 
h,_m Sind. Damit ist das Involsyst.: N, = Const., ..., RR RAR SN —= Const., 
H = Const. und also auch das vorgelegte erledigt. 

S. 94, 2. 6f. Eigentlich müßte es heißen: „noch m ausgez. Fkt., sämtlich von 
nullter Dim.“ 

8.94, 2.5 v.u. Man beachte, daß auch hier r + m gerade ist. Zur Bestim- 
mung von RER ist eine Op. 2" —29g- r— m— (2# — 1) erforderlich, und das 
wird eine Op 1, wenn 2u=2n—2q—r—m oder gtm+u=n—4H(r— m). 


Von dem Syst.: SP), RL, F=0 

sind dann den— ’+r—m=n-+gLös.N,.,..., Na Mina Ds 
alle Lös. bekannt, also ist auch das Syst. N, = Const,,..., N „— Const. integriert 
(vgl. S. 54). 


S.94, 2.2 v.u.— 95, Z.4. Nach den Bezeichnungen von 8. 56 ist 2» -m=r. 
Im Falle A tritt daher die Vereinfachung ein, daß statt der Op. m, m—i,...,1 
die Op. m—1,m—2,...,2,1,1 erforderlich sind, sonst ändert sich nichts. Im 
Falle B treten an Stelle der früher erforderlichen Op. 2n — 29 —r —m, 2n — 29 
—r—m—2,... die folgenden: 2 —2g—r—m—1, 2n—29q —r—m—3,.... 
Eine Vereinfachung ergibt sich daher nur dann nicht, wenn 2a — 2g— r— m=0 
oder g9+m=2n—g—r ist. Da die Zahl q-+m der ausgez. Fkt.<n ist, so tritt 
dieser Fall nur ein, wenn g+r>n ist, und zwar hat dann nach 8. 53 die Zahl 
der ausgez. Fkt. ihren Maximumswert. 

8. 95, Z.5—10. Von diesen Abhandlungen ist nur ein Teil geschrieben wor- 
den. Vermutlich ist Abh. XVI das, was von der ersten angekündigten Abh. wirklich 
ausgeführt worden ist. Von den übrigen Abh. liegen drei vor, nämlich hier Nr. XI, 
XXI und XIX. 

S. 95, 2.2, 1 v.u. Diese findet man Math. Ann. VIII.8. 301f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, Abschn. III, $ 26, Nr. 54). 


Zu Abhandlung IX, $S. 96—119, 


In dem schon auf $. 646 erwähnten Briefe von Ende April 1873 schreibt Lie: 

„Es wird mir wahrscheinlicherweise notwendig, eine eigene Arbeit über Be- 
rührungstransformationen an und für sich zu machen. Wenn es mir nur gelingen 
könnte, Alles algebraisch zu entwickeln; aber darüber habe ich wenig Hoffnung. 
Jedenfalls wird Alles dadurch viel umständlicher, indem ich verschiedene Spezial- 
fälle behandeln müßte. — Im übrigen habe ich die Idee, daß durch Zugrundelegung 
des Pfaffschen Problems Alles auch algebraisch sich einfach und gleichzeitig mit 
einmal allgemein gültig machen läßt“. Der darauf folgende Brief vom 3. 5. 1873 
enthält auch wirklich schon eine vorläufige Darstellung der Entwicklungen von 
S. 98—104. Ein zweiter Brief, der so beginnt: „Ich werde hoffentlich ziemlich bald 
(doch erst im Anfange Juni) Ihnen eine kleine Arbeit schicken, die etwa: Analy- 
tische Theorie der Berührungstransformationen heißen soll“, bringt den 
wesentlichsten Inhalt von S. 104—119. ; 

Anfang Juni schreibt Lie: „Die analytische Redaktion meiner Arbeit über 
Berührungstransformationen hat mir schreckliche Mühe gemacht. Freilich habe ich 
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dabei neue Sachen gefunden. Diese Abhandlung ist druckfertig, aber es wird leider 
etwas mit dem Drucke dauern“ und in dem nächsten Briefe, wohl von Ende Juni: 
„Mit dem Drucke in unserer Akademie geht es schändlich schlecht. Ich lasse daher, 
um ein bißchen Druck für die Zukunft auszuüben, meine Arbeit über Berührungs- 
transformationen auf eigene Kosten drucken.“ „Da ich selbst meine Arbeit drucken 
lasse, so kann es nicht lange dauern, ehe Sie es erhalten.“ 

Auch von Abh. IX enthält das Bulletin an der auf $. 638 angeführten Stelle 
eine Inhaltsangabe. — In umgearbeiteter Fassung bildet die Abh. einen Teil der 
Arbeit in den Math. Ann. VIII, nämlich 8. 218—239 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. ], 
Abschn. I, $ 1—5). 

S. 96, Z.14 v.u. Lie denkt dabei an dessen Ausdehnungslehren von 1844 
und 1862, s. Graßmanns ges. math. u. physik. Werke Bd. I, und ],. 

#5.96, 2.12. Vgl. L. Euleri, Opera omnia, ser. I, vol. 13: Institutiones caleuli 
integralis vol. III, Leipzig 1914, Vorwort 8. X. 

S. 96, Z. 13. Vgl. die auf $. 630, Z. 28 ff. angeführten Stellen bei Jacobi. 

S. 96, 2. 6—3 v. u. Vgl. die Abh. „Über Komplexe“, Math. Ann. V, 1872 
(d. Ausg. Ba. II, Abh. I). 

S. 97, Z.10—1 v. u. Vgl. die eben angeführte Abh. Abschn. I, $ 5, Math. Ann. 
V, 8. 158. Ferner hier Abh. IV, S. 18, VII, S. 35 Anm. 


S. 98, zZ. ıf. Z.B. kann ja, wenn z eine Fkt. von &,,...,%, ist, die Trf. 
mehrere Relationen zwischen 2’, &,',..., x, liefern, so daß dann p,',....,?, ihre 
Bedeutung als Ableitungen von 2’ nach &,',...., x, verlieren. 


N S.98, 2.14 u.11 v. u. Bisher hatte Lie für diese Ausdrücke die Abkürzungen 
fQF] und (2 F) benutzt. Ab und zu fällt er auch später wieder in die alte Ge- 
wohnheit zurück; ich habe aber in dem vorliegenden Bande von hier ab alle For- 
meln mit der neuen Bezeichnung in Einklang gebracht. 

S.98, Z.4 v.u. Clebsch Abh. III, vgl. besonders S. 150, Theorem 2. Clebsch 
setzt dabei voraus, daß die Determinante der Ausdrücke: 
uk 0%; Bi dx, 
nicht identisch verschwindet. Ist R der rationale Ausdruck, dessen Quadrat gleich 
der Det. der a,, ist, und setzt man: aR 





Te Fur, 
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so ist: In X; Fr (pP) - > R do, dm 
Clebsch, der hierfür (p) und [px] schreibt, stellt übrigens die folgenden Gl. auf: 

GM) (FA)=09, (FF): WM) (M)-HF 
wo &,,—=0 für: +#kund =1füri=k. 

"Daß die von Clebsch gemachte, von Lie nicht erwähnte RER ATELSIR für 
den vorliegenden Fall unwesentlich ist, zeigt Lie Math. Ann. VIII, 8. 245 — 248 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. I, $ 8, Nr. 19, 20). 

8. 99, 2. 9—13. Vgl. die auf S. 592 angeführte Briefstelle vom März 1873. 

S. 99, Z.16- 11 v. u. Vgl. Jacobi, Abh. VI, $ 57 u. 59, Crelle Bd. 60, 8. 121 ff. 
130ff., Werke V, 8. 128ff., 138ff. Clebsch Abh. II, Crelle 60, 8. 196—198. Aus 
der Voraussetzung, daß die kanonische Form nicht weniger als n +1 Glieder ent- 
- halten soll, folgt, daß fi,.:.,f„41» Fir... , 7, durch keine Relation verknüpft 
sind; daher können die Betrachtungen von Clebsch nur dann unmittelbar an- . 
gewandt werden, wenn « keine Funktion der f, F ist. 

S. 100, Z. 11—9 v. u. Vgl. die Anm. zu 8. 19, S. 630. 

S. 100, 2. 9—3 v. u. Das ist nirgends geschehen. Vgl. Ann. VIII, S. 223 (d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 2, Nr. 4). Was Lie selbst unter der „allgemeinsten Trans- 
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formation“ versteht, kann man nur erraten; es unterliegt aber keinem Zweifel, das 
er die Transformationen meint, bei denen die EI. der Gl. in allgemeinster Weise 
so unter einander vertauscht werden, daß jede Integral-M,, in eine Integral-M,, über- 
geht. Bäcklund hat sie später wirklich bestimmt (in der Arbeit: „Über Flächen- 
transformationen“, Ann. IX, 1876, s. da S. 313—315), sie sind dadurch gekennzeich- 
net, daß sie die char. Str. der Gl. unter einander vertauschen, und zwar bestimmen 
sie, wenn man diese char. Str. auf die El. eines R, abbildet (vgl. S. 600), die all- 
gemeinsten B.T. dieses R,. 

S. 102, 2.18. In [p,— f, H;“] muß man natürlich nach Bildung des Klammer- 
ausdruckes setzen: 9,=f. 

8. 102, 2. 19—22. Bei der Substitution «= H, wird »—-f/=0, folglich 
wird auch: of 
I. --f H’)— 7 HR] = 0, N) 


d.h. [4,H/] = 0; ferner wird für a=AH;: 


a 0H/ 
Ar a. [4,4] = (H, 4;], 


mithin [A, H,] = 0, woraus sofort [H,H,] = 0 folgt. 

8. 102, 2. 8—4 v.u. Diese 2» +1 Gl. sind mit einander verträglich und be- 
stimmen die n + 1 Unbekannten, weil H,, H,,..., A, unabh. Fkt. sind. 

8.102, Z. 3—1 v.u. In den Math. Ann. VIII, 8. 225 (d. Ausg. Bd. IV, Abh, I, 
$ 2, Nr. 6) sind die Worte: „des indeterminierten Falles“ weggelassen, dafür findet 
sich der Zusatz: „Diese ist vollständig symmetrisch, was die Clebschsche nicht ist.“ 

Die Unterscheidung zwischen dem determinierten und dem indeterminierten 
Falle macht Clebsch schon in Abh. II, 8. 194, während er die Ausdrücke det. und 
indet. erst etwas später auf S. 202 und 217 benutzt, 

8.103, 2.8,7 v.u. D.h. ohne die Voraussetzung, daß 2, 5. Du 
bezug auf g-+1 der Größen p,,..., 2, von einander unabhängig sind. 

8.103, 2.2,1 v.u. Setzt man [UW] = A(W), [VW] = B(W), so ist: 


A(B(W)) — B(A(W)) = [UV WI] — [VıUW)) 
frei von den zweiten Ableit. von W, folglich enthält der Ausdruck: 
[UIVWI + [VIWUN) + [WıUV)] 
keine Ableit. 2. O., weder von U, noch von V, noch von W. Nun ist, von den 
zweiten Ableit. von YV und W abgesehen: 
er 


rw Sldltn EN 


also kommt: «t 
[UVM] — |VIUWI) = IUVIW]J+[UV]W, + [IF/W]U,+ [WU)V,. 


Diese Formel ist eine zuerst von A. Mayer (Abh. XI, S. 370) angegebene Verall- 
gemeinerung derJacobischen Identität und liefert unmittelbar den gewünschten Beweia. 
Die q-+ 1 Gleichungen [H,#]—0 sind nach 8. 611 von einander unabhängig, 
solange +1 <n-+1 ist. 
8. 104, 2.8 v.u. Unter diesen Fall gehört ja der Ausdruck dz— X 2;da,. 
8. 104, Z2.6—4 v.u. Der erste Druck hat hier irrtümlich wieder „indetermi- 
nierten“. Nun handelt es sich aber im folgenden um die allgemeinste Art, den 
Ausdruck p, dz, ++ p,dx, auf die Form: 
1...% 
PAR, HAN (a: 2, Er Pan Du) 


pe 
‘ 


zu bringen, wo X,,...,X,, P,,..., P, unabh. Fkt. sind, so daß 2 auch als Fkt. 
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der X,, P, darstellbar ist. Es leuchtet ein, daß die Beziehungen zwischen den Fkt. 


Xu,P; und ® vollständig angegeben werden können, wenn man den Pfaffschen 
Ausdruck: 


Znanı— a2 a... 0 Br: DW 


in den 2n Ver. «,, p, in allgemeinster Weise auf seine Normalform P,dX, +: :- 


+ P„dX, bringen kann. Das aber ist eben der determinierte Fall des Pfaffschen 
Problems. 


S. 106, Z. 11f. Es ist ja: 


2 ‚X9-[%,5 eng 


. 
Il 
o 
= 
ij 
Ey 


Überdies ist: [X,9] = (X, 04 8 P: = =. 


und da die qgGl. (X, ®) = 0 von einander unabh. sind, so können die q Gl. IX, #]=0 
nicht ®&, = 0 nach sich ziehen. Im übrigen vgl. die Anm. zu S. 103, Z. g, lv.u. 

8. 107, Z.1—3. Nämlich auf Grund von 8. 103. Die Gl. (X, Ko lassen 
sich ja auch schreiben [X,X,] = 0. 

S. 112, 2.5 v.u. Hierbei ist ©==k angenommen. 

S. 116, Z.4—12. Auch Math. Ann. Bd. VIII, 8. 236 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I) 
$ 4, Nr. 12 spricht Lie den Satz ohne Beweis aus. Den ersten direkten Beweis hat 
A. Mayer veröffentlicht (s. seine Abh. VIII, ohne wesentliche Änderung als Abh. IX 
wieder abgedruckt). Lie selbst hat erst 1888 einen direkten Beweis veröffentlicht 
in der Abh.: „Zur Theorie der B. T.“, Abh. d. Kgl. Sächs. Ges. d. Wiss. Bd. XIV, 
Nr. 12, S. 553, Satz 18 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 7). Er erwähnt dabei, daß 
der Satz bloß eine andere Form des hier auf S. 119 ausgesprochenen Satzes ist. 
Man hat nämlich in diesem nur die Gl. 2’= Az-+ B wegzulassen und dann zu setzen: 


E=Yn; y=y ig (=1,..,n—-1), = EBEN 


Pr Dn 
Ausgeführt ist das in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 139—145 (Leipz. 1889). 
Hierdurch wird auch das auf S. 116, Z. 16—12 v. u. Gesagte verständlich. 


Zu Abhandlung X, S. 120—125. 


A. Mayer besaß am 14. 11. 1873 einen Sonderabdruck. — Die ganze Arbeit 
ist ziemlich unverändert wieder abgedruckt in den Math. Ann. VIII, S. 240—245, 
1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 7). 

8.120, Z. 7—14. Die Jacobische Methode beruht auf dem Theorem III, Abh. VI, 
Crelle Bd. 60, S. 19, Werke V, S. 22. Weiler und A. Mayer gehen beide von dem- 
selben Theoreme aus. 

S. 120, Z. 9—4 v. u. Vgl. 8. 99, Z. 9—15, ferner Abh. XII, S. 162ff. und 
S. 592, 631. 

S. 120, Anm. 2. Vgl. hier Abh. XVI, besonders 8. 221—223, 246—248. 

S. 121, Z. 4—16. Sind die f; bekannt, so findet man die F', durch Auflösung 
linearer Gl. Aus den Clebschschen Gl. ((F‘)) = F,, folgt nun: 


(#9) rd =3,..4n) 


so daß man von der Gl. ((f)) = 0 die 2n — 1 Lösungen: fi, :- ns Fr: Fıs -- 
F„:F, kennt, die auch tatsächlich von einander unabhängig sind, wenn nur der 
Pfaffsche Ausdruck nicht auf weniger als n Differentiale zurückführbar ist. Vgl. 
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die Anm. zu S. 98, 2.4 v.u. Die Worte „in determinierter“ Weise sind nicht im 
Sinne von Clebsch zu verstehen, sondern bedeuten hier nur, daß die Zahl der 
Differentiale nicht unter n herabgedrückt werden kann. 

8. 121, Z. 18—23. Vgl. S. 102. 

S. 122, Z. 10 u.1 v.u. Vgl. die Anm. zu 8. 17, S. 628 ff. 

S. 124, 2.3. Die $&, sind von einander unabh. Fkt. 

S. 124, 2. 11. Da diese q Gl. von einander unabh. sind und n — q unabh. Lös. 
besitzen, so bilden sie ein q-gliedr. vollst. Syst. : 

8.125, 2.6, 5 v.u. Durch die allg. Theorie der vollst. Lösungen (hier Abh. XII, 
S. 162ff.) werden die sich darbietenden Fragen erledigt. 

S. 125, 2. 4—1 v.u. Es müßte heißen: „Das durch die Elim. hervorgehende 
Gleichungssystem zwischen 2, %,,...,&,“. Die durch dieses System dargestellte 
Punktmann. kann nämlich, wenn sie im Sinne von $. 155 als Elementmann. aufgefaßt 
wird, eine Lös. der vorgelegten Gl. sein. 


Zu Abhandlung XI, S. 126—148. 


An derselben Stelle wie von Abh. VII (vgl. S.638) enthält das „Bulletin“ auck 
von dieser Abh. eine Inhaltsangabe. 

Über die Vorgeschichte von Lies Untersuch. über das Pfaffsche Problem vgl. 
die Anm. zu 8. 10, 2.6, 5 v. u. sowie Abh. V, S. 27, 2.4 v.u., 28,2.1—3. In einem 
Briefe, den A. Mayer am 22. 12. 1872 erhalten hat, heißt es ferner: „Ich lege an- 
bei einige Sätze, die über meine neue Behandlungsweise des Pfaffschen Problems 
Auskunft geben. Es ist eine neue Methode, die von dem Poisson-Jacobischen 
und Mayerschen Theoren: völlig unabhängig ist.“ 

„Satz I. Sei vorgelegt 


(1) Kam, + %,d ++ Xynddg, = 0 
und bezeichne PL, X ...%gn) — Const. 


ein bekanntes Integral des zugehörigen ersten Pfaffschen Systems. Man führe (1) 
durch die Transformation 


Kn-1 
(2) nu Ua Eh Fre Er Er TTS PRREDGELL 
Pla...) = Yan 
über in Yayt Yay+ + Yan @Yyn- 
Hier setze man Y, und Y,,_, gleich Null und betrachte in der reduzierten Gleichung 
(3) Yayıt + Yon Wan, = 0 * 


die Größen Y,,_, und y,,, die noch in den Koeffizienten Y vorkommen, als Para- 
meter. Es läßt sich dann zeigen, daß im Allgemeinen!) die Bestimmung eines 
Systems Integrale von (3) 


Y%(lYyı Yang) = Const., ..., %,_, = Const. 


die Integration von (1) nach sich zieht“ 
„Man bringe nämlich (3) in der bekannten Weise auf die Form 


Bdp +: +#,_,dy,_,—0 


und eliminiere zwischen den 3n — 4 Gleichungen 


1) „Die Ausnahmefälle lassen sich a priori ausschließen.“ 
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vv y(Yy'Yy°--- Yu mul... ._ıT U_ı 





el SR SR In-r _ Pu-s 
Ds —ı 7 1 Bi —1 er 
Yp,°=Const., Y°=Const., ..., Yp_, — Const. 





die 2n — 3 Größen y,°, Y2°, ..., Y9%,_3, wobei n — 1 Gleichungen zwischen y,... 
Yg„ und n — 1 Konstanten hervorgehen.') Ersetzt man hier die Größen y vermöge 
(2) durch die ursprünglichen Variabeln x, so erhält man »— 1 Gleichungen, die 
zusammen mit = Const. ein System Integrale von (1) bilden.“ 

„Dieser Satz ist nicht ganz einfach. Wenn ich nicht irre, entspricht derselbe 
dem Wesen der Sache.“ 

„Satz 3.°) Kann ein p-gliedriger Ausdruck in determinierter Weise auf einen 
m-gliedrigen reduziert werden (2m <(p), so führt man dies Problem darauf zurück, 
einen 2m-gliedrigen Ausdruck in determ. Weise auf einen m-gliedrigen zu bringen.“ 

„Dieser Satz dient u. a. dazu, eine kombinierte Anwendurg der ‚orschiedenen 
Methoden möglich zu machen.“ 

„Kennt man zufälligerweise mehrere Integrale des ersten Pfaffschen Systems 
(oder eines späteren Systems), so läßt sich dies in sehr schöner Weise verwerten. 
Man drückt die Ordnung der folgenden simultanen Systeme herab.“ 

Augenscheinlich bildet der Beweis des Satzes I den Hauptgegenstand der vor- 
liegenden Abh. XI. Den Beweis für Satz 3 findet man in Abh. XXI, S. 335—341. 
Am 26. 1. 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 

„Eine nach meiner Auffassung naturgemäße Herleitung der Clebschschen Re- 


lationen (H)=0, [H,HJ] = 


wird wohl möglich sein; obgleich ich es nicht völlig durchgedacht habe. Die Exi- 
stenz eines solchen Gleichungssystems zur Definition der Integrale des Pfaffschen 
Problems ist für mich so ziemlich selbstverständlich, wohl bemerkt, wenn man die 
neue Jacobische Theorie und die Pfaffsche Theorie begriffen hat. In gewissem 
Sinne hat jeder Satz über partielle Gl. 1. O. seine Ausdehnung auf das Pfaffsche 
Problem.“ 

„Ich denke folgende Arbeiten vorzubereiten, aber ich kann nicht beurteilen, 
wenn sie fertig werden. Etwa folg. Titel: 

„Götting. Nachr.: 1. Neue Behandlung des Pfaffschen Problems; 2. Über 
Vereinfachungen, die sich im Allgemeinen bei dem Pfaffschen Problem darbieten. 

„Math. Ann.: Zur Invariantentheorie der Berührungstransformationen. 

„Comptes Rendus: Sur les &quations partielles du premier ordre.“* 

Von diesen Arbeiten ist nur die dritte geschrieben worden (Bd. VIII, 1874, 
d. Ausg. Bd. IV, Abh.]). 

Im März 1873 heißt es dann: 

„Meine Arbeiten über das Pfaffsche Problem kann ich nicht veröffentlichen. 
Denn in Mannigfaltigkeitsdarstellung würden sie ganz unverständlich sein, und eine 
brauchbare algebraische Darstellung kann ich bis jetzt nicht finden. Ich müßte mich 
darauf beschränken, diejenigen Sätze, die ich Ihnen mitgeteilt habe, aufzustellen ;* 

wieder im Juni 1873: 

„Später verschiedene Sachen über das Pfaffsche Problem und die betreffende 
Invariantentheorie. Ich weiß nicht, wenn ich dazu komme, meine neue Methode des 
Pfaffschen Problems zu redigieren. Die analytische Formulierung und Beweis- 
methode, die ja jedenfalls ihre große Berechtigung haben, machen mir schrecklich Mühe“. 


1) Man löst nämlich die 22» — 3 ersten Gl. nach y,°...yJ, _, auf und setzt 
die gefundenen Werte in die n— 1 letzten ein, in denen man jedoch vorher dem 
Yg„_, einen beliebigen konstanten Wert erteilt hat. A. d. H. 

2) Es geht kein Satz 2 vorher. A. d.H. 
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In einem Briefe, den A. Mayer am 8. 11. 1873 erhalten hat, steht am Rande: 

„Ich lese Korrektur auf meine Integrationsweise des Pfaffschen Problems“ 
und in einem, den er am 9. 11. 1873 bekommen hat, liest man: 

„Es ist mir überhaupt gelungen, die Theorie der Diffgl. wie auch des Pfaff- 
schen Problems als eine Theorie der infinitesimalen Transformationen zu fassen. 
Eine solche Auffassung hat u. a. ihren Wert darin, daß sie neue Gesichtspunkte für 
die Untersuchung gibt.“ 

„Clebsch betrachtet eine Kategorie Pfaffscher Probleme: 


Ada, + + X, d2y, = 0, 
welche er dadurch charakterisiert, daß sie in determinierter Weise die Form: 
af, +F,ah +: + F,df, erhalten können.“ 


„Nun ist es klar, daß jedes Pfaffsche Problem durch Multiplikation mit einer 
Größe M diese Eigenschaft erhalten kann. Die Größe M ist bestimmt durch eine 
lineare partielle Gleichung, die als mit dem ersten Pfaffschen Systeme äquivalent 
betrachtet werden darf. Hier existieren auch Sätze, welche erlauben, wenn zwei 
Multiplikatoren gegeben sind, dann einen neuen zu finden. Oder wenn man einen 
Multiplikator und ein Integral kennt, dann weitere solche zu finden.“ 

„Hat das erste Pfaffsche System die Form: 

oV oV 
Aa ee 
so hat die Gleichung des Multiplikators die Form: 


oeM oM f 
x er +.:..+ X, re MF&, ...2,). 


Endlich sagt Lie in einem Briefe, den A.Mayer am 12. 11. 1873 erhalten hat: 
„Ich betrachte es als einen großen Verdienst von Clebsch, daß er den in- 
determinierten Fall behandelt hat, aber ich halte nicht seine Klassifikation in den 
determinierten und indeterminierten Fall für gut. Ohne mir es eigentlich bewußt 
gewesen zu sein, habe ich beim indeterminierten Fall folgendes verstanden. Der 


Ausdruck 
ee; Lan, +4 Kg 4ı @gnyı 
kann nicht auf eine Form mit weniger als n + 1 Gliedern gebracht werden.“ 
„Im übrigen, wenn Xdax, +: + Konrgd&gnrg 


eine n-gliedrige Form erhalten kann und nicht eine Form mit weniger Gliedern, 
so kann man immer einen solchen Multiplikator M finden, daß die bei Behand- 


lung von MX,dxn, ++ MX,n4 0 Agn yo 


hervorgehenden Determinanten R(M) verschwinden. Ich betrachte M als einen In- 
tegrabilitätsfaktor. Die Gleichungen R(M) = 0 sind lineare partielle Differential- 
gleichungen.“ 

„Nachdem Clebsch den Vorteil gezeigt hat, den ein bekannter Multiplikator 
begründet, könnte man damit anfangen, einen solchen zu suchen. Es ist dies, was 
man bei der gewöhnlichen Behandlung der Gl. F(ex, ...%,Pı :--2,) = 0 macht.“ 

„Ich schrieb Ihnen schon früher hierüber; das Verhältnis zweier Multiplika- 
toren ist ein Integral des Pfaffschen Problems. Kennt man zwei Multiplikatoren 
oder einen Multplikator und ein Integral, kann man mehrere solche finden. Hieraus 
lassen sich verschiedene Vorteile ziehen.“ 

„Meine erste Abhandlung über das Pfaffsche Problem behandelt nur P,,; 
dessen kanonische Form rn Glieder. Die zweite: Pon+ ‘ reduzierbar auf n Glieder. 
Die dritte, die ich in diesen Tagen redigiere, gibt eine neue Methode für den Fall, 
daß ein Multiplikator gegeben ist. Ich habe es in drei Abhandlungen zerlegt, ob- 
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gleich es nur ein neuer Gedanke ist. Später einmal muß ich eine Invarianten- 
theorie des Pfaffschen Problems schreiben; ich habe Alles im Kopfe.“ 

Die dritte dieser Abh. ist wohl unvollendet geblieben, die zweite ist jedenfalls 
damals nicht gedruckt worden, was sie enthielt, wird 1877 in Abh. XXI übergegangen sein. 

8. 126, 2. 8f. Vgl. S. 587. 

8. 126, 2.13 und 7 v.u. Jacobi, Abh. VI. 

8. 126, Z. 12—1ö. Clebsch, Abh. II u. II. 

S. 126, 2.16. Vgl. 8. 587. Im März 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 

„Sowohl Sie wie Klein haben mir in letzter Zeit Fragen hinsichtlich Natanis 
Arbeit über das Pfaffsche Problem vorgelegt. Selbst hatte ich schon früher ver- 
sucht, den eigentlichen Inhalt dieser unzweifelhaft verdienstvollen Abhandlung zu 
erforschen. Nun habe ich einen zweiten, aber leider auch unglücklichen Versuch 
gemacht. Ich werde hier kurz andeuten, wie ich vermute, daß die Sache steht.“ 

„Der Kürze wegen sage ich eine ‘Operation n’ statt der Bestimmung eines 
Integrals von einem System bestehend aus n gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
Ich sage ferner eine Operation (n) statt der vollständigen Integration eines solchen 
Systems. Es ist also eine Operation (n) äquivalent mit dem Inbegriff der Opera- 
tionen n,.n—1,n—2,...,3,2, 1.“ 

„Die Integration der Gleichung 


Kan + dry ++ Ky,day, = 0 


verlangt in dem determinierten Falle 
1. nach der Pfaffschen Methode die Operationen 


(2n — 1), (20 — 3), (2?n—Ö5),..., (3), (2), 1, 
2. nach der Natanischen die Operationen 
2n—1 


(2n — 3), 2n — 3 
(2n — 5), (2n — 5), 2n —5 
(en —T), (2n — 7), (2n — 7), 20 —7 


(3), (3), (3) .....(8), 3 

{, ® 1 u Bes 
3. nach der Clebschschen 

2n — i’ 


2n— 3, 2n —3 

2n—5, 2n—5, 2n —5 

2n — T,2n—7,2n—T,2n—7 

3, 3, 3, RE IR 

;, 8 :, Rn 

„Nach dem gewöhnlichen Maßstab ist also die Natanische Methode einfacher 
als die Pfaffsche, und jedenfalls die Clebschsche bedeutend einfacher als die 
Natanische“. 

„Ich begründe später diese meine Auffassung.“ 

„Im übrigen hat Clebsch u.a. das Verdienst, das Poisson - Jacobische 
Theorem auf das Pfaffsche Problem ausgedehnt zu haben. Freilich finden sich bei 
Natani Andeutungen hinsichtlich einer solchen Ausdehnung. Aber diese Natanis 
Bemerkungen sind doch wohl nur ein erster Schritt hinsichtlich dieser Ausdehnung. 
Im übrigen glaube ich, daß ich erst (in ungedruckten Arbeiten) das erweiterte 
Poisson-Jacobische Theorem für die Integration des allgemeinen Pfaffschen 
Problems verwertet habe.“ 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. : 42 
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‚„Natani gibt zuerst eine Theorie der totalen Gleichungen. Die vollständige 
Integration eines unbeschränkt integrablen Systems von m Gleichungen mit m-+g 
Variabeln verlangt nach ihm die Operationen 

(m), (m), ..., (m), 
in Allem q Operationen (m).“ 

„Es liegt hier die Bemerkung sehr nahe, obgleich Natani sie wohl nicht ex- 
plizite gemacht hat, daß die Bestimmung eines Integrals von einem unbeschränkt 
integrablen-System von m Gleichungen mit m + q Variabeln die Operationen 


RB (m), (m), ..., (m), m 
verlangt; ich meine q — 1 Öperationen (m) und eine Operation m.“ 
„Kombiniere ich diese Bemerkung mit dem, was Natani explizite sagt, so 
komme ich dazu, daß, wie oben gesagt, die Integration von 


X,dı, ee = Kg „4x, = 0 
nach den Natanischen Theorien die Operationen 
2n—1 
(2n— 3), 2n — 3 
(2n — 5), (2?n— 5), 2n —5 


8), 8), (3) DC Pe 
IE 1% 1 I; . verlangt.“ 
„Würde man nicht die früher angegebene naheliegende Bemerkung als Natani 
bekannt ansehen, so muß man sagen, daß. nach Natani die Integration von 
ZXdx = 0 die Operationen 


2n—1 
(2n — 3), (2n — 3) 
(2n — 5), (?n — 5), (2?n — 5) 


(8), 8), (8), 2, (8), (8) 

1, 1, 3: ee BOE Dee 
verlangte, was auch einfacher als die Pfaffsche Methode. Aber selbst dies ist nicht 
explizite von Natani gesagt.“ 

Man tut Natani sicher nicht unrecht, wenn man es ausspricht, daß er die 
„sehr einfache und klare Darstellungsweise‘, deren die Theorie nach $. 302, Z. 9f. 
seiner Arbeit fähig sein soll, schuldig geblieben ist. Seine ohne allen Zweifel wirk- 
lich bedeutende Leistung für das Pfaffsche Problem hat deshalb auch fast keinen 
Einfluß auf die Weiterentwicklung der Theorie ausgeübt. Lie seinerseits liest in 
seinem Briefe aus der Natanischen Arbeit mehr heraus, als'darin steht. Erst durch 
Verbindung des $ 5 mit den $$ 8 und 9 ergibt sich, daß man in der Tat die Inte- 
gration von X,dz, + + X,,dxg„= 0 im determinierten Falle auf die von 
Lie angegebenen Operationen zurückführen kann; es bleibt aber sehr zweifelhaft, 
ob Natani selbst derartige Betrachtungen angestellt hat. 

Sehr zu bedauern ist es, daß Lie die zweite, umgearbeitete Fassung der 
Natanischen Abhandlung allem Anscheine nach gar nicht kennen gelernt hat. Er 
würde sonst Natanis Leistung vielleicht doch anders gewürdigt haben. Er würde 
auch gefunden haben, daß Natani ihm selbst in einem Punkte zuvorgekommen 
war. In der Tat, auf $. 358 von Abh. II spricht es Natani ausdrücklich aus, daß 
er mit vollem Bewußtsein die Theorie der partiellen Diffgl. 1. O. an die ursprüng- 
‚liche Pfaffsche Methode angeknüpft habe, die ihm die natürlichste und einfachste 
zu sein scheine. Deshalb habe er auch schon vor dem Erscheinen der „Nova me- 
thodus* von Jacobi die ursprüngliche Pfaffsche Methode zur Erlangung der Ja- 
eobischen Resultate eingeschlagen. 


“ 


Das Pfaffsche Problem. Natani. Pfaff 659 


S. 126, Z. 19. Clebsch bespricht auf 8. 263 seiner Abh. IV die Weilersche 
Abh. Il. 

S. 126, 2.20. A. Mayer, Abh. IV. 

8. 126, Z. 12—10 v.u. d. h. keine weitere als die von A. Mayer erreichte. 
Für den Fall der part. Diffgl. 1. O. beweist das Lie in Abh. XVI, 8. 221. 

S. 126, 2.6—3 v.u. Jacobi, Abh. III. A. Mayer, Abh. II. 

S. 127, Z. 5. Vgl. die Anmerkungen S. 616 und S. 628 ff. Lie benutzt zwar 
hier die Zurückführbarkeit des zweigliedrigen vollst. Syst. A, (y) = 0, A,(y) = 0 
in 2n — 1 Veränd. auf eine Gl. A(y) = 0 in 2n — 2 Veränd. (8. 140142), aber 
er macht nur von der Tatsache Gebrauch, daß die vollst. Integr. von A(y) = 0 die 
vollst. Integr. des vollst. Syst. nach sich zieht. 

S. 127, Z. 16—19. In der Selbstanzeige sagt Lie auf $. 148, Z. 14—18 deut- 
lich, was damit gemeint ist: es soll die n-gliedrige Form 


Is, 
n = DIF,af, 
w 


so beschaffen sein, daß die f,, F, unabh. Fkt. sind. Vgl. 8. 132, 136. 

S. 127, 2.19 v.u. Pfaff löst in seiner berühmten Abh. (s. S. 587) die Auf- 
gabe, die Gl. P,„= 0 durch Einführung neuer Veränd. %,,..., Yg„_,, t auf eine 
Gl. zurückzuführen, die nur noch die 2» — 1 Ver. y, enthält. Zu diesem Zwecke 
verlangt er, daß P,, die Form 


1...2n—1 
(1) Pam N II. Beni), 
v 
erhalte, wo i nur in dem Faktor N auftritt; er muß also die GI. 


. | r.,.50 
ZZ. 2 ( 1 > 02,\_ 2 
(2) > X, Br Ta = 0, 2 NV X, öy, = (0 (v=1,..,„2n—1) 
u R M 


befriedigen. Diese ziehen, wenn man 


’ u 3a Ri RBETE 2 

Se Bi ae ROLE feet ar 2 GR 

(a) A Ku ) : 
\ u M 





bildet und N,:N=4, ——— = 4, (4k=1,..,9n) 
08% &, “ 
setzt, die folgenden nach sich: 
h f 1...2n o2, öx, 1...83n ö, 
ad # rn (=1,..,2n—1) 
uk f u = 
(&) EIER EN LE 
02, 08, 7. 0%, 
0 a m nn ji X war 
> uk dt ot Bu] 
\ uk u 





durch die sie überdies, wenn A=#0 ist, ersetzt werden. Die Gl. (3) aber können 
nur bestehen, wenn die Gl. 


1.588 
(4) Da a = ax, (“=1,..42n) 
k 


erfüllt sind. Aus (4) endlich folgt, wenn A=#0 ist: 


1...2% 
© an> 
k 


42* 
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und es leuchtet ein, daß (4) und (4‘) zusammengenommen immer, auch wenn A ver- 
schwindet, das System (2) ersetzen. 

Verschwindet die Det. der a,,, so verschwinden auch alle ihre (2n — 1)-reihi- 
gen Unterdet., und man kann die Gl. (4) und (4’) befriedigen, indem man A = 0 
wählt, also läßt sich dann P,, nach (1) auf einen Ausdruck in 2» — 1 Ver. zurück- 
führen, was durch die von Lie gemachte Voraussetzung ausgeschlossen ist. Demnach 
muß diese Det. +0 sein, man kann 4—=1 setzen und erhält durch Auflösung von 
(4) mit Anwendung der Clebschschen Bezeichnungen (vgl. 8. 651) 


3x ER R 
(5) Erg - 2 EA (v=1,...20) 
u 


zur Bestimmung der x, als Fkt. von t. Die von t unabh. Ver. y, sind dann, als Fkt. 
der x, betrachtet, Lösungen der lin. hom, part. Diffgl. 








. öf 
\ uv 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 2 —1 Gl. y,= Const. sind ebensoviele 
unabh. Integrale des sim. Systems: 


(6) Sa, 2d24:-...: Da, dm Kr... Re... 
k k 


Hierin liegt zugleich, daß in der Normalform von P,„, die sich ja schreiben läßt: 


x 


1...n—1 
f F' 
u > Kant ar), 
pi n 


die 20 —1 Ausdrücke fi, ...,f, Fi: Far. -, F)_,: F, unabh. Integrale dieses 
sim. Systems sind. Das hat übrigens zuerst Jacobi gezeigt, Abh. III, Crelle 17, 
S. 15öf., Werke IV, S. 120. 
Das System (6), das man auch in dem Falle bilden kann, wo die Zahl der 
Veränderlichen «, nicht gerade ist, ist das sogenannte erste Pfaffsche System. 
8. 128, Z. 14—10 v.u. Vgl. die Anm. zu 9. 132—136, 136—140, 140—145. 
8. 128—131. Die Hauptlösungen hat Jacobi zum ersten Male in Abh. III be- 
nutzt. Er zeigt dort in $ 9 (Crelle 17, $. 136—141, Werke IV, 8. 100—104), daß 
bei einer part. Diffgl. 1. O. die vollständige Integration des ersten Pfaffschen 
Systems zur Erledigung des ganzen Problems genügt, sobald man zu Integrations- 
konstanten die Anfangswerte der Veränderlichen wählt. Nachher zeigt er noch, daß 
man auf diese Weise beim allgemeinen Pfaffschen Probleme’alle die nach einander 
zu integrierenden simultanen Systeme hinschreiben kann, ohne auch nur von einem 
einzigen ein Integral zu kennen ($. 156—161, bzw. 120—126). Allerdings spricht 
Jacobi nicht von den Lösungen einer lin. part. Diffgl. 1. O., sondern nur von den 
Integralen des zugehörigen sim. Syst. Ebenso verfährt er in $12 der Abh. IV (Crelle 
23, 8. 47—49, Werke IV, S. 196f.). Natani überträgt die Jacobischen Betrach- 
tungen auf unbeschränkt integrable totale Systeme und wendet das auf das allge- 
meine Pfaffsche Problem an; er bedient sich des Ausdrucks Hauptintegrale 
(Crelle 58, S. 302). Die Benennung Hauptlösungen scheint von Lie zu stammen. 
S.129, 2.2 v.u. Die Konstante «, muß so beschaffen sein, daß für 2, —«@, 
erstens X,,..., X, sich alle regulär verhalten und zweitens X, nicht verschwindet. 
8.130, 2.12. Eigentlich müßte geschrieben werden: h,(&,,...,%, _1, %s &)- 
8. 130f. VII—XI. Diese Sätze gehen natürlich nicht auf Jacobi zurück, der 
den Begriff des vollst. Syst. noch nicht kannte. 
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S. 131, Z. 6-8. Man vergesse nicht, daß für Lie in dem Begriffe des vollst. 
Syst. die Unabh. der m Gl. liegt (vgl. 8. 644, 2.8,7 v. u.) 

S. 131, 2.12—9 v.u. „Gemeins. Lös. besitzen“ bedeutet hier nur: durch solche 
Werte der Abl. befriedigt aiden, die nicht sämtlich verschwinden. Notw. u. hinr. 
Bed. ist ja, daß die Gl. A,(V)= 0 nach den Abl. von Vnach x, _„ PL auf- 
lösbar sind. 

S. 131, Z.3 v. u. Eigentlich müßte es heißen: 


nn Ei ren >) 


S. 132, Z. 9—15. Vgl. die Anm. zu $. 127, Z. 16—19 und 2.19 v.u. 

S. 134, Z. 16, 15 v.u. Jacobi, Abh. III, Crelle 17, S. 156—158; Werke IV, 
Ss. 121—123. 

S. 136, Z. 4. Es müßte zugesetzt werden: „für die X, nicht verschwindet“. 

8. 132136. Die diesen Entwicklungen zugrundeliegenden Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen (vgl. S. 128, Z. 14-10 v. u.) lassen sich wiederherstellen. 

Deutet man in dem Pfaffschen Ausdrucke: 


1... 
P, 2%, BR) 


n?’ 


2 


die Ver. &,,...,%, als Panktkoord. eines R,, so ordnet die Gl. P,= 0 jedem 
Punkte dieses R, ein ebenes Bündel von o0"”? Fortschreitunggrichtungen. Bin 2... 
zu. Hiermit ist. ein geom. Bild der Gl. P„=0 gewonnen, das sich nicht ändert, 
wenn man an Stelle der x, neue Ver. einführt, das also von dem benutzten Koordi- 
natensystem unabhängig ist. 

Die Gl. P,= 0 integrieren heißt, für einen möglichst kleinen Wert von u — m 
auf alle möglichen Arten n— m solche unabh. Fkt. g,,..:, 9, _, bestimmen, daß 


ER ; 
P, in der Form PR, = ddp +: + 9,_n4Pn_m 


darstellbar ist. Wir können das auch so ausdrücken: Es sollen für einen möglichst 
großen Wert von m alle solchen Zerlegungen des R, in © "RM: = en 
24 Pn—_ m — Const. bestimmt werden, daß in jedem Punkte jeder M,, die oo" 

Tangentialricht. der M,, dem dba Bündel von 00" Richt. angehören, das 
P„=0 dem Punkte zuordnet. Abgesehen von gewissen singulären Integralmann. 
sind dann diese M,, die größten Integralmann., die P,=0 besitzt. Es stellt sich 
überdies heraus, daß inan bloß eine Zerlegung des R, in "solche größte Integralmann. 
zu bestimmen braucht (vgl. S. 99). 

Verbinden wir mit dieser geom. Deutung der Gl. P„=0 den Begriff der inf. 
Tıf. (vgl. Lies Brief an A. Mayer, S. 656), so erscheinen die ursprüngl. Entwickl. 
Pfaffs (S. 659) in ganz neuem Lichte. . 


&i 


Pfaffsches Problem und infinitesimale Transformationen. 


Pfaff will den Ausdruck P, = &«,dx, durch Einführung neuer Ver. 


Yıy+ ++, Y. auf die Form: RS 


2 = e(lYyıs.-- PT Yrı. 3 m Ay An -ı 


bringen, wo y, höchstens in e en Nun ist Q, _ ‚= 0 offenbar die allgemeinste 
Form einer Pfaffschen Gl. in y,,...,%,, die bei allen inf. Trf. von der Form 
öy, =0 (u=1,...,.n—1), öy,= sdt invariant bleibt, bei ganz beliebigem so. 
Ist e auch noch von y, frei, so daß es also ER 1 gesetzt werden kann, so ist On Be 
der allgemeinste Pfaffsche Ausdruck in y, vorn Yan der bei allen diesen inf. Trf. inv. 
bleibt. Die angegebenen inf. Trf. bilden eine 5 Schar, die durch ein sim. System be- 
stimmt ist, und haben die Eigenschaft, daß Zß,dy, für sie verschwindet, sie führen 
also jeden Punkt des R, nach einer Richt. fort, die dem durch @,_, bestimmten 
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Bündel von 00”? Richt. angehört. Beide Eigenschaften sind von dem benutzten 
Koordinatensysteme unabhängig, mithin ergibt sich: Soll P, auf die Form Q, 
gebracht werden können, wo ge nicht von y, frei zu sein braucht, so ist notwendig, 
daß die Gl. P,=0 bei einer durch ein sim. Syst. bestimmten Schar von inf. Trf. 
inv. bleibt, die den x, solche Zuwachse dx, erteilt, daß Za,0x,—= 0 wird. Soll P, 
die Form Q, _, erhalten können, wo g=1 ist, so ist notwendig, daß der Ausdruck 
P, bei einer solchen Schar von inf. Trf. inv. bleibt. Diese notw. Bed. ist aber in 
jedem der beiden Fälle zugleich hinreichend. Gibt es nämlich eine Schar von inf. 
Trf. von der verlangten Art, so haben alle inf. Trf. der Schar dieselben Bahnkurven; 
wählt man daher die Koord. Yır-»+,%, 80, daß y, = Const.,..., Y%, _, — Const. die 
Bahnk. sind, so nehmen die inf. Trf. gerade die vorhin angegebene Gestalt an und 
P, erhält infolgedessen die verlangte Form Q,_;: 

Sucht man alle inf. Trf. 62,=$,dt(i=1,..., n), für die Za,dx, verschwin- 
det und bei denen die Gl. P„= 0 inv. bleibt, so hat man außer &«,8,;,= 0 noch zu 





verlangen: 

1...n 1...n 1... 1...n 

ö >’ 2,42; >) Sn i,da,öt+ >" da5,0t= 0 >) da,öt, 
i FR i ; 
0a, 0, 
was bei Anwendung der Bezeichnungen — — — =e,, die Gl.: 
| Su 

?) 


Sat, = 00, e1,..40) 


ergibt. Können diese überhaupt befriedigt werden, ohne daß &,,..., &,, 6 alle ver- 
schwinden, so erhält man aus ihnen immer mindestens eine Schar von inf. Trf., 
die zu einem sim. System gehört und die Gl. P„=0 oder sogar den Ausdruck P,, 
inv. läßt, 

Man bemerkt sofort, daß die früheren Gl. (4), (4°) nur ein besonderer Fall der 
Gl. (7) sind, der nämlich, wo n gerade ist. Nach dem damals Gesagten können da- 
her die Gl. (7) für gerades n stets befriedigt werden, während das für ungerades n 
nicht der Fall zu sein braucht. Die Gl. P,=0 kann daher durch Einf. neuer Ver. 
Yıy--+, Y, Immer auf eine solche Form: 


1...2m—1 

(8) Pn = eWı 1... Yan) Zus Be Ba = 0 (!m<n) 
gebracht werden, daß sie nur 2m — 1 Ver. wirklich enthält, daß sich aber die Zahl 
der in ihr auftretenden Veränderlichen nicht unter 2m — 1 herabdrücken läßt. Für 
den Ausdruck P, selber macht es dabei einen Unterschied, ob g die Ver. y,,, ent- 
hält oder nicht. Im ersten Falle kann die Zahl der Ver. in P, auf 2m, nicht aber 
auf weniger herabgedrückt werden, im zweiten Falle auf 2m — 1, nicht aber auf 
eine kleinere Zahl. 

Es sei (8) eine Form von P,, die den eben besprochenen Anforderungen ge- 
nügt. Fragen wir dann in den Ver. y,,..., y, nach allen inf. Trf., die P,„= 0 inv. 
lassen und für die 2ß,dy,—= 0 wird, so finden wir dy, = 0, En =(, 
während dy, „+, = PRY (k= =0,1,...,n — 2m) ganz willkürlich bleiben. Wir er- 
halten also eine Schar von inf. Trf, der das System der lin. part. Diffgl. 


of 


ER ERFURT | | (k=0,1,...,2—2m) 
OYgm+k 
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_ entspricht. Da diese Gl. ein (n — 2m + 1)-gliedr. vollst. System bilden, was eine 
von der Wahl der Ver. unabh. Eigenschaft ist, so können wir schließen, daß der 
Inbegriff aller inf. Trf., die P,=0 inv. lassen und Z«,öx,—= 0 machen, stets eine 
Schar bildet, der ein gewisses (n — 2m + 1)-gliedriges vollständiges System von lin. 
part. Diffgl. 1. O. entspricht. Der Fall 2m —1=n bedeutet dabei, daß es keine 
inf. Trf. von der verlangten Beschaffenheit gibt. 

Enthält e die Ver. y,,,, so kann man es durch %,,, ersetzen, ist es von 
Yg„ frei, so kann man es gleich 1 setzen. Sucht man dann alle inf. Trf., die 
den Ausdruck P, inv. lassen und zp,0y =( machen, so findet man im ersten 
Falle: 6, =0,..., 6% ._-1ı= 0 9%,=0 und dyynyıy :, dY, beliebig, 
im zweiten: öy, =0,...,0%,_,=0 und Iyy, Yam+ı? ::, 0%, beliebig. 
Demnach bildet auch der Inbegriff aller inf. Trf., die den Ausdruck P, inv. lassen 
und Za,öx2,=0 machen, stets eine Schar, der ein gewisses vollständiges System 
entspricht. Die Gliederzahl dieses vollst. Systems ist n — 2m oder n — 2m +1, 
je nachdem P,,, auf einen Ausdruck in 2m und nicht weniger Ver. oder auf einen 
Ausdruck in 2m — 1 und nicht weniger Ver. zurückführbar ist. Im zweiten Falle 
ist das vollst. System identisch mit dem, das die inf. Trf. liefern, die die Gl. P, = 0 
inv. lassen. 

Handelt es sich bloß um die Gl. P,=0, so bleibt so unbestimmt, und das 
betr. System von lin. part. Diffgl. entspricht offenbar dem totalen Systeme, das 


durch die Gl. 1425 
Die,de, = 0 
v 


(9) BR Bi 


d. h. durch das erste Pfaffsche System geliefert wird. Handelt es sich um den 
Ausdruck P,, so ist o=0 zu setzen, und das betr. System von lin. part. Diffgl. 
entspricht dem totalen Syst. 


K-.29 
(10) Dea,de,=0, 
Pr 


Demnach ist jedes dieser totalen Systeme, wenn es nicht etwa das Verschwinden 
aller d&, nach sich zieht, unbeschränkt integrabel. 

Die Vermutung ist wohl nicht zu kühn, daß Lie ungefähr auf diesem Wege 
zu der Einsicht gelangt ist, daß die erwähnten totalen Systeme unbeschränkt in- 
tegrabel sind. Allerdings sind wir damit schon weit über den Inhalt dessen hinaus- 
gegangen, was Lie in der vorliegenden Abhandlung von seinen damaligen Unter- 
suchungen veröffentlicht hat. 


1...,% 
o,,dx, = 0 (=1,...,n). 


v 


Gleichungen P,,, — 0, die nicht auf weniger als 2 — 1 Veränderliche 

zurückführbar sind. 

Lie setzt $. 132 voraus, daß P,, die Normalform ZF,df, erhalten kann, wo 
die f; und F, von einander unabh. sind. Sucht man alle inf. Trf., die die Gl. 
EZF,df;=0 inv. lassen und den f,, F, solche Zuwachse erteilen, daß ZF,/, == 0 
wird, so erhält man wegen: 

0=dZEF,öfh= LdF,df, + ZF,döf, 
die Bedingung 


I. re EM 2:27.66 
8 I Fa = DI (F;ddf, + 8 F,df)= 0 > F,af,dt= (8 F,af, -df,dF), 
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also d/,=0, dF,=cF,öt, wo 6 beliebig bleibt. Die gesuchten inf. Trf. lassen 
daher sämtlich die 22 — 1 unabh. Fkt. f,, ...,f„, Fi: A : F, inv., 
d. h. sie haben alle dieselben Bahnkurven. Für o—= 0 REES | "Verschwinden 
alle Zuwachse, es gibt also keine inf. Trf. der verlangten Art, die den Ausdruck 
ZF,df, inv. läßt. 

Für den ursprünglich gegebenen Ausdruck P,, liefert demnach die von Lie 
gemachte Voraussetzung folgendes: Erstens darf Za,dx, bei keiner inf. Trf. inv. 
bleiben, für die Z«,dx,—= 0 wird, zweitens aber N die Gl. Za,dae,=0 bei 
unendl. Hiolen derartigen inf. Trf. inv. bleiben, die alle dieselben Bihskuse haben. 
Man überzeugt sich leicht, daß die erste Forderung auf das Nichtverschw. der Det. 
der &;, 9. 662, hinauskömmt, und daß dann die zweite Forderung von selbst erfüllt 
ist: die verlangte Schar von inf. Trf. wird durch das zu Z«,dx, gehörige erste 
Pfaffsche System bestimmt. 

Die Liesche Forderung oder, was auf dasselbe hinauskommt, das Nichtverschw. 
der Det. der «;, sagt aus, daß der Ausdruck Ia,dx, nicht auf weniger als 2n 
Ver. zurückführbar ist. Verlangt man bloß, daß die Gl. P,„= 0 nicht auf weniger 
als 2» — 1 Ver. zurückgeführt werden kann, so ist das Nichtverschw. der Det. der 
&j zwar hinr., aber nicht notwendig; diese beschränktere Forderung ist nämlich 
offenbar damit gleichbedeutend, daß der Ausdruck P,, nicht auf weniger als 
2n — 1 Ver. zurückgeführt werden kann, sie ist also, wenn die Det. der «,, ver- 
schwindet, immer noch dann, aber auch nur dann, erfüllt, wenn der Ausdruck 
Zo,da, bei unendl. vielen inf. Trf. inv. bleibt, die Ze, 82,—0 machen und die 
alle dieselben Bahnkurven haben. Man findet, daß dies dann und nur dann eintritt, 
wenn in der Matrix 
(11) R, Ayo: Any | 
2 RR‘, 
der Gl. (10) alle n-reihigen, nicht aber alle (n — 1)-reih. Det. verschwinden. 

Zu jeder Gl. P,,=0, die nicht auf weniger als 2n — 1 Ver. zurückführbar 
ist, gehört daher eine ganz bestimmte Schar von inf. Trf., für die Ya, dx, = 0 wird. 
Alle inf. Trf. der Schar haben dieselben Bahnkurven. Ist die Det. der «,, von Null 
verschieden, so lassen diese inf. Trf. die Gl. P,„= 0 inv., nicht aber den Ausdruck 
Pa,„; sind dagegen alle n-reihigen, nicht aber alle (n — 1)-reihigen Det. der Matrix 
(11) gleich Null, so lassen die inf. Trf. nicht bloß die Gl. P,,= 0, sondern auch 
den Ausdruck P,, inv. In beiden Fällen ordnet die Schar der inf. Trf. jedem 
Punkte des R,, eine Fortschreitungsricht. zu, die dem durch P,_=0 bestimmten 
ebenen Bündel von 00°”? Richt. angehört und die wir die char. Richt. des 
Punktes nennen wollen. Dementsprechend nennen wir die Bahnkurven dieser inf. 
Trf. auch die Charakteristiken von P,,—=0. Die Diffgl. dieser Bahnkurven 
werden durch die Gl. (9) oder (10) geliefert, je DAPNARE., die Det. der «,, ver- 
schwindet oder nicht.!) 

Hat man P, „== 0 integriert, also den R,, in oo” Integral: f = Const.,..., 
f„ == Const. von P,,= 0 zerlegt, so besteht eine Identität von der Form 
Pu=Fafh + +F,df,, wo unter den Fkt. fi... fn Fir. ., F, entweder 
2n oder bloß 2» — 1 von einander unabh. vorhanden sind, je nachdem die Det. 
der &,, von Null versch. oder gleich Null ist. Im ersten Falle sind dann offenbar 
f = Const., ..., f„ = Const., F,: F', = Const. (k=1,...,n —1) die Char.von P, „=, 
im zweiten Falle werden sie durch die Gl. f,(@,,.:, y Jah Zn) 
Fan. )=F a’, ...,29,) @=1,...,n) dargestellt. Die Char. sind also 
immer angebbar, sobald P, , == 0 integriert ist. 


1) Man vgl. hierzu die Auseinandersetzungen von Lie, Math. Ann. VII, 
8. 245—248 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 8 8). 
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Die Integral-M,, f, = Const.,...., f, — Const., die offenbar größte Integralmann. 
von P,„=0 sind, sind augenscheinlich von je oo” 1 Char. erzeugt. Diese Eigen- 
schaft der größten Integralmann. von P, = 0, von Char. erzeugt zu sein, ist nur 
ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes. 


Bleibt nämlich die Pfaffsche Gl. P,=a,da, +-::+.,dx,=0 bei einer 
Schar von inf. Trf. yo. PER 
inv., wo g willk. ist und wo die Zuwachse dx, den Ausdruck Za,öx, identisch 
Null machen, so sind die größten Integralmann. von P, = 0 immer von Bahnkurven 
dieser inf. Trf. erzeugt. 

In der Tat, ist M,, eine Integralmann., die nicht von Bahnkurven unsrer inf. 
Trf. erzeugt ist, und legen wir durch jeden Punkt von M,, die hindurchg. Bahnk., 
so erhalten wir eine M,,,,, die auch dadurch entsteht, daß man unsre inf. Trf. 
unendlich oft auf M,, ausführt. In jedem Punkte der M,, sind die 00” Tangential- 


richtungen dieser M,,,, bestimmt durch die ale Tangentialricht. der M,, und 
durch die Fortschreitungsricht., die die inf. Trf. dem Punkte zuordnen, sie gehören 
also alle dem Bündel von 0”? Richt. an, das P„= 0 in dem Punkte bestimmt. 
Da nun P,—=0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, so gilt das soeben für einen Punkt 
der M,, Gesagte auch von den oo” Tangentialricht. der 7, +ı jan jedem andern 
ihrer Punkte, d. h. die M,,,, ist eine von Bahnkurven unsrer inf. Trf. erzeugte 


Integralmann. von P,—=0. Hat man den ganzen R, in 00” "" Integral-M,„, zerlegt, 
die nicht von Bahnkurven erzeugt sind, so liefert unsre Konstr. o0”""* Integral- 
M,.+ı; die von Bahnkurven erzeugt sind, und unter diesen kann man immer 


oo" =""=1 50 auswählen, daß sie den R, gerade einmal erfüllen und also eine Zer- 
‚legung des R, bestimmen. Erwähnt sei noch, daß die 00! Lagen, welche die M,, 
bei unendlich oft wiederholter Ausführung der inf. Trf. annimmt, lauter m-fach aus- 
gedehnte Integralmann. von P,—=0 sind. 

Auch dieses Ergebnis kann noch erweitert werden. Wenn nämlich die inf. Trf., 
die P„= 0 inv. lassen und &«,dx,= 0 machen, einem (n — 2m + 1)-gliedr. vollst. 
Syst. entsprechen, so wird der R, durch 2m — 1 unabh. Lös. dieses vollst. Systems 
oe M„_-gam4+ 1 zerlegt, und jede größte Integralmann. von P,= 0 ist von 
lauter solchen M,_ 3, ı erzeugt. 

Der zuerst gefundene besondere Fall des Satzes ist uns übrigens in noch weiter 
spezialisierter Fassung schon einmal begegnet. Man erinnere sich nur an den Satz, 
daß die Integral-M, jeder part. Diffgl. 1.0. des R, +1 4%, ., @, Im allgemeinen 
von char. Str. der Gl. erzeugt sind (S. 598). 


Lies Zurückführung von P,,, auf P,,_,: 


Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Ausdrucks P,, zurück, halten aber die 


von Lie gemachte Voraussetzung (s. S. 663f.) fest, daß der Ausdruck nicht auf 
weniger als 2» Ver. zurückführbar ist. 


Wir schneiden P, ,— 0 mit einer (2n — 1)-fach ausg. Ebene E,, _,') von allg. 
Lage, d. h. mit einer solchen, für deren Punkte die char. Richt. im allg. nicht in 
die E,,_, fallen. Dann erhalten wir auf E,,_, eine Pfaffsche Gl. P,,_-,=0 
in 2n — 1 Ver., die wir ohne Integration hinschreiben können. 

Ist P,„= 0 schon integriert, ist also der R,, in 00” Integral-M,, von P,, = 
zerlegt, so ist P,,_,=0 von selber integriert, denn E,„_, wird durch diese M,„ 
in oo" M,„_., zerlegt, die offenbar Integralmann. von P,„_,>= 0 sind. Während 

1) Bloß um die Ausdrucksweise etwas zu erleichtern, wählen wir eine Ebene; an 
und für sich würde eine beliebige (2n — 1)-fach ausg. Mann. dieselben Dienste tun. 
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die 00” Integral-M, von P,,„==0 alle von Charakteristiken erzeugt sind, kann das 
höchstens bei einzelnen der oo” Integral-M, _ı von P,„_,0 der Fall sein. 

Ist umgekehrt P,,_,= 0 integriert, also E,,_, in oo” M,_, zerlegt, deren 
00"? Tangentialricht. in jedem Punkte dem Bündel von 00?” Richt. angehören, 
das P,„_,— 0 dem Punkte zuordnet, so brauchen wir nur durch jeden Punkt 
jeder solchen M,_, die hindurchg. Char. von P,,==0 zu legen, um den R,, in 
00” Integral-M,, von P,,= 0 zerlegt zu bekommen. Da nämlich die einem Punkte 
der E,,„_, zugeordnete char. Richt. im allg. nicht in die E,,_, fällt, so liefert 
jede M„_, bei unsrer Konstr. eine M,„, und diese M,„ erfüllen den R,, gerade 
einmal. Weiter sind für jede M, in jedem Punkte, den sie mit der E,,_, gemein 
hat, ihre 00"! Tangentialricht. in dem ebenen Bündel von 00°”? Richt. ent- 
halten, das P,,„—0 dem Punkte zuordnet. Denkt man sich nun auf jeden solchen 
Punkt die inf. Tıf., deren Bahnkurven die Char. sind, unendlich oft ausgeführt, und 
beachtet man, daß diese inf. Trf. sowohl die M, als die Gl. P,_=0 inv. lassen, 
so erkennt man, daß wirklich jede M,„ eine Integralmann. von P,„=0 ist. Sind 
Q, = Const., ..., 9, = Const. die gefundenen Integral-M, von P,„=0, so besteht 
eine Identität von der Form P,„=®,dyp, + ::+©,dy,, und damit hat man 
zugleich eine Normalform des Ausdrucks P, „. 

Denkt man sich die Gl. P, —=0 auf E,,_, vertreten durch das jedem 


Punkte der E,,__, zugeordnete Bündel von 00?” Richt. und fügt man zu dieser 
Figur in jedem Punkte die zugeh. char. Richt. hinzu, so erhält man eine Figur, in 
der jedem Punkte der E,,_, das durch P,„=0 bestimmte Bündel von ocın = 
Richt. des R,, zugeordnet ist. Führt man auf diese Figur unendlich oft die inf. Trf. 
aus, die die Char. zu Bahnkurven haben, so wird einem jeden Punkte des R,, das 
ebene Bündel zugeordnet, das P,,_—= 0 in ihm bestimmt, kurz man erhält die Figur 
des R,„, die P,,= 0 vertritt. Man kann daher in gewissem Sinne sagen, daß die 
Gl. P,„=0 aus der Gl. P,„_,=0 entsteht, wenn man sich jene inf. Trf. un- 
endlich oft ausgeführt denkt. 

Hieraus kann man übrigens schließen, daß P,, _, = 0 nicht in eine Pfaffsche 
Gl. überführbar ist, die weniger als 2» — 1 Ver. enthält, daß also P,,_,=0 bei 
keiner Schar von inf. Trf. inv. bleibt, die alle dieselben Bahnkurven haben und die 
jeden Punkt der E,,__, nach einer Richtung fortführen, die dem durch P,„_,= 0 
bestimmten Bündel angehört. Gäbe es nämlich eine solche Schar von inf. Trf., so 
ließe sich die Zahl der Ver. in P,„_,== 0 auf 2» — 2 und somit (vgl. 8. 659f.) auch 
auf 2n — 3 herabdrücken. Die vorhin angegebene Konstr., die von P,,_,=0 zu 
P3„=0 führt, würde dann ergeben, daß sich die Zahl der Ver. von P,,„—=0 auf 
2n— 2 herabdrücken ließe, während sie doch nach unsrer Voraussetzung nicht 
kleiner als 2» — 1 gemacht werden kann. 

Der Liesche Text (8. 134—136) übersetzt einen Teil der hier angestellten Be- 
trachtungen in die Sprache der Analysis, indem er die Hauptlösungen verwertet. 
Die E,,„_,, mit der P,„=0 geschnitten wird, hat die Gl. ©, =«,,; sie ist 
sicher von allg. Lage, wenn die dem ersten Pfaffschen Systeme entsprech. Diffgl. 
A(y)=0 nach der Abl. f, auflösbar ist und wenn die Konst. «,, unbestimmt 
gelassen wird. a” | 

S. 136, Z. 6f.; 8.138, 2.9, 8v.u. Da Natani nur die Pfaffsche Gl. be- 
handelt und auf den Pfaffschen Ausdruck nicht besonders eingeht, so sind die 
Entwick. des Lieschen $ 3 in seiner Arbeit nicht unmittelbar enthalten. Man findet 
jedoch, daß fürdieGl.P,,_,—=0 nach Natanis Ausdrucksweise (Crelle 58, 8. 817) 
nur das willkürliche Integral verschwindet, und daß sich infolgedessen das erste 
Pfaffsche System auf 2» — 3 .unabh. Gl. reduziert und bloß 2n — 3 Integrale 


n—1 
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liefert. Die Bed., unter der das eintritt, gibt Natani richtig an. Führt man, wie 
' er es grundsätzlich tut, die Hauptlösungen ein, so kommt man in der Tat zu dem 
in $ 3 entwickelten Verfahren. Aus dem, was Natani im Crelle sagt, kann man 
eich aber kein Bild davon machen, wie er sich selbst die Behandlung des Falles 
gedacht hat, denn seine Betrachtungen auf 8. 318 sind unverständlich. Bei genauerem 
Zusehen erkennt man, daß gerade auf 8. 318 die Darstellung durch Versehen ent- 
‚stellt sein muß, und in der Tat, bei der Neubearbeitung in Abh. II hat Natani 
- diese Versehen stillschweigend verbessert; man vgl. nur S. 319f. der Neubearbeitung 
mit Crelle S. 318. Hiernach muß sogar festgestellt werden, daß Natani ganz all- 
gemein gezeigt hat, wie man eine Pfaffsche Gl. in n Veränderlichen auf die 
kleinste mögliche Zahl von Ver., die immer ungerade ist, zurückführt, und daß man 
die reduzierte Pfaffsche Gl. unter Benutzung der Hauptlös. immer ohne Integration 
hinschreiben kann. a 

8.136, 2.11. „In determ. Weise“ bedeutet auch hier, daß /,,...‚/„_» Fis---» 
F,_, wnabh. Fkt. sind. 

8. 136—140. Das vollst. Syst. A, (w)=0, A, (y) =0 ist gleichbedeutend mit 
dem (2n — 3)-gliedr. totalen Syst., auf das sich hier, wie Natani gezeigt hat, das 
erste Pfaffsche System reduziert. Aber Lie ist sicher zu diesem vollst. Syst. auf 
dem früher (S. 661 ff.) angedeuteten ae gelangt. 

Es sei f, irgend eine von A < F,,..., F„_, unabh. Fkt. Wir suchen 


n—1’ n 
in den 2n — 1 Ver. fi, --, F,_ı die allgemeinste inf. Trf., die die Gl. 
P; 


n? Ze. n 


= (0) inv. läßt und für Rei Er, öf,=0 wird. Wir finden 
o=0, dF=0,F,dt (i=1,...n-), I,=Ööt 


n—1i 


bei willkürlichem o, und o,, also eine Schar von inf. Trf., der das zweigl. vollst. Syst. 
1...n-1 


BR A 
.. 7-0 


mit den Lös. fi, ..,,_. Fr: F,_ı k=1...,n—2) entspricht. 

Die inf. Trf., bei denen die geg. Gl. P,,„_, > 0 inv. bleibt, bilden daher eine 
Schar, der ebenfalls ein zweigl. vollst. Syst. entspricht, gerade das System A, (9) = 0, 
A, (y) = 0, das wir infolgedessen aufstellen können. 

Andrerseits lautet die allgemeinste inf. Trf., die den Ausdruck & F,df, inv. 
läßt und für die £ F,df, verschwindet, so: a0, oF,=0 (i=1,...,n—1), 
öf„=0,0t, wo o, beliebig ist. Demnach wird der Inbegriff aller inf. THE. "die den 
Ausdruck ZX,dx, inv. lassen und &X,dx,—=0 machen, durch ein sim. "Syst. be- 
stimmt, das wir ebenfalls aufstellen können. 

Die Voraussetzung, daß in der Normalform P,_, von P,„_, die Fkt. f,, F, 
@=1,...,”»—1) von ein. unabh. sind, kommt dnnch darauf RE daß die 
@l. Emo nicht auf eine Gl. mit weniger als 2n — 3 Ver. zurückführbar ist, 
der Ausdruck P,,_, nicht auf einen mit weniger als 2n — 2 Ver. 

Das zweigl. vollst. Syst. A, (w)=0, A,(w)=0 und die damit gleichbedeut. 
Schar von inf. Trf. ordnen jedem Punkte des R,,_, ein ebenes un von oo! 
Richt. zu, das dem durch P,„_ 1 0 bestimmten ebenen Bündel von 00°” ® Richt. 
angehört. Das vollst. Syst. hat an — 3 unabh. Lös., die gleich willk. Konst. gesetzt, 
den R,„_, in o0°”-® M, zerlegen. Hat man P,„_.ı auf die Form P, _, gebracht, 
so sind fi... _p Fr: F,„_, k=1,...,%— 2%) solche unabh. Lös, und die Gl. 


fi = Const.,.. .,f,„_, > Const. a: A BR, 2 Take Integral-M, von 


Pan _ı > 9, deren jede von gt M, erzeugt ist. Es darf nicht unerwähnt bleiben, 
daß überhaupt alle größten Integralmann. von P,,_,==0 von solchen M, erzeugt 
sind (vgl. S. 665). 
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Wir schneiden P,,„_,=0 mit einer E,,_, von allg. Lage, d. h. mit einer 
solchen, daß in jedem ihrer Punkte das durch das vollst. Syst. zugeordn. Büschel 
von oo! Richt. im allg. ganz außerhalb der E,,__, liegt, daß sie also mit den eben 
besprochenen M, im allg. nur Punkte gemein hat. Auf E, „3 erbalten wir dann 
eine Pfaffsche Gl. P,,_,;= 0 in 2n — 3 Ver., die wir ohne Integration aufstellen 
können. Wir werden sehen, daß sich aus P,,_,=0 die Gl. P,,_,=0 jederzeit 
wieder ableiten läßt. 

Unter den inf. Trf., die dem vollst. Syst. A,(y)=0, 4, (x) = 0 entsprechen, 
wählen wir irgend zwei aus, die verschiedene Bahnk. haben. Legen wir dann durch 
einen Punkt des R,,_, die hindurchg. Bahnk. der ersten inf. Trf. und durch jeden 
Punkt dieser Kurve die hindurchg. Bahnk. der zweiten, so erhalten wir immer 
eine M,, und auf diese Weise erhalten wir sie alle. Wir können uns das auch so 
vorstellen, daß wir auf den Ausgangsp. die erste inf. Trf. unendlich oft ausführen 
und auf die entstandene Bahnkurve die zweite inf. Trf. unendlich oft. 

Weiter betrachten wir eine Figur, die aus den Punkten der E,,_, besteht, 
indem wir uns noch mit jedem dieser Punkte das ebene Bündel von 00°”? Richt. 
verbunden denken, das P,,_,=0 im R,„_, dem Punkte zuordnet. Es ist klar, 
daß das jedem Punkte der E,,_, zugeordn. Bündel außerhalb der E,,_, das 
früher erwähnte Büschel von 0! Richt. enthält und daß es auf der F,,_, das 
Bündel von 00°”? Richt. ausschneidet, das P,„_3= 0 bestimmt. Führen wir auf 
diese Figur zuerst unendl. oft die eine inf. Trf. aus und dann unendlich oft die 
andre, so beschreibt jeder Punkt der E,,_, eine M,, und die so erhaltenen M, 
erfüllen den R,, _, gerade einmal. Da nun P,,_,= 0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, 
so nimmt unsre Ausgangsfigur oO? versch. Lagen an, die zusammen die Figur 
bilden, durch die P,,_,== 0 vertreten wird. 

Damit ist unsre Behauptung bewiesen. Erwähnt sei noch, daß die Gl. Pan 3 0 
nicht auf eine Gl. in weniger als 2n — 3 Ver. zurückführbar ist. Wäre sie das 
nämlich, so ließe sie sich auf eine in höchstens 2n — 5 Ver. zurückführen, und damit 
wäre P,,„_,=, infolge der eben entwickelten Konstr., auf eine Gl. in höchstens 
2n — 3 Ver. zurückgeführt. 

Ist Pg„_ı= 0 integriert, also der R,„_, in 00” "! Integral- M,„von Pa, -ı= 0 
zerlegt, so ist die Ey,_, ganz von selber in oo"! Integral-M  _, von P,„_3 = 0 
zerlegt. Da nämlich jede Integral-M,, von lauter M, erzeugt ist und eine M, mit 
der E,,_,; im allg. bloß einen Punkt gemein hat, so wird jede Integral-M, von 
der E,,_, im allg. bloß in einer M,_, geschnitten. 

Ist umgekehrt E,,_3 in oo"! Integral-M,„_sa von P„_3 = 0 zerlegt, so 
braucht man bloß durch jeden Punkt jeder solchen Integral-M, _, die hindurchg. 
M, zu legen. Es ist klar, daß man so oo"! Integral-M,;'von P,,_,= 0 erhält. 

Im Texte ($. 136—140) sind diese Betrachtungen in die Sprache der Analysis 
übersetzt durch Einführung der Hauptlös. Die Gl. der E,„_; lauten: ,,_,=%,._n 
Zgn_g = %y,_g, und zwar ist diese E,,_, von allg. Lage, wenn das vollst. Syst. 
A,%)=0, A,(y)=0 nach den Abl. von ı» nach X), und x,,_, auflösbar ist 
und wenn gewisse Werte der Konst. «, n— 1) %gyn__g Ausgeschlossen werden. 

8. 140, 2. 5—3 v. u. Vgl. 8. 101. 

S. 141, Z. 2—7. Unter den gemachten Voraussetz. sind die 2" — 2 Fkt. F\, f; 
von einander unabh. und ebenso die 2R —1Fkt. f,..„f,_y A: _ı k=h..., 
n—2), %y,_.g, %n_.. Folglich besteht zwischen f,,...‚_n Fu: F,_n 
%g]_g und x,,_, eine und nur eine Relation, es kann also nicht für jedes Wert- 
system @,,_9, &„_, eine Rel. zwischen f,,...,f,_p Fi --., F,_, und 4 be- 
stehen, d. h. die nachher mit fi, F,A bezeichneten Fkt. sind für allg. Werte von 
&a_ 9, %g„_; von einander unabh. 
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S. 141, Z. 9—6 v u. Hieraus geht hervor, daß man 
AY)= 4, (A) 4, Y) — 4, (A) A, (W) 
setzen kann, wo rechts an Stelle von x,,_, vermöge der von Lie benutzten Sub- 
stitution die Ver, A einzuführen ist. Die Gl. A(u) = 0 besitzt nämlich, als Gl. in 
user Kg, _g A aufgefaßt, außer den Lös. des vollst. Systems A, (9) = 0, A, (p) = 0 
auch noch die Lös. A. 

S. 143, 2.7 v.u. Die Fkt. h, hängt natürlich auch noch von «,,_, ab. 

8.144, 2.5. Eigentlich müßte geschrieben werden: B,(n,,..., 29, _ 3) &yy _g A) 
und ebenso bei p,. Ähnliches gilt S. 144, Z. 11 und $. 145, Z. 12. 

S. 144, Z. 12f. Selbstverständlich darf X, nicht verschwinden. 

8. 140—145. Vorhin (vgl. 8. 668) wurde P,,__,—= 0 mit einer E,,_, von 
allg. Lage geschnitten. Die Gl %,,_9 —%,_3=h(@g,_1— %,_ı) stellt nun 
offenbar das Büschel von oo! E,,_, dar, das diese E,,__, zur Achse hat; auf jeder 
dieser oo! E,,_, erhalten wir daher eine Pfaffsche Gl. P%)_,=0 in 2n —2Ver., 
die für die versch. Werte des Par. 4 versch. ausfällt. Schneiden wir P%_,= 0 
mit der E,, _3, so erhalten wir die Gl. P,„_3= 0, die sich, wie wir wissen, nicht 
auf weniger als 2n — 3 Ver. zurückführen läßt, demnach kann auch keine der Gl. 
P%_ „== 0 auf weniger als 2n — 3 Ver. zurückgeführt werden. 

Ist nun P„_1=0 integriert, also der R,,„_; in oo"! Integral-M,„ von 
Pan _ı = U zerlegt, deren jede von oo" ” ? der früher erwähnten M, erzeugt ist, so 
schneidet jede Ey, _, diese oo”! Integral-M,, in 00”! Integral-M, _, der durch 
sie bestimmten P,®_,=0 und die 00°”? M, schneidet sie in 00?” ° Kurven 
derart, daß jede Integral-M,_, der ne g9== 0 von oo"” ® solchen Kurven erzeugt 
ist. Es liegt auf der Hand, daß diese 00°” * Kurven nichts andres sind als die 
char. Kurven der betr. P)®_, = 0, von denen (vgl. S. 664 f.) alle größten Integralmann. 
der P\%_,=0 erzeugt sind. 

Hieraus ergibt sich eine einfache Erzeugung der Mann. M,. Da nämlich durch 
Jeden Punkt der Achse E,__, eine solche M, geht, und da diese von jeder E,,__s 
in einer char. Kurve der zugehörigen P,X_,== 0 geschnitten wird, so brauchen wir 
nur bei beliebigen % die char. Kurven der Gl. P,}%?_,=0 zu bestimmen. Legen 
wir dann durch einen beliebigen Punkt auf der Achse, etwa durch z, = x, ..., 
Bong Ing ang Kan gr Lgn_ı = %gn_ı für jeden Wert von A die hin- 
durchg. char. Kurve von P)9 ,=0, so erhalten wir eine der o0?*-3 M,, und 
auf diese Weise erhalten wir sie alle. 

Es sei endlich P,2_,= 0 bei beliebigem 4 integriert, also die E,,_,, die 
P)®_,== 0 ausschneidet, sei in 00”! Integral-M,,_, dieser Gl. zerlegt. Dann sind 
einerseits für jedes A die char. Kurven von Pf)_,= 0 ohne Integr. angebbar (8. 664) 
und damit, wie wir eben gesehen haben, die zu P,,_,= 0 gehörigen M, bekannt. 


Andrerseits schneidet die Achse Ey,„_3 unsers Büschels die 00”! Integral-M,_; 
jeder Gl. P®_,— 0 in 0o0””! Integral-M,_g der Gl. P,„_5=0. Aber aus o0"”! 
solchen Integral-M,_s von Pg„_3=0 und aus den M, können wir (8. 668) oo"! 
Integral-M,„ der Gl. P,,_,= 0 aufbauen. 

Diese Konstr. sind in Satz XXII, S. 144 f,, analytisch ausgedrückt. Während 
Pan, von A frei ist, werden die 00”! Integral-M,_s von P, a3 =, die man 
findet, im allg. von 4 abhängen. Das zeigt sich darin, daß die Fkt. go, @;, 2, (8.145, 
Z. 2) A enthalten. Infolgedessen enthält auch der Ausdruck für P,, _ ı (8. 145, Z. 12) 
im allg. 4. Da aber die gewonnene Gl. eine Id. ist, so kann man dem A irgend 
einen festen Wert erteilen. 

S. 145, Satz XXIII. Vgl. Clebsch, Abh. II, Crelle 60, $. 199. 

8.146, 2.6 v.u. Es fehlt der Zusatz „in determinierter Art“. 
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8. 147, Z. 11 v.u. Es sollte heißen: B— X," "Yan + X," dan, =0. 

S. 147, Z.2,1 v. u. In der Tat, um P, „—g Aufstellen zu können, muß man erst 
P,„_, Kennen, und das erfordert die Aufsuchung eines Integrals des ersten Pfaff- 
schen Systems und dann die Elimination einer Veränderlichen. Demnach braucht 
man zur Aufstellung von P,,_g9,..., P, immer nur die Aufsuchung je eines Integrals 
und die Elim. je einer Ver. Erst wenn man P, = 0 integriert hat und nun rückwärts 
geht, muß man zur Bestimmung von Hauptlös. schreiten. 

S. 148, 2. 6f. Cayley, Demonstration d’un theor&me de Jacobi par rapport 
au probleme de Pfaff, Crelle 57, S. 273—277, Berlin 1860, Papers IV, 8. 359 — 363. 


Hier setzt Cayley X;—= (0, )=— (i, 0), was in Verbindung mit der Jacobischen 
Bezeichnung 0X 0X, _ = (i, b) 
0%, 02, 


der analyt. Behandlung des Pfaffschen Problems eine ungemeine Übersichtlichkeit 
und Eleganz verleiht. Über Graßmann vgl. die Anm. zu Abh. XXI. 
S. 148, 2. 11—13. Vgl. S. 27, Z.4 v.u., S. 126, 2.2,1v.u. 


Zu Abhandlung XII, 8. 149—175. 


Am 7.5.1875 meldet A. Mayer, daß diese Abh. ebenso wie XIII und XIV 
wohlbehalten in Leipzig angelangt sind. Eine vielleicht von Lie selbst herrührende 
Inhaltsangabe findet sich im Bull. XIV (2. Ser., II), II. part., 1879, S. 166. Umge- 
arbeitet bildet die Abh. einen Teil von Ann. IX, s. da $. 250—278 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, Abschn. I, $ 1—9). 

S. 149, Z. 9—11. Vgl. S. 591, 626. 

S. 149, Z. 12-10 v.u. Das ist nicht ganz richtig, denn Natani hatte gerade 
darauf hingewiesen. Vgl. S. 658. 

8.150, Z.1v.u. Mayer, Abh. VII, vgl. insbesondere $S. 299—304. 

S. 150, 2. 8f. Das Problem und die Lösung finden sich in der Tat in H. Graß- 
manns zweiter Ausdehnungslehre in Nr. 503. Vgl. die Anm. zu $. 322. 

8.153, Z. 11—8 v.u. Die Zahl ® des Problems S. 150, die nicht <n sein 
kann, wird hier stillschweigend gleich n = 2 angenommen. 

S. 154, Z. 14f. Dieser Zusatz ist nur richtig, wenn man sich von vornherein 
auf solche Scharen beschränkt, die nicht weniger als o0*? Elemente enthalten. 

S.154, 2.9—5v.u. Auch hier wird die Zahl » ohne weiteres auf ihren kleinsten 
Wert n beschränkt. 

Merkwürdig ist eigentlich folgendes: Lie führt den Begriff der vereinigten 
Lage zweier unendl. ben. El. ein und den Begriff der Elementmann., d. h. einer 
Schar von El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Nirgends aber stellt 
er die Frage, in welcher Beziehung zu einander zwei EI. einer solchen Elementmann. 
stehen, die demselben dritten El. unendl. ben. sind. Vgl. dazu Engel, Eine neue 
geometrische Eigenschaft der Lieschen Elementvereine, Leipz. Ber. 1906, 8. 323—340. 

S. 155, Z. 5—11. Es hätte noch hinzugefügt werden sollen, daß jede Schar von 
oom El. (m<{n), in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, einer ganz be- 
stimmten Schar von derselben Art angehört, die »0” El. enthält. Diese Schar von 
oo” EI. ist durch die Gl. zwischen den x, allein bestimmt, die aus den Gl. der 
Schar von oo” El. durch Elim. der x, folgen (vgl. S. 150, 2.7 v.u. — 151, Z. 13). 

S. 156, Z. 2,1 v. u. Selbstverständlich ist es deshalb, weil nach der letzten 
Anm. jede Integral-M, _, einer ganz bestimmten M,„ angehört, d. h. einer Mann. 
von oo” El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Diese M, aber ist ent- 
weder eine Integral-M,, oder sie ist keine. 

S. 157, 2.13, 12 v.u. Vgl. S. 152, Theor. I; setzt man die damals mit W be- 


zeichnete Fkt. gleich m,W(p,,..., P,y Eyrın 9 2), 80 erhält man die @l. 
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1...9 
a Y-w-D; EM EIER RR AA (k=1,...,9% 
0m, - ‚Hop, ' op; 
RR (j=l,...,n-g)h 
+3 
d. h. eben die Gl. (A). Daß hier stillschweigend 2 und «,,...., x, bevorzugt werden, 


tut der Allgemeinheit der Untersuchung keinen Eintrag; es kann ja jedes x, als z 
benutzt werden. ; 

8.157, 2.3 v.u.— 158, Z. 16. Es fehlt jede Andeutung darüber, wie man gerade 
' auf die hier angenommenen Werte der dx, kommt. Das Ganze ist daher eigentlich 
nur eine rechnerische Bestätigung dafür, daß die bekannten Diffgl. eben die Diffgl. 
der char. Str. sind. 

S. 158, Z. 11f. Zunächst kommt 


 ° Lu 
dF dF\ _ dF dp der > } ap, 
(tr) - dpi de Ga 


S. 158, Z. 16 v. u. Bei der Aufstellung dieser Integrale wird vorausgesetzt, daß 
die 2n Größen Fy., Fz. +2»; F', nicht sämtlich verschwinden. Für solche Glesyst. (B), 
die F=0 befriedigen und alle diese 2n Ausdrücke zum Verschwinden bringen, ist 
daher die betreffende Darstellung nicht möglich. Andrerseits können die 2n Gl. 
Fy, =0, F2, +7, F,=0 keine Folge von F= 0 sein (vgl. 8. 597), demnach müssen 
die Glsyst. &b), die sich der betreffenden Darstellung entziehen, außer der Gl. F=0 
mindestens noch eine davon unabh. Gl. befriedigen. 

Lie erwähnt diesen Umstand erst $. 162, Z2.6—2 v. u. 

S. 159, Z. 15—19. Es ist das eine der B.T., die Lie 8. 174 als Eulersche 
bezeichnet. Vgl. die Anm. zu $. 96, Z. 12. 

8.159, 2. 4—1 v. u. In der Tat, es wird ja: 





BI u GP aF BE. aE ar ‚dr 
ET Es? TER Teuer 7 aaa Br TEE Prater Trank. Br TE, 


af’ dF dF' ar 

de, "de. Ip dp, 
8. 160, Z. 16—18. Weil die =; Verhältnisgrößen sind, so muß man, um die 
char. Str. von F=0 zu finden, zu Gl. A()=(Ff)=0 noch die andre: B(f) 
=Zuf,=! hinzufügen. Beide zusammen bilden nach Abh. VIII, S. 66, Satz 1 ein 
zweigl. vollst. Syst., weil F' homogen in den =; ist. Wählt man der Einfachheit 
wegen F' homogen von nullter Ordnung in den =,, so besitzt dieses vollst. Syst. 
außer der Lösung F' noch 2n — 1 unabh. Lös. F\,..., F,„_1, die auch alle hom. von 


nullter Ordnung sind. Die char. Str. werden dann durch die Gl. F=0, F,= const. 
(k=1,...,2n —1) dargestellt. : 
8. 160, Z. 13—10 v.u. Also in eine Schar von oo” Integral-M,, die durch 


Gl. von der Form F= 0, F, = Const., ..., F'„, = Const. 


dargestellt wird und die eine vollst. Lösung im Sinne von $ 4, 8. 162f. bildet. 
8. 161, 2.3—1v.u. Man hätte zu diesem Zwecke das sim. Syst. 


day _OFlae,a) dm __ OF) a 
de on; 5 de Er 0% @=0,1,...,7) 


mit den Anfangsbed. (x), _,—=%;, (%;), - 9 7; zu integrieren und es wäre dann z.B. 


LTE. 
EN 0%, 02, 
dx; “2 pe dx, — de) Pr 








v 
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S. 162, Z. 16f. Durch den Zusatz in der Klammer wird der Fall, dad F=0 
die einfache Form x, = 0 hat, ausgeschlossen. Warum, ist eigentlich nicht ersichtlich. 

S. 162, Z2.6—2 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 158, 2.16 v.u. 

S. 163, Z. 7—11. Hierin liegt, daß es unter den n+1 Gl. 


LER 7 de K=0,1..,9;e=84+435.;% 
dr, . dx 


os 





n solche geben muß, die nach den willk. Konst. a,,..., a, auflösbar sind (vgl. 
Anm. zu 8. 160, 2. 13—10 v. u.). 

S. 163, Z. 18—14 v. u. Hierzu ist notw. u. hinr., daß das Glsyst. {=0, F=0 
bei der inf. Trf. dx, = F „dt, em —F, 8 inv. bleibt, daß also 


0... 
(F= IF, 
L 


vermöge F==0, f= 0 verschwindet (vgl. 8. 605). 
S. 163, 2.14—11 v.u. Dabei wird gemäß S. 162 vorausgesetzt, daß F’ nicht von 
allen =, frei ist. Andernfalls bestände jeder char. Str. aus oo! El. eines Punktes. 
S. 163, 2.7, 6 v.u. Für spezielle Punkte der Mann. f=0 kann ja die Gl. 
F=0 identisch erfüllt sein bei beliebigen z,; dann erfüllen alle El. des Punktes 
die Gl. F=0 und bilden eine Integral-M ?. 
S. 164, 2.3 —5. Man erhält ja 00” versch. Integral-M,, die alle 00°” char. 
Str. und daher auch alle 00°” El. von F = 0 umfassen. 
S. 164, Z. 19—24. Ist 2 eine beliebige Fkt. von x,, ®,,a,, so setzen wir 
1...n 
08 
da, 





da, zer O8. 
i 
Die El. der Integral-W,:a, werden durch 


= War LP eu W. k=0,1,..,9;@a=g+1,..,n) 


dargestellt und die der Integral-M,:a,-+ da, bei Verwendung jener Bezeichnung 
ee - WW. +3W. mW. 8W,, 

Ist daher x,, =, ein El. von N,°, so wird für jedes unendl. ben. El. x, +dz,, 
PB, tAp, vmN dw, +8W,, dy=—dW,-0W, 

wo bei der Bildung von dW,, 7,’ 4W,, wur die m,, x, als verknderlich. zu betrach- 
ten sind. Sollen diese beiden unendl. Den. El. vereinigt liegen, so muß der Ausdruck 


g+1.. 


3, de, = Sean, + 8W,,) -IW, de, 


Null werden. Hier Er aber die von Ö freien Glieder nach S. 151, 2.6 v.u. 
bis S. 152, Z. 9, also kommt die Bedingung 


0...q 0...7 
(1) SW = 12% w„=sW, 


denn W ist ja homogen von 1.0. in m,, "%,.- -, m: 

Da hierbei die Relation @=0 gar nicht benutzt ist, so sehen wir, daß jede 
der Integral-M, :a, unendl. ben. Integral-M, :a, + da, auf der Mann. a, eine Ele- 
ment-M, , bestimmt, deren EI. mit den unendl. ben. El. der Mann. a,—+ da, ver- 
einigt Solche Element-M,_, gehen durch jedes El. x,, x, der Mann. a;: 
sie entsprechen den Mann. -+da,, für die 8W=0 wird. 
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Wir bilden nun die oo” Integral-M,:a,,..., a, auf die Punkte eines R, ab; 
dann bestimmt jedes Wertsystem a,, d&, @=1,...,n) ein EI. dieses R,, das näm- 
lich, das aus dem Punkte a, und aus der hindurchgehenden (n — 1)-fach ausg. Tan- 
gentialebene der Mann. ®—= 0 dieses R, besteht. Die ®,, entkleiden wir in bekannter 
Weise (vgl. 8. 591) ihrer Bedeutung als der Ableitungen einer Funktion und schrei- 
ben dafür p,, dann sind @,,...,@,, P}:...:P, die Koord. der El. des R, und 


Betrachten wir nun für irgend ein El. a,, p, den Inbegriff aller Integral-M, :a,-+ da,, 
für die Zp,da,= 0 ist, deren Bildpunkte also der (n — 1)-fach ausg. Ebene des El. 
angehören, so erkennen wir, daß die Gl. 


(2) W WW Mir :P, 


auf der Integral-M,:a, alle El. «,, p, bestimmen, von denen jedes mit den unend- 
lich ben. El. 2,+dx,, p,+ dp, aller dieser Integral-M,:a, + da, vereinigt liegt. 
Demnach ist durch die n— 1 Gl.(2) jedem El. a,,p, des R, auf der Integral-M,: a, 
eine Mann. von EI. x,, p, zugeordnet, die aus mindestens oo! El. besteht. Diese 
Mann. sind es, die Lie mit P bezeichnet. Es liegt auf der Hand, daß durch Jedes 
El. &,, p, jeder Integralmann. a, eine solche Mann. P geht, denn (2) bestimmt die 
Verhältnisse der p, und damit das El.a,, p,, zu dem die betr. Mann. P gehört. 
Demnach ist jede Integral-M,:a, in solche Mann. P zerlegt. 

Sind a,, p, und a,+.da,, p,+ dp, zwei unendl. ben. ver. lieg. El. des R,, ist 
also Zp,da,— 0, so bestimmt das erste auf der Integral-M, :a, eine Mann. P und 
das zweite auf der Integral-M,:a,;-+ da, eine unendl. ben. Mann P’. Da jedes El. 
von P mit jedem unendl. ben. El. der Integral-M, :a;+ da, vereinigt liegt, so liegt 
offenbar auch jedes El. von P mit jedem unendl. ben. El. von P’ vereinigt. Denken 
wir uns daher eine Anzahl unabh. Gl. &,(a,,...,«,)=0(k=1,..:, m) gegeben 
und betrachten wir die Mann. aller 00”! El. des R,„, die sich an die durch diese Gl. 
dargestellte (n — m)-fach ausg. Punktmann. dieses Raumes anschließen (vgl. S. 154f.), 
so erhalten wir diesen 00”! El. des R, entsprechend 00”! Mann. P. Der In- 
begriff dieser Mann. P bildet eine Mann. von El. z,, p;, in der jedes El. mit jedem 
unendl. ben. vereinigt liegt, also, da alle El. der Mann. die Gl. F = 0 'erfüllen, 
eine Integralmann. 

Das ist die wahre Darstellung des Verfahrens, das Lie auf 8. 164f. entwickelt, 
um aus einer vollst. Lös. neue Integralmann. abzuleiten. Er selbst hat diese Dar- 
stellung nur deshalb nicht gewählt, weil er dem Leser nicht zumuten wollte, neben 
den EI. x,, p, des R,41:%, %,.--,%, auch noch mit den El. des R,:a,,...,q, 
zu arbeiten. 

8. 165, Z. 5v.u.— 166, Z. 16. Dieser Beweis, daß jede Integral-M,„, die nicht 
mit jeder Integral-M, der vollst. Lös. ein El. gemein hat, von Mann. P erzeugt ist, 
bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung. Nur 8.165, Z.1 v. u. müßte eigentlich 
zugesetzt werden: „die nicht mit einer der N zusammenfällt“ und S$. 166, Z. 11f. 
müßte es heißen: „die durch Elim. von 4,,..., A, au8 ... hervorgehenden Gl.“. 

8.166, Z.17—6 v.u. Vgl. hierzu Math. Ann. IX, 8.268 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, $5, Nr. 10). Da heißt es: „Im ersten Falle ist es, wenn @>1 ist, klar, 
daß Integral-M, _,, die eine gewisse Anzahl passend gewählte .. .“. „Setzen wir 
andererseits voraus, daß die P nicht von char. Str. erzeugt sind, so zeigt ein voll- 
ständig analoges Raisonnement, daß die P von nullter Dimension sein müssen.“ 

Auf Z.17 v.u. ist für @ wohl zu lesen «, denn jede Mann.-P ist dann von oo*”! 
Char. erzeugt und enthält daher zu jeder Char. «—1 unendl. ben. Der Widerspruch 
mit den Ergebnissen des $ 3 beruht auf der großen Freiheit, die man bei der 
Konstr. von Integral-M, hat. Jede Integral-M,, wird ja dadurch erhalten, daß man 
durch alle El. einer geeigneten Integral-M, _,, die nicht von char. Str. erzeugt ist, 
die hindurchg. char. Str. legt. Jede Integral-M, _, aber erhält man, indem man 
eine Element-M,, nimmt, in der je zwei unendl. ben. EI. vereinigt liegen, und unter 
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deren EI. die auswählt, die F= 0 befriedigen. Hieraus aber geht hervor, daß eine 
Integral-M,_, durch ein El. und durch die unendl. ben. El. noch nicht bestimmt 
ist, und daß durch ein El. und gewisse benachbarte kein nicht benachb. El. der 
Integral- M,„_, bestimmt sein kann. 

Oben kann man die Lieschen Überlegungen vereinfachen, wenn man sich 
darauf stützt, daß der Inbegriff aller durch ein El. E von allg. Lage gehenden In- 
tegral-M,„ nur den durch E gehenden char. Str. enthält, aber keinen unendl. ben 
char. Str. (s. S. 598f.). Jede durch E gehende Integral-M,, hat nämlich mit der durch 
E gehenden Integral-M,, der vollst. Lös. die durch E gehende Mann. P gemein. 
Wäre nun P von char. Str. erzeugt und nicht selbst ein char. Streifen, also minde- 
stens zweifach ausg., so enthielte es mindestens 00! char. Str., und die gehörten 
allen durch E gehenden Integral-W,, an, was unmöglich ist. Wäre andererseits P? 
nicht von char. Str. erzeugt, so enthielten alle durch E gehenden Integral-M,, die 
durch die El. von P gehenden char. Str., was auch unmöglich ist, denn P enthält 
mindestens oo! El. Hiernach bleibt nur die Möglichkeit, daß die Mann. P eben die 
char. Str. sind. 

Hiermit ist zugleich gezeigt, daß die 00°”! char. Str. auf die El.a,,...,a,, 
Pi tere: Pn des R,:@,,..., a, abgebildet werden können, und zwar derart, daß 
zwei unendl. ben. ver. lieg. El. des R, zwei unendl. ben. char. Str. entsprechen, bei 
denen jedes El. des einen mit jedem unendl. ben. El. des anderen vereinigt liegt 
(vgl. S. 167, Z.5—1 v. u. und S. 600). 

S. 166, Z. 7,6 v. u. Dieser Beweis folgt aber nicht; in den Math. Ann. (a. a. O.) 
ist die ganze Bemerkung unterdrückt. Welchen analytischen Beweis Lie im Auge 
gehabt haben mag, läßt sich nicht einmal vermuten. 

S. 166, Z.4 v. u.—167, Z.1. Es muß ja jede Integral-M, :a, der vollst. Lös. 
ein Element enthalten, zu dem es auf jeder unendl. ben. Integral-M , :a,+ da, ein 
unendl. ben. mit ihm ver. lieg. El. gibt. 

S. 167, 2.6 v. u. Ist niemals geschehen. 

S. 167, Z.11. Auch das hat Lie nicht ausgeführt. 

S. 167, Z. 12—168, Z. 3. Man beachte, daß hier die F, homogen von nullter 
O. in den = sind. 

Daß die Gl. (B) eine Folge von (A) sind, ergibt sich nach Lie auf dran von 
Abh. IX, S. 103, denn aus (A) folgt das Bestehen einer Relation 

dz — Zn,da;, = dz — Zi,dF,, 
also ist: [F,F)=(F,M)=0 kF]l=— x Ze —=0. 


Den Beweis von Mayer (s. dessen Abh. VIII) reproduziert Lie in einer dem vor- 
liegenden Falle angepaßten Fassung Math. Ann. IX, 8. 257f. (d. Ausg., Bd. IV, 
Abh. II, $ 3, Nr. 5). 

8.168, Z2.6f. Die /, und die p, sind homogen von dullter O. in den darin 
vorkommenden z,. 

8.168, Z.6—1 v.u. Das ist eben eine homogene B. T. Abh. IX, 8. 116—119. 

S. 168, Z. 12—7 v. u., S. 169, Z.1—6. Es wird ja nach S. 37 

A,(4,(N) — 4A, A, N) = (m -uh a -mh)V)= 0 
und nach S. 66: 
AAN —-sAM=ıI, LAM—-AM=0, 

weil m, —,f, und m, —n,f, homogen von 1. O. in den z, sind. 

Man beachte ferner, daß in A,(V), A,(V) nur die Abl. von V nach m,, m, 
vorkommen, nicht aber x,, m, selbst. Daraus folgt nämlich, daß die Gl. 
4, V)=0 (k=1,2,3),V, „-d V„=.' ein fünfgl. vollst. System bilden, daß 


also die Gl. A, (V)=0 2n — 3 aaa. von z,, x, freie Lösungen besitzen. Diese 
Lös. sind es, die Lie mit ı,,..., bg, _g bezeichnet. 
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S. 171, Z. 1—4. Diese vollst. Lös. hat nach 8. 151f. die Gestalt: 





dW 
ee = 6 = — = 1,..42). 
dr FR R=lD de, (e=g+1...n) 
Lie hat sie also ganz ohne Rücksicht auf die Form des betrachteten Involsyst. 


hingeschrieben. 
S. 172, Z.8f. Hier und in Abh. XVII, S. 258 versteht Lie unter einem spe- 


ziellen Involsyst. ein solches, das keine Gl. zwischen den x allein nach sich zieht. 
In Abh. XV, $. 219 braucht er den Ausdruck in anderem Sinne. 

8. 172, Z. 12—15. Gemeint sind solche B. T., wie er auf S. 159 anwendet. 
Wirklich ausgeführt ist das Math. Ann. IX, S. 273—276 (d. Ausg., Bd. IV, Abh. II, 
8 7, Nr. 14, 15). 

S. 172, Theor. V. Die Integral-M,/_/ und die durch eines ihrer El. gehende 
char. M_ dürfen im allg. nur eine diskrete Anzahl von El. gemein haben. 

S. 172, Satz 9. Aus diesem Satze läßt sich eine wichtige Folgerung ziehen, 
die Lie merkwürdigerweise nicht erwähnt. Stellt nämlich das (n + 1)-gliedr. Glsyst. 
F, (x, p) —=0 k= —=1,...,%+1)) eine Element-M,, dar, d.h. eine Mann. von &o” El., 
in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, so ist diese offenbar eine Integral- 
mann. jeder einzelnen Gl., erfüllt also auch jede Gl. von der Form (FF) = 0. 
Jedes (n + 1)-gliedr. Gleyst. dieser Art hat also die Eigenschaft, daß alle Ausdrücke 
(F,F,) vermöge F,=0,...,F,,ı= verschw., und bildet ein (n + 1)-gliedr. Invsyst. 
Diese Eigenschaft ist offenbar von der Form des Glsyst. unabhängig; denkt man 
sich daher das Glsyst. in der auf S. 173 angegebenen Weise aufgelöst, so erhält es 
eine Form, bei der die Klammerausdrücke aus je zwei linken Seiten identisch ver- 
schwinden. Daß Lie diesen Satz in keiner der hier abgedruckten Abh. ausdrücklich 
ausgesprochen hat, kommt daher, daß er für ihn eine selbstverständliche Folge der 
übrigen Sätze war. Einen andern, viel umständlicheren Beweis des Satzes gibt Lie 
in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 93—96 (1890), dort verweist er auch auf die Christ. 
Forh. von 1874, d. h. auf die vorliegende Abh. 

S. 172, 2. 5—3 v.u. A. Mayer, Abh. II. Lies Fragestellung ist allgemeiner. 

8. 172, 2.2, 1 v.u. Vgl. 8. 596 und 605 ff. 

S. 173, Z. 13—22. S. Theor. I, S. 152. Wegen des „bekanntlich“ vgl. die Anm. 
zu 8. 51, Z. 3, 8. 646. 

S. 173, 2.3 v. u.—174, Z.1. Die Klammerausdrücke sind ja von m,,...,”,, 
Bay 9%, frei. 

S. 174, 2.3 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 159, Z. 15—19, 8. 671. 

S. 174, Z.1 v.u. Die Einführung dieser Konnexkoordinaten hat freilich Zweck 
nur für algebraische Diffgl. 


Zu Abhandlung XII, 5. 176—187. 


Da die Abh. in den Forh. zwischen Nr. XII (angemeldet in der Sitzung vom 
- 20. Nov. 1874) und Nr. XIV (November 1874) abgedruckt ist, so muß man anneh- 
men, daß sie ebenfalls im Nov. eingereicht ist. Die Protokolle der Videnskabsselskab 
geben leider keinen Aufschluß darüber. 

Kurze Inhaltsangabe Bull. XIV (2. Ser. II), 1879, II. part. 8. 167. Die Arbeit 
ist ohne wesentliche Änderungen wiederabgedruckt Math. Ann. XI. S. 490—494, 551 
bis 556 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Abschn. II, $ 6 und Note 3). In einem Briefe, 
den A. Mayer am 4. 5. 1875 erhalten hat, schreibt Lie: „Neuerdings schickte ich 
Ihnen ein neues Exemplar der Christiania-Arbeit [hier Nr. XII] zusammen mit zwei 
neuen Arbeiten, die schändlicherweise erst nun gedruckt sind [Nr. XII u. XIV]. 
Schon lange warten zwei andere Arbeiten von mir auf Druck. Die eine, die mir 
große Mühe gemacht hat, führt den Beweis durch, daß die jetzigen Integrations- 
theorien sich nicht verbessern lassen“ [also Nr. XV und XVI]. Vgl. auch S. 670. 
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S. 176, Z.4—1 v. u. Vgl. Ann. VII, 8. 282—285 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
$ 20, Nr. 42, 43). 

S. 177, 2.16 —12 v.u. Abh. XIV und XVI. 

S. 184, Z. 19— 21. Die inf. Paralleltr. lautet nämlich: 


y 1 Bi 
dia — ———6t, dy- ———e dy = (0. 
yı+ty® viry® 
S. 186, Z. 17—24. Vgl. Lie, Vorles. über Diffgl., bearb. v. Scheffers, Leipzig 
1891, S. 169—162 und 181. 


Zu Abhandlung XIV, S. 188—206. 


Inhaltsangabe: Bull. d. Sc. Math. XIV (ll. Ser. III), 1879, II. part., 8. 167. In 
umgearbeiteter Fassung wieder abgedruckt Ann. XI, S. 494—508, 512—518, 1877 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 7, Nr. 15 — $ 10, Nr. 22; $ 11, 12, Nr. 25—30). 

Schon Anfang November 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 


„Ausdehnung des Poisson-Jacobischen Satzes.') 


Ich betrachte zwei simultane Systeme 





dr, 2.2.2 ea ta 
da,2:..::dı, = E:..1:85 
oder die entsprechenden partiellen Gleichungen 
of of 
Ra RER Pi A 
AN + + Kaya, 
of ö 
B(f) Tan + End 0 
und setze voraus, daß A(B(f)) — B(AfN)=1A. 
Ist dann M ein Multiplikator von 
I... in 
u 


so ist tt lt + 


ein neuer Multiplikator desselben Systems.?) 
In dieser Weise kann man unter Umständen aus einem Multiplikator alle herleiten. 
Sei insbesondere vorgelegt 


en 


ou of dw of 
an (er 2 _ de >, 
N 02,09, 290% 
wo (py)=0 und also A(Bıf))— B(Af))=0. Ist dann © ein Multiplikator und 
also auch ein Integral des kanonischen Systems 





08, 
OR, 


)tı-Bm+ +4 








0... 0 am _ APn 
DO er op" 
OPı ÖPn 0x, 0%, 


1) Am Rande ist hinzugefügt: „Die Multiplikatortheorie läßt sich auf un- 
beschränkt integrable totale Systeme, auf das Pfaffsche Problem, auf partielle 
Diffgl. 1. O. ausdehnen. In dieser Weise erhält man ganz interessante Sachen.“ 

2) Am Rande: „Ich erinnere nicht, ob es + oder — 4 sein soll.“ Aus den 
hier später folgenden Entwicklungen (vgl. 8. 682f.) folgt, daß es —AM heißen muß. 
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so ist B(@) ein neuer Multiplikator oder neues Integral desselben. Aber B(&) = (18) 
Es ist also der Poisson-Jacobische Satz, den wir wiederfinden.“ 
Am Rande ist noch bemerkt: „Jedes Integral eines kanonischen Systems ist ein 
Multiplikator desselben.“ 
Im Jahre 1876 schreibt Lie an A. Mayer, der damals die Korrektur der 
Abh. in Bd. XI der Math. Annalen (S. 464—557, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III) besorgte: 
„Die Sätze 16 und 17') fand ich synthetisch. Für mich ist der Multiplikator 
sinnlich, ebenso wie ich den Integrabilitätsfaktor als einen Flächenraum auffasse. 
Z. B. der Multiplikator von 
da_dy__dr 
) BB N 
ist ein Volumen. Fassen Sie (1) als die Gleichungen einer permanenten Bewegung 
eines Fluidums auf und bezeichnen mit » den Querschnitt des Stromfadens, so ist 


1 


ayX’+Y 5 + Zi 
der Multiplikator. Ist insbesondere das Fluidum inkompressibel, so ist (YX?+ Y*!-+Z*? 
die Geschwindigkeit) oaYX*+Y?-+Z*? bekanntlich konstant und also der Multi- 
plikator 1. — Ebenso fasse ich die bekannten inf. Transformationen sinnlich auf. 
Sei z. B. das Bewegungsphänomen symmetrisch hinsichtlich einer Geraden, so daß 
eine inf. Rotation nichts ändert.“ 

„Doch es wird mir nicht gelingen, dies näher zu explizieren. — Ich habe 
übrigens einige verwandte Sätze, die für meine Transformationsgruppen von kapi- 
taler Bedeutung sind (zur Abkürzung der schrecklichen Rechnungen) gefunden.“ 

Vgl. auch Archiv for Math. Bd. X, 8. 89f. (1884), d. Ausg. Bd. V. Abh. XIX, 
$ 3, Schluß, außerdem endlich Leipz. Ber. 1895, S. 262 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XX, 
Einl), wo Lie sagt: „Beispielsweise nenne ich, daß die Potentialtheorie mich 
ihrerseits zur Entdeckung des Zusammenhanges zwischen dem Eulerschen und 
Jacobischen Multiplikator und dem Begriffe inf. Trf., indirekt also zur Entdeckung 
des Hauptsatzes meiner Gruppentheorie führte.“ 

S. 188, Z. 5. Diese Angabe fehlt in den Sonderabdrücken der Abh. 

S. 188, Z. 14—17. Wirklich ausgeführt hat das Lie erst viel später, allerdings 
nur für einen besonderen Fall, s. Leipz. Ber. 1895, S. 506—508 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. XXIII, $ IV). 

S. 188, Z.18f. Jacobi, Abh. V. 

S. 191, 2.10 v.u. Die Abkürzung (4, B,) für A, (B, en B,(A;(f)) wird hier 
zum ersten "Male angewendet. In der Tat, setzt man 


AN > & En aD %4P; 


und betrachtet diesen Ausdruck als Fkt. von &,, . :; &as Pıy » +» 2.1, 80 wird 


(Zerıpı 2% »)- Ihe u A) AA AArf- 


S. 193, 194. Die auf Z. 9—11, Z. 8--6 v. u. gemachten Zusätze in eckigen 
Klammern sind auf dem hier eingenommenen Standpunkte nötig, man kann aber 
so verfahren, daß sie entbehrlich werden. Das meint Lie, wenn er Ann. XXV, 8. 81 





1) Satz 16 (Ann. XI, S. 508, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23) ist der 
erste Teil des hier auf S. 683 angegebenen Satzes. Satz 17 (a. a. 0. S. 510 und $ 10, 
Nr. 24) enthält die Diffgl., denen der Mult. eines »-gliedrigen vollst. Systems in 
n Ver. genügt, es sind das die hier auf S. 682 aufgestellten Diffgl. für den Fall 
r=n, wo sich die Determinante im Zähler von M auf 1 reduziert. 
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(d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 1, Nr. 3) von einer formellen Vereinfachung spricht, 
die er schon 1874 angedeutet habe. Er hat sie eben durch Weglassung der an sich 


notwendigen Zusätze angedeutet. 

8.198, 2.10 v.u. Die z/_,,n»-*- sind Lösungen, dürfen aber keine von den 
II, unabh. Lös. liefern. 

S. 194, Z.2,1v.u. Vgl. die Anm. zu 9. 188, Z. 14—17, S. 677. 

S. 195, Z. 11v.o. — 1 v.u. Wir setzen 








on, ö 
dx = Il, Z+LX,... RZ, =D, ..w EHI. Tan Terre 
v 
unter »,,..., », irgend eine Anordnung der Zahlen 1,...,n verstanden; dann ist 
l...n 
Dx, I, del, nal. mfen); 
7 
nr... lon-r 1... oD 084 
j Nescdp Yy+l:--Im_ 
also > > I x, ax su m. 
j k T vo Krrın 
oder 
(a) | 2.5 Arte rer 14H nt 
a Pr +rVYo+1: Pr u 


Hieraus ersieht man, daß M immer das Zeichen wechselt, wenn man irgend zwei 
der Zahlen 1,..., n unter einander vertauscht. 
S. 196, Z. 11—13. Der wichtige Fall, daß der Übergang zu den neuen Ver. 
eine infinitesimale Transformation ist, verdient besonders behandelt zu werden. 
Führt man neue Veränderliche z,‘,...,&, ein durch die inf. Trf. &,/ = x, + &,6t 


0%, 0%, 


oder De dx; == 0 ergibt sich daher 





n 


1: 
a0, nn Of Dr; (=4,...n) 


0 0m 0m; ox, 08 





Andrerseits erhält die inf. Trf. > a eine neue Form > X, a, woraus her- 
i i 


vorgeht, daß die X, geradeso transformiert werden wie die d«x,, das heißt, es ist 


DR 
95: 
(7) 


K—-X=-)X, - X,6öt. 
v 


Unter Anwendung der früher eingeführten Bezeichnungen finden wir jetzt 


1...n—r1...n 
2, ER Obyyımnn 0, 
Öö V +1--./ T 
Ir n mn - oIl, rk 0x 


1...n 1...n—_r > 
92 z 
= — 4 
Yyp +1: Ir +k—1’r’r+k+1::-?n 9x 
T 


Ir +k 





Ir +k 











l...r 1...n—r 2 
-23 2° er 
2 Pr +1. Ir +k—1Pr’r+k+1l: In dr 
T 


r +k 
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und ebenso 
3.7 1:38 
°n we ER Gene lm D, 08, 
öt Yrsidp 2 = r 0%, 5 >” > SD, It—1rYk’r+H1- Ir 0x, 
oder 
ER 
. D 5) 4 i 08,, 
(8) 37 Pu. a PR ER a 202 522.7 u 
Da nun 7 Ar so 2 
I...R 
oM 08, 
84: —_ 00, 


denn alle übrigen Glieder fallen wegen (1) weg. Mit andern Worten: führt man 
in die Gl. A,(f)—0 und in die Lösungen II,, ..., II,_, neue Ver. x, ein vermöge 


der inf. Trf. 2, —=x,;+8;dt, so erhalten die A,(f) gewisse neue Formen 





und der Multiplikator 


des transformierten vollst. Syst. besitzt den Wert 


2 N 
(4) M=M ( -7 055 ) 
0%, 
T 
Bedenkt man, daß die Funktionaldet. 
FR 
- er ger 
++. In e 0x, 

so erkennt man, daß (4) nichts andres ist als der Liesche Satz für den hier be- 
trachteten besonderen Fall. 

S. 198, Z. 13—11v.u. Diese Diffgl. hat Lie auch in seinen späteren Abh. 
nicht mitgeteilt. Veröffentlicht sind sie wohl zum ersten Male von Zorawski in 
einer polnisch geschriebenen Abh.: „Über Eigenschaften eines vielfachen Integrals“, 
Prace matematyczno-fizyezne, Warschau 1902 (ein vom Verf. selbst bearbeiteter Aus- 
zug aus dieser Abh. steht in den Monatsheften für Math. u. Physik, 24. Jahrg., 
8. 277—299, Teschen 1913). Wesentlich später ist die Veröffentlichung der Diffgl. 
durch Th. de Donder, Sur le multiplicateur de Jacobi generalise, Bull. de 
l’Acad. de Belgique, 1908, S. 795—811. 

Für die Denkweise Lies war es naturgemäß, die Multiplikatoren eines vollst. 
Syst. mit den inf. Transformationen zu verknüpfen, bei denen das vollst. Syst. in- 
variant bleibt. Wir werden sehen, daß man auf diese Weise sehr einfach nicht 
bloß zu den Diffgl. für den Mult. gelangt, sondern auch noch zu andern Lieschen 
Sätzen über Multiplikatoren und inf. Trf. 


Da die Gl. A,(fJ=0 ein r-gliedriges vollst. System bilden, so bestehen Re- 
lationen von on 


®) I AN ae 
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Läßt nun die inf. Trf. 2,/= x, + &,öt oder 


1 of 
Bfi= > =— 
f) Err 
das vollst. Syst. inv., so bestehen nach S. 189 Relationen von der Gestalt 
B(N,)=a@,(I,...,II,_,) (j=1.!,n-r), 
es ist also I; = I)... %)=I,;+ o,(IM)öt j=lh...n-r) 


ein dem Systeme /I,..., II,_, unendlich benachbartes System von Lösungen. Be- 
rechnet man die Funktionaldet. 








II ‚ I’ ereand u; m x 
1 N ER ae > a Ir +2 @;,(44) 1. dt 
FR en, ) = Di ( Rt ; ol, I’r +7 





l...n—r 
0o, (II) 


so erkennt man, daß 


Be ') 
1...n—r 
. (6) I u(ıt S’ 00,(M) ") 





D Y%:..:.d%p 
ein von M unendlich wenig verschiedener Mult. des vollst. Syst. ist. Diesen neuen 


Mult. kann man nun aufstellen, ohne daß man die Lösungen Ih,...‚ Z,_, komit. 


In der Tat, da das vollst. Syst. die inf. Trf. B(f) gestattet, so bestehen nach 
S. 190 auch Relationen von der Gestalt 


2.7 
(7) BAND —- ABN = Da. AN (k=1,..r). 
8 





1... l..n „ 
Es wird aber A,f) -> Ar l&y) Er, - > (+ Ar (&)6t) xt 





L..% 


mithin kommt bei Einführung der neuen Ver. [7 


IE g 
(8) AN Da, — u) AN) ET WERL 
$ 


t 
r 


Andererseits ergibt sich I,= IK — o, (IL ',..., I,_„®t. 


Nunmehr können wir den früher berechneten Mult. M des transformierten vollst. 
Syst. in neuer Weise darstellen. Es wird nämlich 


o —i >»; ’ Iy fi 
EHEX,.. KL, = E+X,'...X,- Det, — A40t) 
1... 
ae ( - Sat), 
wLuXie’,..., x,), und z 


: , 1...n- z 
(a ne e a > FIRE Ä 
m x BE - 01, : 


Fr 
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$. 
folglich: M=-M|1-— 2 20, IT) -öt + Dar), 
ol; 
w M=M(,.::-,)=M+ Be mithin 
7 1,,# 
(9) 14mm) an +0 D1.)ör 
k o s 
was mit dem früher gefundenen Ausdrucke (4) verglichen zu der Formel 
R= FR j 
II 
(10) B(M) + „(3 10 "+3 +) a us u führt. 
- k 
% 


Aus (6) ergibt sich jetzt, daß unsere Trf. B(f) den von M unendlich wenig 
verschiedenen Mult. 


ES. > ER 
Ä ö8 \ 
+ [zn + + Su)) a 


liefert, ein Ergebnis, das übrigens auch darauf hinauskommt, daß die linke Seite 
von (10), wenn sie nicht identisch verschwindet, stets wieder ein Mult. des vollst. 
Systems ist. 

Das vollst. Syst. A, (f) = 0 gestattet die inf. Trf. B(f) insbesondere immer dann, 
wenn die Gl. B(f) = 0 dem vollst. Syst. angehört, wenn also 


sr 
= Da 2) Ar (f)- 
k 


Die Relationen (7) erhalten da die Gestalt 


ER u 
(7b) B(A,(f))— 4,(B(f)) = > N — DA) AN: 
k 


während die B(II,) = @,(IH,, 5 AL r) alle identisch verschwinden. Diese inf. 


Trf. des vollst. Syst. liefern daher augenscheinlich keine neuen ee Es 
wird aber ’ 


5; Fr (=1,..,n) 
k 


..Tr 
= Zar Pr — 4,(e,) e=hl,..,r) 
i k 
und aus (10) folgt 


SS AM) + u Se (9X; ) + us San vol j 
k r * 


eine Gl., die wegen der Willkürlichkeit der ‚oe, in die r nachstehenden 


1...n l.t 
(11) 4,(M) + a | Er +2 nu) = 0 (k=1,..,r) | 


zerfällt. 


Diese Diffgl. (11), die von jedem Mult. M befriedigt werden, können nun ge- 
radezu benutzt werden, um den Mult. zu definieren. Es ist nämlich 


% 
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2. ; Li u 1,0% r k 
X, oX, Es k 0?X,/ j 0?X, 
(3 I 4 2, 9m, ) -S(z TEE TR de 











rs 


1.8 4.8 . 1..,8 
2 0X ‚0X, ö 
>.» (x.3£ n a) = RC): 
I ° y v v Fi ° 
Andererseits liefert die Jacobische Identität 
((4,4,) 4,) En ((4,4,) A,) - (Ay Ay) 4,) == 0 


bei Benutzung von (5) wegen der Unabhängigkeit der r Gl. A,f) = 0 
3 BR 1 


SP Ponct Fon Part Pan Pay) = AB) + AP ae) + Al Paar) 
‘ 
und daraus folgt 
iTer en 3:..7 RP L..r 
4; (S%.) > 4A; (S®.) DD — DA, #,,) ’ 
8 ® T 8 ‘ 
während 
SER ‚N In ® 1. + 1... Losr 
0X, IX, X, 
“(3 2x, )- 4 ER: > Pas > d2 + > AP) 
‘ / ‘ 5, . i ® 
wird. Die r linearen part. Diffgl. 


Keeın BET ri 
> x >! 
A,(F') = 4,(F\ = | ni + i Seila == (0 kal,...r) 
i s s 


in den Ver. &,,...,%,,_M stehen demnach in den Beziehungen 











2 DER 2 
A,(A,(F)) — A,(A,(F)) = I #, „‚A,(F) (keh...r) 
8 


und bilden ein r-gliedriges vollst. System, das n +1-—r unabh. Lös. hat, nämlich 
“une IE. .., II,_, noch eine von M nicht freie Lösung. Hierin liegt, daß das 
System (11) immer Lös. hat, wenn die r unabh. Gl. 4A,(f) = 0 durch Relationen 
von der Form (5) verknüpft sind, und zwar erhält man die allgemeinste Lös. von 
(11) aus irgend einer partikulären Lösung durch Multiplikation mit einer willkür- 
lichen Lös. des vollst. Syst. A,(f) = 0. Die Lösungen von (11) sind mithin die Mul- 
tiplikatoren des r-gliedrigen vollst. Syst. A, (f) = 0. 

Es bleibt jetzt noch der allgemeine Fall zu betrachten, daß das vollst. System 
4,(f) = 0 die inf. Trf. B(f) gestattet, ohne daß die Gl. B(f)— 0 dem vollst. Syst. 
angehört. 

In diesem Falle zeigen die Relationen (7), daß die 61.4, ()=0,..., 4, = 0, 
B)=0ein (r+ 1)-gliedriges vollst. System bilden, dessen Multiplikator N durch 


die Gl. j 
..:® 


k 1...r 
A,(N) + ve +2 zu) == (0) (k=1,...4r) 


(12) : 


B(N) + w[ St 2% > |- 0 


definiert wird. Berücksichtigt man daher die Gl. (10), so erhält man folgenden Satz: 








\ 
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Kennt man von dem r-gliedrigen vollst. Syst. A, =, ..., 4,()=0 
einen Multiplikator M und eine inf. Trf. Bf) = au, so daß also Re- 


lationen von der Form 1. 
BAM) — ABf) = I,A4 N) (k=1,..4r) 
8 
bestehen, während die A,(f),..., A,(f), B(f) nicht durch eine lin. hom. 


Relation verknüpft sind, se ist der Ausdruck 


Blog I) + Sa e 5, 


entweder eine Konstante oder eine Lösung des vollst. Syst. A,(f) = 0. 
Verschwindet der Ausdruck identisch, so ist M ein Multiplikator des 
(r +1)-gliedr. vollst. Syst. A,()=0,...,4,=0, Bf) =. 

Den ersten Teil dieses Satzes hat Lie erst 1876 in den Math. Ann. Bd. XI, 
. 8. 508 ausgesprochen (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23), den zweiten Teil erst 
1884 in Bd. IX seines Archivs auf S. 435 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XVI, $ 1, Nr. 1). 
An der zweiten Stelle betrachtet er dann auch noch den Fall, daß jener Ausdruck 
eine von Null verschiedene Konstante ist (a. a. O. 8. 436—441, $ 1, Nr. 2). Zu be- 
merken ist jedoch, daß Lie beide Male die unnötige Beschränkung hinzufügt, die 
Ausdrücke 4,(A (f)) — 4,(A,(f)) sollen alle verschwinden. 

Vergleicht man die auf 8. 676 angeführte Briefstelle, so kann man nicht daran 
zweifeln, daß Lie den eben ausgesprochenen Satz ungefähr auf dem von uns ein- 
geschlagenen Wege gefunden hat. Möglich ist es immerhin, daß er ihn nur für den 
Fall des Verschwindens aller A, (A,(f)) — 4,4, N) = 0 bewiesen hat. Diese Beschrän- 
kung hat nämlich keine praktische Bedeutung, denn kennt man für das r-gliedrige 
vollständige System A, ()=0,..., 4,(f) = 0 einen Multiplikator M und setzt man 


Ir 
B,N = IH a. AN (&=1,.4r), 
F 


wo die Determinante der #,, nicht identisch verschwindet, so kennt man auch für 
das äquivalente vollständige System B,, (f)= 0 einen Mult., nämlich M:2+#,,..:%,.- 

S. 202, 2.6—8. Statt die inf. Tıf. (B, B,), (B,B,) zu benutzen, ist es ein- 
facher zu bemerken, daß B,u, (k,j=1,2) immer eine Lösung ist. 

S. 202, 2. 10f. Jacobi, Abh.V. 

S. 203, Z. 7f. Zur Bestimmung jeder andern Lös. sind eben zwei Quadr. er- 
forderlich. ; 

S. 204, Nr. 14. Hier werden die Lös. des vollst. Syst. durch eine Gruppe von 
vertauschbaren Trf. unter einander vertauscht und S. 205, Nr. 15 durch eine Gruppe 
von der Art, die Lie später als integrabel bezeichnet hat. 

8. 204, 5 v.u. Eine Relation I, =o(IL,..., I,_, Ikyııı I, _n) 
kann nicht bestehen, weil die rechte Seite eine Lös. von B,(f) = 0 ist, die linke 
aber nicht. 

S. 204, 2.2, 1 v.u. Auf Grund der Gl. 


zu [9 (0) de - [Er par. 


8. 205, 2. 4—1 v.u. S$. Leipz. Ber. 1895, S. 68 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, 
Schluß von $ 2). 
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Zu Abhandlung XV, 8. 207—220. 


Inhaltsangabe im Bull. XIV (II. Ser. III, 1879, II. part. S. 167. — S. 207—218 
findet man wenig verändert Ann. IX, 5. 279—289 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II, Abschn. II, 
8 10—13). Vgl. 8. 675, Z.3—1v.u. 

S. 207, Z. 15f. A. Mayer, Abh. VI, ausführlicher VIa mit Nachtrag, ferner VII. 

S.208ff. An Stelle des R, , ,:%0 &, --.,%, in Abh. XII hier der R, :2,,...,%,- 

BOB 2:0 Po, f, rd höniogem von 1.0. i. B. auf Dorivı 3 Dar 
Zur er kommt das allerdings erst von 8. 211 ab. 

S. 208, Z. 16—21. In das Exemplar der Abh. Ann. IX (s. oben), das er mir 
1884 schenkte, hat Lie am Rande von S. 279 (Anfang von $ 10) bemerkt: „Man soll 
sich die fals gew. Potenzreihen denken, dann wird nicht über mehrere Fälle die Rede“. 

Zur Bestimmung der char. M, dienen die Gl. 


uN=M—-,N=0 kei... Bf - Int we: 


Diese sind von ein. unabh., denn die Gl. A,(f) = 0 sind nach den Abl. PRBERE 
aufgelöst, außerdem stehen sie nach $. 37 und 66 in den Beziehungen . 


AAd=-ı - mn AN=I ABd=), 
sie bilden also ein (9 1)-gliedr. Br System. Da ferner f,,..., f, von P 3.28 


frei sind, so kommen in A, (f), . 4,N nur die Abl. In OT: e, vor, nicht die 
Ver. 9, -,2, selbst. ara folgt, daß die Gl. z 
uN-0, no ana Br 
OP 
ein (29 + 1)-gliedr. vollst. Syst. bilden, daß also die Gl. A,(f) = 0, B(f) = 0 ge- 
rade 2n — 2q — 1 unabh., von 9,,.. Ds freie Lös. F,,...:, Mu. Br besitzen. 
Diese Lös. sind homogen von nullter O. : B. auf Pg+19 ++, 2, und sind offenbar 
von &%,...,%, unabh. Die Gl. 
— =0 (kel..d, F, = Const. (j=1,...,2n-29-1), 
die die char. M, darstellen, bilden daher mit den GI. zy=%(k=1,...,g) zu 


sammen ein Syst. von 2» —1 unabh. Gl., das in den p, homogen ist und daher, 
solange die a, unbestimmt bleiben, nur von einer diskreten Anzahl von El. erfüllt wird. 
S. 210, Z. 2. Man erinnere sich, daß der obere Index die Dimension der 
Punktmann. angibt, der untere die der Elementmann. ($. 155). 
S. 210, Z. 4—1 v. u. Benutzt wird außerdem noch Abh. XII, 8. 170, Satz 4 
Vgl. auch 8. 157, Hilfspr. 2. 
rl daW daW 


8.211,2.13v.u. Man beachte, daß Lie die Proportion p, :. Ba Re Bar ne De 2 
einfach durch die Gl. p; ns ersetzt. 

8. 212, 2. 13—11 v. u. Ersetzt man nämlich r,, x, p der Reihe nach durch 
Ar,, z:h, 1p, so behalten die Gleichung p — Zr, ff’ = 0 und der Ausdruck 
pdc + Zp,,‚de,,, beide ihre Form. 

8. 212—214. Vgl. Abh. XXI, S. 332—335. 

S. 214, Z. 1—15. Die Begründung ist etwas unklar. Zunächst brauchen 
Q,...,a, auf Z. 12 keineswegs dieselben Größen zu sein wie auf Z.8; die G]. Z. 12 wür- 
den Pe besser so geschrieben: II; = k,, %,=b,. Ferner würden, wenn eine 
Relation 2—= 0 bestände, die Gl. I,=k, ‚2, =b, gar nicht für alle Wertsysteme 
k,,b, verträglich sein, sondern nur für solche, für die 2(k,,.. kan 25-10 


a 
BL —a,...,b—a 9) 0 wäre. Aber diese ganze Betrachtung ist überflüssig, denn 


2 
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wir haben ja gesehen, daß IL,...,IR,„_9,-19 dr ,% unabh. Fkt. sind, was 
eben der eigentliche Sinn des Kalos 1 ist. 
S. 214, Z.12 v.u. Lie schreibt hier und im Folgenden stillschweigend M? 
statt M, ‚jedenfalls weil die char. M, hier auch als Punktmann. g-fach ausgedehnt sind. 
S. 214, Z. 17—22. Die char. Str. der Gl. p — Zr, ff = 0 werden durch das 
zweigl. vollst. Syst. 


(p—- Zu, N=0, „er + Dpgl —0 


bestimmt; in diesem kommt zwar die Abl. f, vor, die Ver. p selbst aber nur in der 
zweiten Gl., mithin besitzt es 2%" — 2q — 1 unabh. von p freie Lös., gerade soviel, 
wie das Verfahren auf $. 212f. liefert. 

S. 215, Z. 11—8 v. u. Man braucht 2n — 2q— 1 Fkt. 2,, überdies muß für 
2=Y), 20, 2.440 Paris = Port die Gl. p=!r,f/ erfüllt sein. Man hat 
also 2n — 2q +1 Gl, aus denen die 2n — 2q Verhältnisgr. P,4+::P, D’ys: :p° zu 
eliminieren sind. 

8.215, Z.4 v.u. Die Integral-M___, der vollst. Lös. brauchen als Punktgebilde 
nicht (n— q)-fach ausgedehnt zu sein, die Elim. kann daher mehr als eine Gl. 
W, = 0 liefern. 

S. 216, Z. 5—7. Ich kann nicht finden, von welchen J acobischen Sätzen die 
Sätze 7 und 8 als besondere Fälle umfaßt werden. 

S. 217, Z.2. Diese Gl. ist eine Identität, weil sie von p, und p, frei ist. 

8.219, Z.1 und 13. Vgl. die Anm. zu $. 172, Z. 8f., 8. 675. 

S. 219, Z.4f. Vgl. Abh. IX, 8. 117. 

S. 219, Z. 12—17. Zweifellos sollen Lo = Porn TR die Gl. sein, 
die durch Elim. aller p, erhalten werden, also sind @,,1,:--» p, auch von 9,7: 

., 2. frei. Die ee aus den linken Seiten der aufgelösten Gl. sind 
frei von 9, ,-- -, Por Korn rn ®g: Verschwänden sie nicht id., so käme man 
nach 8. 173 auf ein ee von mehr als q unabh. Gl., dessen El. sicher nicht in 
00”? Integral- M„_ı angeordnet werden könnten, was doch bei dem Glasyst. 
N =%,:-:.; N,—a der Fall ist. 

8.219, Z2.19—23. Ist e<(g, enthält also das Invsyst. 9— oe Gl. zwischen den 
x allein, so kann man zunächst, indem man den Satz 8 (q— e)-mal anwendet, das 
Problem auf ein e-gliedr. Invsyst. in n—g-+ e Ver. zurückführen, das nach go Grö- 
ßen p aufgelöst ist, dieses aber kommt nach Satz 6 auf eine Gl. inn—q-+e—e+1 
=n—q-+ 1 Ver. zurück. 

S. 219, 2.9 v.u. „g-fach von char. Str.“ nicht sehr glücklich statt „von 
0021 char. Str.“. | 

S. 220, Z. 5f. In Wirklichkeit‘verhält es sich so, daß A. Mayer in Abh. VIa 
gewisse Entwicklungen gemacht hat, aus denen man den Lieschen Satz herauslesen 
kann. Man muß aber Lie sein, um den Satz herauszulesen, und besonders, um ihn 
A. Mayer zuzuschreiben. 

S. 220, 2. 4—2 v.u. Vgl. Ann. IX, $. 276, 290f., 294—296 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, $ 8, Nr. 16; Note 1 und Note 3). 


Zu Abhandlung XVI, S. 221—251. 


Inhaltsangabe im Bull. XIV (III), 1879, 2. Teil, S. 167. Nur zum Teile in um- 
gearbeiteter Fassung wiederholt Ann. XI, S. 529— 545, 1877 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. JII, 
Abschn. III). 

Lie erwähnt die Arbeit in einem Briefe von 1875 (s. S. 675). A. Mayer hat 
am 15. 4. 1876 einen Sonderabzug erhalten. 

S. 221, Z. 13—16. Clebsch bezeichnet Jacobis neue Methode als die wahre 
Verallgemeinerung der Untersuchungen Lagranges. Crelle Bd. 60, 3. 193. 
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S. 222, Z. 1—12. Mit reinen Worten ausgesprochen ist das wohl nirgends; 
erst Lie hat gelegentlichen Bemerkungen von Jacobi, Clebsch, Weiler, Natani 
diese scharfe Fassung gegeben. Vgl. Jacobi Werke IV, S. 314—316, Clebsch, 
Abh. II, S. 215, 227 f. 

S. 222, Z.14. Weiler, Abh. II, 1863. 

8. 222, Z. 16-18. Vgl. 8. 628 ff. 

S. 222f. Die Tabellen beziehen sich auf die Integrat. einer part. Diffgl. 1. O. 
Fe, 2 ,...,%,_1 Pıy--»2,_) = 0 inn Ver. Sie sind spaltenweise zu lesen, 
denn z. B. Pfaff verlangt zuerst die vollst. Integr. eines sim. Syst. in u — 2 Ver., 
was der Reihe nach die Elementarop. 2n — 3, 2n —4,...,3, 2, 1 erfordert. 

S. 222, Z. 20—18 v. u. Vgl. hier Abh. VII, S.54—61, Abh. VIII, 8. 93—95. 

S. 223, 2.4—1 v. u. Die Bezeichnung „Axiom“ ist unrichtig; es handelt sich ja 
um einen Satz, der sich beweisen lassen muß. Einen Beweis hat W. P. Maximo- 
witsch geliefert (Kasan 1885). Vgl. Fortschr. d. Math. Bd. XVI, 1885, S. 305—309. 

S. 224, 2.17—25. Es handelt sich also um Trf., die das (n — 1)-gliedr. vollst. 
Syst. inv. lassen, dem die Fkt. II(x,,.. .,%„) genügt. Lie hat später die hier ge- 
wählte, höchst unzweckmäßige Ausdrucksweise aufgegeben und spricht dann von 
Invarianz der Fkt. II nur, wenn II(f,,..., [J)=M (u, ...00) ist 

S. 225, 2. 13,12 v.u. Die inf. B.T., die hier betrachtet werden, sind überdies 
alle homogen. 

S. 227, Satz 4. Der Satz kommt darauf hinaus, daß die Untergruppe, die durch 


die ausgez. Fkt. X,,...., X, bestimmt wird, für sich inv. bleibt. 
S. 229, Z. 13—17. Man beachte, daß Satz 4 auch für die ausgez. Fkt. nullter 
O. X, ..., Xy' der hier betrachteten Gruppe gilt. : 


S. 231, Satz 8. Die Zahlen « und f sind beide > 0, $ weil H homogen von 
1.0. sein muß, « weil es eine nicht ausgez. Fkt. nullter O. geben soll. 

S. 232, Satz 12. Es fehlt der Zusatz: wo F die Fkt. P, +, Wirklich enthält. 

8. 232, 2. 4—1v.u. Der Klammerausdruck wird hier in zwei verschiedenen 


Bedeutungen gebraucht. Bei dem Wiederabdruck habe ich das dadurch kenntlich 
emacht, daß bei , ' 
E AAN ıAM=(Af, Af) 


fette Klammern gesetzt sind. Vgl. die Anm. zu 8. 191,:2. 10 vw, u... 8, 877: 

S. 235, 2.1, 2. Hätte besser so geändert werden müssen: „Lösung haben; 
überdies ist die Differenz zweier sukzessiver Zahlen höchstens gleich 1.* 

S. 236, Satz 19. Es wird stillschweigend vorausgesetzt, daß g<n.ist. Für 
q=n gilt nämlich der Satz nicht, denn zu den Fkt. Xı,::, X, steht z.B. das 
vollst. Syst. mit den beiden Lös. X,, P, in inv. Beziehung. 

S. 236, 2.4, 3 v.u. Die Lösungen dieses Syst. sind also alle ausdrückbar 
durch X,,..., X, und durch eine von Xy,..., X, unabhängige. Nur wenn kSq 
besitzt das Syst. überhaupt bloß eine Lös. 

S. 237, Z. 2. Das vollst. Syst. A f=0,..., A,f=0 gestattet ja alle inf, BT. 


n 


vi wo H, der Polargruppe X,,..., I, P)+1::-, P, angehört. In dieser Polargr. 
aber sind X, +11, X, Keine ausgez. Fkt. 
8. 237, Z. 12. Jede der in II vorkommenden Größen Ny5..., X,, insbesondere 


also eine gewisse der Größen X, +p* 
braucht keine zu sein. 

S. 237, 2.17—22. Wenn k=sn ist, kann «= n werden. Dann aber ist 
P,„ die einzige Lös., die das Syst. 8. 236, Z. 7 v. u. überhaupt hat, und es ist 
(Pu, p(X,)P)=g (X,) P,, also auch X, eine Lös. von A, f=0,..., A,f=0. 

S. 237, Satz 20. Es ist ’<n. 

S. 239, Z.13. Man wählt X, in der Gr. oder in der Polargr., je nachdem 
“«<g” oder >g”. 

8. 240, 2.2 v.u. Aus der Lös. P,";ı folgt andrerseits durch Benutzung der 
inf. Trf. 0.X 7 41 Pryn daß X,,..., X, auch alle Lös. sind. 


.., X, muß eine Lösung sein; X, selber 
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S. 241, 2.20ff. Ist s>g”+1, so steckt X,» unter den Fkt. X,,... X, 
es braucht aber nur der Fall «==g”-+1 in Betracht gezogen zu werden. X, darf 
keine ausgez. Fkt. sein. 

S. 241, Z. 10—6 v. u. Eigentlich: IU(X,, RE. SP Kr Pr +1) (s>d). 
Kommt hier die Fkt. X, >d und #g”-+1) wirklich vor, so ist wegen der inf. 
Trf. g(X,)P, auch X, eine Lös., also alle Fkt. nullter O. der Gruppe oder der 
Polargr. Daher bleibt der Fall einer Lösung 


II(X,, ...;: X RR Pyrz1): 


Käme hier Kr +, wirklich vor, so würde die inf. Trf. 


NIEREN 


zeigen, daß jede Fkt. N eine Lösung wäre, dann aber kämen wir entweder auf 
schon > Fälle oder auf den Fall, daß eine nicht ausgez. Fkt. nullter O. wie 
Xrryp ...; X, Lös. wäre. 

S. 248, Z. 3f. Ist nicht geschehen. 

S. 242, Satz 22. Auf Z. 8 müßte es heißen; „besitzt und das zu der Gruppe 
in inv. Beziehung steht“. Ferner wird natürlich vorausgesetzt, daß die Gruppe auf 
kanonische Form gebracht ist und daß diese kan. Form zu einer 2n-gliedr. kan. 
hom. Gr. X,,..., X,, Pır »--, 2) ergänzt ist (vgl. Abh. VII, S. 90, Satz 2 u. 4). 
Z. 13f. sind so gemeint, daß, wenn das vollst. Syst. m unabh. Lös. hat, daraus nur 
m —- 1 unabh. Fkt. nullter O. der Gruppe gebildet werden können. 

S. 242, Satz 23. Es können auch alle Fkt. der Polargr. Lös. sein. 

S. 248, Z. 10—14. Vgl. S. 167 und S. 219, Z. 1—12. 

S. 243, Z.1v.u. Vgl. Satz 19, S. 236. 

S. 244, Z. 8—13. Das Invsyst. kann nach S. 215, Satz 6 auf eine Gl. in 
n—q-+-1 Ver. zurückgeführt werden, und diese erfordert nach S. 10 die Operationen 
2(n— qa+1)—3=2n —2q—1, 2n — 294 —3,.... 

S. 244, 2.15, 14 v.u. Nach Satz 19. 

S. 244, Z. 5—1 v. u. Das geg. Invsyst. ist integriert, wenn das Invayst. 
X = 4,:.:.,X,=a, es ist, dieses aber erfordert nur die im Text angeg. Op. 

S., 245, 2.10,9 v.u. Dieser Grundsatz ist S. 244, Z. 5—13 und Z. 9—1v.u. 
verwertet, 

8. 246, Z.3f. Eine solche ist die Liesche Methode, die das g-gliedr. Invsyst. 
in n Ver. auf eine Gl. inn— q-+-1 Ver. zurückführt, denn die Beziehung zwischen 
dem Invsyst. und dieser Gl. bleibt bei B.T. offenbar nicht erhalten. 

S. 247, 2. 3. Besser „der andern Kat.“. 

8. 247, Satz 28. Vgl. 8. 219. 

S. 248, Z. 15—17. Vgl. S. 218. 

S. 249, 2. 20f. Die Voraussetz. kommen ja darauf hinaus, daß für das Invsyst. 
X, =4,::-. X,-ı = 0_1 die Lös. X,» fir. -,/, des vollst. Syst. (X,)= I, ..., 
(X,-1 f) = (0 bekannt sind. 

8. 249, Z.4v.u. — 8. 251, 8.4. Hierauf bezieht sich Abh. XVIII, S. 261, 
Z.1—5, und ein Brief von Lie, S. 698. Daß der in Nr, 22 versuchte Beweis nicht 
Stich hält, zeigt sich auch darin, daß die Bestimmung der ausgezeichneten Funk- 
tionen überhaupt nicht erforderlich ist (vgl. Abh. XVII, 8. 273— 275). 

8. 250, 2. 6f. 8. 237, Satz 20. 

8. 250, Z. 20—22. Dieselbe Methode auch hier Abh. VII, S. 94. Die Zahlen r 
und m auf S. 94 haben. hier die Werte r=29"— q’—g, m=g'—q, also wird 
2n—2q— r— m—1=2n— 2g”—1, und die erforderlichen Integrationsop. sind 
7—q4, d—-q4—1,...,2,1 und 2" —2g9”—1,...,3,1. Vgl. jedoch Abh. XVII, 
8.284, Theor. V, wo ebenfalls m = g’—gq ist und 2?!-m=2n—q— 2g9”-+g' und 
Ann. XI, S. 487, 544 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Theor. IV am Schlusse von $ 5 
und $ 17, Nr. 47). 
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8.250, Z.10 v.u.— 8.251, Z.4. Man beachte, daß X, |...» X,», Prrn Pr 
und auch die ausgez. Fkt. P," A unbekannt sind; man kennt nur ebensoviele von 
einander unabh. Fkt. von ihnen und von X,,...,X,. 

Die Fkt. X, +v FR X, findet man durch die Op. ’ —q, ’—q—1,...,2,1. 
Für X „,. hat man dann 29’ — g’-+ 2 Gl. mit den g’ bek. Lös. X,,..., X,, also 

q"’+2 : q 
fehlen noch 2n — 29” — 2 Lös. Zur Bestimmung von X, 9, Ks I UM 
daher die Op. 2n — 2q” — 2, 2n — 2q”—4,...., 2 erforderlich.') Das sind die- 
selben Op., die $. 93, Z. 4,3 v. u. — S. 94, Z. 4 gebraucht werden (s. 8. 649f.), denn 
für die dortigen Zahlen » und m ist +r=2Q’— Y+1,q+m=g-+1, also 
2n— 2a —m—r=2n — 24" — 2. 
Hat man X, gefunden, so bildet man das vollst. Syst. 


KN=9,...,(Kyf)=09, (Xyyaf)=...,(X,f)=0 


das 2 — ’ — (n—gq’”—N)=n+g”—g +1 Lös. hat, von denen bekannt sind?): 
Ay Ay Auupasere X Prymern Pr, Popp also n+g”—g. Die eine 
fehlende Lös. findet man durch eine Quadratur, wenn man sich auf die von Lie 
verallgemeinerte Jacobische Multiplikatortheorie stützt. 

In der Tat, die Gl. A, f)=0 (k=1,...,n— g’+g’— 1) unsers vollst. Syst. 
stehen paarweise in den Beziehungen A, (A, (f)) — A;(4,(f)) == 0 und haben den ge- 
meinsamen Jacobischen Mult. 1, so daß 1 zugleich ein Liescher Mult. des vollst. 
Syst. ist (Ann. XI, S. 509, Anm.; d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $10, Nr. 23). Führt man 
nun die n-+ g’— q’ bekannten Lös. nebst n — q”’—+ g’ geeign. Größen als neue Ver. 
ein, so erhält man ein neues n— q’+g’— 1)-gliedr. vollst. Syst., von dem man 
einen Mult. angeben kann (Abh. XIV, S. 198). Da aber in diesem vollst. Syst. nur die 
Abl. nach n— q”+g’ Ver. wirklich auftreten, so ist es gleichbedeutend mit einer 
totalen Diffgl. in n—g”’-+g Ver, von der ein Eulerscher Integrabilitätsfaktor 
bekannt ist. 

Die Fkt. X y”+ 17, die man findet, ist zwar im allg. nicht homogen von nullter O., 
aber das Involsyst. S. 250, Z. 1 v. u. ist erledigt, weil man alle Funktionen kennt, 
die mit den Fkt. des Systems in Inv. liegen (s. $. 54 und die Anm. dazu, $. 647). 

Zweckmäßiger scheint es ja, zu den vorhin angegebenen Gl. noch £p, „= 
hinzuzufügen, dann aber erhält man ein vollst. Syst. mit n + g"—q’ Lös., von 
denen im allgemeinen nicht n + q’— g’— 1 bekannt sind. 


Zu Abhandlung XVII, 8. 252—259. 


Das betr. Heft des Archivs ist im Mai 1876 erschienen. Die Arbeit ist mit 
einigen Änderungen abgedruckt Ann. XI, 8. 547—551 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
Note 2 hinter $ 18). Vgl. auch hier Abh. XXI, $. 350f., Note. 

8. 252, Z. 17—21. Vgl. Abh. IX, 8. 116—119 und Ann. VIII, $. 238 (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, $ 5). 

8. 252, 2.9,8v.u. Clebsch, Abh. II, $. 196-198. 

S. 253, 2. 8. Vorausgesetzt wird selbstverständlich, daß (2) weder von allen x 
noch von allen x’ frei ist. 

8. 253, Z. 11—8 v. u. Dieser Standpunkt wird indes nicht folgerichtig durch- 
geführt. Z. B. hätten die Grade der Homogeneität von & i. B. auf die x und die x 
verschieden angenommen werden sollen (8. 254, Z.1—4); da die p; Verhältnisgrößen 
sind, so hätten die Gl. (6) geschrieben werden müssen: 2 — 0, p=h Kar und man 

1) Das X,_, auf $. 250, 2.3, 1 v. u. beruht zweifellos auf einem Schreib- 
fehler; es muß X, heißen. 


2) Eigentlich kennt man nur n + q”— g’ unabh. Fkt. davon. 
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hätte sich die x’ und A eliminiert zu denken, was auf eine andere Det. führen würde. 
In den Ann. XI verzichtet Lie auf die Homogeneität in den x und den «‘. 

8. 253, Z. 7—4 v. u. Selbstverständlich ist zugleich Zx,'p, = 0. 

S. 254, 7. 15—11v.u. Lie denkt sich die Rel. 22,9,= 0 zu den etwaigen 
von den x’, p’ freien Gl., die aus (7) folgen, hinzugefügt, sie wird also in der Zahl 
m nicht mitgerechnet. Ebenso ist es in Satz 1, $. 255. 

8.255, Z. 10f. Auch hier hätte A, nicht gleich 1 gesetzt werden dürfen. 

8.256, Satz 2. Die Gl. Zx,p,=0 und Zx/p/—= 0, die man immer hinzu- 
zufügen hat, werden nicht mitgerechnet. 

8. 257, Z.1—6. Vgl. auch hier Abh. XII, 8. 150—155, 172—174. Faßt man 
die x als Parameter auf, so kann man die de’—=0 setzen; aus (8) und (9) erhält 
man dann durch Elim. der A ein Syst. von Gl. zwischen den x, p und x’, das 
bei beliebigen x’ die Gl. 2p,x, = 0, Zp,dx, = 0 nach sich zieht und das also in 
dem R,_, mit den hom. Punktkoord. &,,..., x, eine Schar von Elementmann. im 
Sinne von 8. 155 darstellt. Jede Elementmann. der Schar besteht aus 0”? El. und 
die ganze Schar bildet eine vollst. Lös. des Syst. von part. Diffgl. 1. O., das durch 
Elim. der x’ hervorgeht. Die betr. Gl. zwischen den &,, p; stellen also eine Mann. 
von El. des R,_, dar, die sich in lauter-Element-M, _, dieses Raumes anordnen 
läßt, sie bilden demnach ein Invsyst. 

Lie spricht von Integral-M, _,; daran, daß die x,, p, Konnexkoord. sein sollten, 
denkt er also gar nicht mehr. 

8. 257, Z. 11 v.u. — 258, Z. 6. Der Einfachheit wegen wollen wir die x, als 
nichthom. Koord. betrachten, wie es Lie tatsächlich tut; es sind also nur die p, Ver- 


hältnisgrößen und die Elementkoord. x,, 2, und &/,2, sind von einander unabh. 
Stellen nun die Gl. 


2,—- =), Fr or %5 Dmpı! Par 2a 1: 2,) = Const. 
(u=1,...,m; k=1,...,n—-m) 
eine vollst. Lös. des Invsyst. ee h, = 0 dar, so verschwindet der Ausdruck 
Pp,dx ++ p,dx, vermöge 2, h„=9 F,=Const., ap, —dh,=0, dF,=0, 
es besteht also eine Id. von der Gestalt: 


1... EM 1...n—m 
Dpdy—= N (p,—h,)de, + > Balkan +3 Enı Dir +» Pan) AFri 
i A 


wegen der Unabh. von F,,..., F,_,, sind hier die ®, eindeutig bestimmt und 
werden offenbar hom. von 1.0. in 9,,,1»---,P,. Hiermit ist die Gl. (17) gewonnen, 
andrerseits ergibt sich aus Abh. IX, S. 116—118, daß die 2n Fkt. x, F»p2,—h: 
®, von ein. unabh. sind und daß die Klammerrelationen $. 258, Z. 5f. bestehen. 
Demnach sind die 2» — 2m — 1 von einander unabh. Fkt. F,,..., F,_„,®,:® 
P„_m-ı:®,_„” wnabh. Lös. des (m + 1)-gliedr. vollst. Syst. 
l...n 
2,.— hu f)=0 w=1,...,m), Du —0 


n—m’''" 


und bestimmen gleich willk. Konst. gesetzt die char. M, des Involsyst. p oe h, =(. 

Die Gl. Z8,dF,=Z6,dF, ist eine Folge von (8), (9), (10), die ja die Gl. 
ra hu =0, p)—h,=0 und Zp,de,—=Zp,/dx, nach sich ziehen. Andrerseits 
zieht die Gl. 28,4F, + 2(— ®/)dF,/=0 nach Abh. XII, $. 150—153 mindestens 
2(n— m) unabh. Relat. zwischen den F,, F/, ®,,®/ nach sich‘) und, da sowohl 


1) Denselben Schluß macht Lie bei einer späteren Gelegenheit (Abh. XXI, 

S. 324, Z. 10—15). Merkwürdigerweise unterläßt er es aber, auch die Gl. & p,de, 

—=2p,dx, in der Form Zp,da, + Z(—p;) dx, = 0 zu schreiben und so die vorhin 

erwähnten Betrachtungen von Abh. XI für die Theorie der B. T. nutzbar zu machen. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 44 
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die F,, ®, als die F/', ®, von ein. unabh. sind, auch nicht mehr als 2 (n — m) 
unabh. Rel. Diese Rel. sind deshalb sowohl nach den F’/, ®,' als nach den F\, ®, 
auflösbar: F,= 4A, (F’, ©), 8&,=B,(F', ®) (=1,...,n— m). Denkt man sich 
die A,, B, als neue F\/, ©, eingeführt, so erhält man die Gl. (20). 

S. 258, 2.5 v.u. — 259, 2.2. Nach der Anm. zu $. 219, Z. 12—17 liegen die 
Fkt. ©, — 9,, p, — h, paarweise in Inv.; man kann daher » — 9— m von ein. unabh. 
und von 2,...,%5 Payn Po+m freie Fkt. X +m+r ...,X,, die in den 
übrigen p, hom. von nullter O. sind, so bestimmen, daß sie unter einander und mit 
allen &,— p,, p,—h, in Invol. liegen. Gleich willk. Konst. gesetzt bestimmen diese 
Fkt. dann eine vollst. Lös. des Invsyst., so daß eine Id. von der Form 


.n-qa—m 


on 1.07 a ee In. 
Dp,dx, =D D,d (2; FEB 9;) +26, HE h,) AR, +j + 53 ra Ar 
D k J i 


besteht, wo die Fkt. ®,, #,,„;, eindeutig bestimmt und hom. von 1. O. in den 
p, sind. Da die 2n Fkt. 2,— Q,, Lm+j' Kunze B,, P,+3 hy Parma von 
ein. unabh. sind und in den bekannten Klammerbeziehungen ‚stehen (Abh. IX, 
$. 116—118), so sind die 2(n — q— m) — 1 Fkt. Kormzi Vorl Y, ebenso- 
viele unabh. Lös. des (4 +m + 1)-gliedr. vollst. Syst. 
dF 
(2; — 4) = (0, (2, —h,, F\) =(, Zr an: — (0 
v 
und bestimmen gleich willk. Konst. gesetzt die char. M g+m des Inveyst. Alles 
andre gestaltet sich nunmehr wie in dem früher betrachteten Falle. 


Zu Abhandlung XVIII, S. 260—284. 


Der Inhalt der Abh. in umgearbeiteter Fassung Ann.XI, S. 465—487, 521-529 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 8 1—5, $ 14). Dort sagt Lie auch auf S. 521 f., wie er 
zu den hier entwickelten Theorien gelangt ist. Im Anfange_des Jahres 1876 ver- 
suchte er nämlich, die Methoden von Abh. XIV (Verwertung bekannter inf. Trf.) auf 
beliebige (nicht eben lineare) part. Diffgl. 1. O. anzuwenden, und fand zu seinem 
größten Erstaunen, daß seine neue Theorie unmittelbar wesentliche Vereinfachungen 


Beachtet man noch, daß jedes System von n unabh. Gl., das die Gl. Zp,de, = 0 
nach sich zieht, notwendig ein n-gliedr. Invsyst. ist (vgl. die Anm. zu 8. 172, Satz 9), 
und überträgt man das auf die Gl. Zp,dx,+ 2(—p/)dz;—=0, so kann man die 
Theorie der hom. B.T. äußerst kurz und einfach begründen, was allerdings erst 
Campbell in seinem Introductory treatise on Lie’s theory of finite continuous 
transformation groups, Oxford 1903, gemacht hat, s. da Kap, XVI, 8. 226f. Aber 
auch die Ergebnisse der vorliegenden Abh. lassen sich auf diese Weise bequem 
ableiten. Erhält man nämlich aus den Gl. (8), (9), 10) gerade m Gl. zwischen den 
x, p allein, so bilden die offenbar schon für sich allein ein Invsyst. Denkt man 
sich dieses Invsyst. nach m geeigneten unter den P;, %; aufgelöst, die 2n — m übrigen 
Gl. aber nach 2n — m unter den %;,;, 80 erhält man ein Invsyst., bei dem die 
Klammerausdrücke aus je zwei linken Seiten identisch verschwinden. Die 2n — m 
letzten Gl. enthalten daher die x,p nur in 2n — 2m Verbindungen, nämlich in den 
2n — 2m von ein. unabh. Fkt., die mit den linken Seiten der Gl. des Invsyst. in den 
x, p allein in Inv. liegen; daraus aber folgt, daß mindestens m von ein. unabh. Rel. 
zwischen den x’, p’ allein bestehen. Wäre nun die Zahl dieser Rel. > m, so wäre 
auch die Zahl der Rel. zwischen den x, p allein > m, was nicht der Fall ist. Dem- 
nach bleiben noch zwischen den x, p, x, p’ gerade 2n — 2m Gl., die sowohl i. B. 
auf die x’, p’ als i. B. auf die <, p von einander unabh. sind und die auf die Ge- 
stalt Pla, p)= Pla, p) k= l,..., 20 — 2m) gebracht werden können. 
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in der allgemeinen Theorie der part. Diffgl. 1 O. bewirkt. Diese Ergebnisse sind 
hier auf $. 269—272 dargestellt Nachher fand er die einfachere Begründung, die 
auf S. 261—267 auseinandergesetzt ist, vermöge deren überdies die Zahl der er- 
forderlichen Quadraturen auf eine einzige herabgedrückt wird. 

Man vgl. hierzu, was Lie Anfang 1877 an A. Mayer schreibt: 

„Lächerlicherweise bin ich fortwährend zum Schreiben wenig geeignet wegen 
meiner Schulter, die doch gar keine ernstliche Beschädigung erhalten hat. Doch hat 
dieser Umstand keineswegs meine math. Spekulationen gehindert. Im Gegenteil. Das 
ist eigentlich komisch; in den späteren Jahren mache ich immer meine Entdeckungen, 
wenn ich gewissermaßen Unglück habe. Im Frühlinge 1872 hatte ich mein Auge 
beschädigt und fand genau in derselben Zeit die Integrationsmethode. Im Januar 
1873 starb mein Vater, und ich machte Gruppentheorie. Im Frühlinge 1876 trafen 
mehrere große Unglücke die nächste Familie meiner Frau, und genau in denselben 
Tagen fand ich meine neuen Integrationstheorien. Im Januar 1877 beschädige ich 
meine Schulter, so daß ich nicht meine gewöhnliche Schreibarbeit fortsetzen kann, 
und denselben Abend habe ich eine glückliche Idee über Minimalflächen, die mir 
Jedenfalls großes Vergnügen verschafft hat. Als merkwürdig in derselben Richtung 
kann ich anführen, daß ich den Grundgedanken meiner Abh. „Über Komplexe“ eben 
fand, wie ich einen Abend in Paris sozusagen eingeschlafen war. Unmittelbar darnach 
kam ich einen Monat ins Gefängnis in Fontainebleau und hatte die schönste Ruhe zur 
Entwickelung meiner damaligen Entdeckung, die mir ohne Vergleichung das größte 
Vergnügen verschafft hat.“ 

Es liegen mehrere Briefe vor, in denen Lie über seine neuen Theorien berichtet. 

In einem Briefe, der aus dem Sommer 1876 stammt, schreibt er an A. Mayer: 

„Ich habe in früheren Briefen !) meine neuen Theorien als Verallgemeinerungen 
der Jacobischen Multiplikatortheorien dargestellt. Einfacher und schöner ist es, 
sie als Generalisation des Satzes |aufzufassen]: 

„Satz. Sind F\,..., F', durch (F,F',)== 0 paarweise verbunden, so verlangt 


die Integration des Invsyst. FR, =a,,..., F5,=a, nur eine Quadratur. 
„Es gilt nämlich allgemein der Satz: 
Theorem. It f, =a,,..., F,=a ein Invsyst. und sind F' ne 


bekannte Lös. der Gl. (F,F)=0, die eine Gruppe bilden, lassen ui ferner aus der 
Gruppe For Farm #% -gliedrige Involutionssysteme ausscheiden, so verlangt die 
Integr. des vorgel. Invsyst. nur eine Quadratur. 

„Dieses Theorem, das ich sogleich etwas näher erörtere, umfaßt offenbar nicht 
nur den obenstehenden Satz, sondern auch die Jacobische Multiplikatortheorie 
angewandt auf part. Diffgl. Allerdings ist die Jacobische Multiplikatortheorie, 
wenn ich Jacobi recht verstanden habe, unnötig kompliziert. Soll nämlich 


FRE DE DR 


integriert werden, und kennt man alle Lös. ausgenommen eine von (F®)—=0, so 
braucht ja Jacobi zwei Quadr. zur Bestimmung einer vollst. Lös. von F== a. 
Eine Quadr. gibt ihm ja nämlich die noch fehlende Lös. von (F'®) = 0. Darnach 
braucht er ja doch noch eine Quadr. zur Aufstellung der vollst. Lös. selbst? — 
Jedenfalls sind eine Quadr. und eine Differentiation hinlänglich. 

„Laß mich zu meinem Theoreme zurückkehren. Ich vermute, daß Sie ohne 
besondere Schwierigkeit die Richtigkeit meiner Betrachtungen, die dem Wesen der 
Sache nach sicher sind, einsehen werden. 

„Vermöge der Gl. 


Al 7’ 
F,=4,.,F,=a,..1 Fam rm 


1) Diese fehlen leider, nur ein Bruchstück scheint erhalten zu sein, das nachher 
auf S. 692, Z. 18—7 v. u. abgedruckt ist. A.d. H. 
44* 
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schaffe ich aus dem Ausdrucke 
(«) de — pda, —::-—p,dz, 


n + m unter den Größen &,,..., Zn, Pır --:,2„ weg. Hierdurch bringe ich («) auf 


die Form ER 


(8) de — I Ulla... om Gyr.) En 

=1 
indem ich nämlich mit «,,...., %,__„, die zurückgebliebenen Größen x, p bezeichne. 
Nun ist (ß) ein vollst. Differential; sei 


2—V(ü, De a 4m) 


die entspr. Integralgl. Alsdann sind die Größen 
daV dV 
da "da 





h 
a n+m 


Lösungen des Syst. (F, F)=0,..., (F,F)==0 und zwar erhält man hierdurch alle 
fehlenden Lös. 

„Dies ist die nächstliegende Auffassung meiner Theorie. Doch hat ja meine 
vorige Darstellung ihre Berechtigung. Sie scheint nicht ganz einfach die Hinlänglich- 
keit einer einzigen Quadratur zu geben. 

„Äußerst überraschend und bemerkenswert scheint es mir, daß zwei be- 
rühmte Jacobische Theorien, die man doch als vollständig verschiedenartig auf- 
gefaßt hat, sich nun in so einfacher Weise als nahe verwandt, d. h. als Spezialfälle 
eines Satzes ergeben. 

„Ich bereite zur Zeit eine große Abh. für die Annalen vor: Allg. Theorie d. p. 
Dgl. IL.') Eigentlich sollte meine Invariantentheorie*) Teil II und dies Teil II sein. 

„Jch habe meine alte Klassifikation der part. Diffgl. 1. O0. wieder aufgenommen. 
Hierdurch habe ich mehrere äußerst merkwürdige Resultate für part. Diffgl. höherer 
Ordnung erhalten. Meine Klassifikation ist nämlich eine neue Brücke zwischen 
den Gl. 1. O. und gewissen Klassen Probleme höherer Ordnung. Dies scheint ein 
neues schönes Forschungsgebiet zu öffnen. Doch habe ich noch nicht lange die 
Sache vollständig in meiner Hand. Ihr S. Lie.“ 

Auf einem Blatte, das vermutlich zu einem verloren gegangenen Briefe gehört, 
steht dann noch: 

„Setzt man nämlich in meinem Satze n+ m=2n — 2°), 9=1, so erhält man 
eine Theorie, welche gewissermaßen mit der Jacobischen Multiplikatortheorie zu- 
sammenfällt. Doch leistet meine Theorie auch in diesem Falle etwas mehr als die 
Jacobische. 

„Soll nämlich die Gl. F(x,,...-, P,) == 0 integriert werden und kennt man alle 
Lös. von (F'®) = 0, ausgenommen die letzte, so findet Jacobi dieselbe durch eine 
Quadratur; hinterher braucht er, um eine vollst. Lös. aufstellen zu können, eine 
zweite Quadr. Dagegen bei mir ist eine Quadr. hinlänglich, indem offenbar die 
a. [F, 2—U]= 0 stattfindet. 

„Wenn ich nicht in diesem Punkte Jacobi Unrecht mache, worüber Sie mir 
vielleicht Bescheid geben, so muß man die schöne Jacobische Multiplikatortheorie 
in ihrer Anwendung auf die part. Diffgl. als einen Umweg bezeichnen.“ 

Endlich noch ein Brief, den A. Mayer am 12.7. 1876 erhalten hat: 

1) Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IN. 

2) Ann. VIII (d. Ausg. B. IV, Abh. I). 

3) Die Urschrift hat 2a — m—=2n— 1; dabei ist 2" — 1 sicher ein Schreib- 
fehler. Dagegen muß man wohl aus der Zahl 2n — m schließen, daß das Blatt nicht 
zu dem vorhergehenden Briefe gehört. 


EBEN 
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„Indem ich eben Christiania, wo wir nun in längerer Zeit ca. 30° Celsius ge- 
habt haben, verlasse, um in den Gebirgen eine für meine Konstitution mehr an- 
gemessene Temperatur zu suchen, muß ich doch Ihnen zuerst schreiben. 

„Meine neuen Theorien werden jetzt in Christiania gedruckt. Ich habe jetzt eine 
viel einfachere Begründung. Meine Abh. für die Ann. kann erst im Schluß Sept. 
fertig sein. 

„Satz 1. Besteht die Gl. 


Zpda= Pdf +: +F,af,+aU, 


wo notwendig rn ist, so lassen sich U und die F', durch eine Quadratur bestimmen. 
„Führt man in der Tat in diese Gl. /,,...,/, zusammen mit 2n — r be- 
Yiebigen Größen Us: %,_,„ als unabh. Var. ein, so kommt 


iccf; Frei 
a a, r = a SPA Ace 











„Satz 2. Sei f,,...., /, ein Invsyst. und f,...,/g,- - -, /, bekannte Lös. des Syst. 
(1) AN=I,..,(kNM=0 
Besteht nun eine Rel. 
() | Zpoa—F,öhh+---+F,öf,+0U, 
so eind F | 1.» F, die fehlenden Lös. des Syst. (1), während U/ die Gl. 


2 -U]=0,...,[f, 2—-U]=0 erfüllt. 


„Den Beweis führt man zunächst für den Fall, daß f,...., /f, eine Gruppe von 
der kanonischen Form X, ..., X,» Pır---, P,_, ist. Sodann für den allgemeinen 
Fall. Man beweist übrigens leicht, daß die Gl. (2) nur dann möglich ist, wenn die 
aus fj,...,/, durch das Poisson-Jacobische Theorem hervorgehende Gruppe die 
Fom X... X, Pı +, P,_, besitzt. 


„Spricht man den folgenden Satz aus: Ist f,,..., f, ein Invsyst. und kennt 
man unter den Lös. des Syst. EBEN 


eine so große Anzahl f,,..., /,, daß eine Relation der Form Epex—= X Foöf+oU 
besteht, so verlangt die Integr. des Invsyt. nur eine Quadratur, 

„so subsumieren sich hierunter als Spezialfälle 

1) q=1,r=2n— 1 die Cauchysche Methode, 

2) g=q,r=2n—g die erweiterte Cauchysche Methode, 

3) qg=q, r=n die Jacobische Methode, 

4) q=1,r=2n— 2 die Jacobische Multiplikatortheorie, 

5) meine Theorie, wenn nur ausgezeichnete Funktionen fehlen.') 

6) Wenn fj,...,/, keine Gruppe bilden, was sehr gut denkbar ist, so gibt 
meine Theorie Lösungen, die auch durch das Poisson-Jacobische Theorem er- 
halten werden könnten. Mein Satz ist also wirklich famos. 

„Wenn die Gl. die Form 


Pı Pn-1 
ar 2 Rt Pet\=e 


besitzen, so treten eigentümliche Vereinfachungen hinein.“ 


DR kann wohl nur heißen: wenn fj,...,f, eine Funktionengruppe be- 
nen, in der außer f,,-- fa keine ausgez. Fkt. vorkommen. Allerdings muß 
diese Gruppe (2n — g)- „gliedrig sein, wenn das Problem nur eine Quadratur erfordern 
soll, und man kommt wieder auf den Fall 2 zurück. A.d.H. 
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„Im nächsten Winter wird meine Hauptarbeit die Ausarbeitung eines Werkes 
über Berührungstransformationen und part. Diffgl. 1.0. sein. Es wird ca. 25 Bogen 
denke ich. Ich hoffe, daß Teubner es verlegen wird. Mein Hauptziel ist, meine 
eigenen Arbeiten im Zusammenhange und nach einheitlichem Plane darzustellen. 
Gleichzeitig hatte ich gedacht, das Wichtigste im Übrigen mitzunehmen. Insbesondere 
würde das Mayersche Theorem, wenn Sie es erlauben, neben dem Poisson- 
Jacobischen Theoreme einen hervorragenden Platz einnehmen. Nächsten Herbst 
hatte ich dann gedacht, nach Deutschland zu kommen, in der Hoffnung, daß Sie 
und Klein wie gewöhnlich mir beistehen werden.“ !) 

In einem Briefe an F. Klein, der offenbar auch aus dem Frühjahr oder 
Sommer 1876 stammt, schreibt Lie: 

„Es ist mir immer eine große Freude, Brief von Dir zu erhalten. Heute einige 
weitere Bemerkungen. 

„Wie Du weißt, hat Jacobi die beiden folgenden Sätze gemacht, die bei ihm 
vollständig verschiedenartig auftreten: 


„Il. Sind F\,..., F,, paarweise durch (F', F,)==0 verbunden und lassen sich 
(1) F=4a,..f,=4, 
hinsichtlich der p auflösen: 9, = fr (&, :: +, Ey Ay +, Ay), 
so ist e— [hd + +hda)=0=:—V 
eine vollst. Lös. von F\ =a, und die Gl. 
an, ae, 


n 
zusammen mit (1) bestimmen die Charakteristiken von F\ =a.. 

„I. Kennt man indeß die Lösungen der Gl. (F®)= 0 alle ausgenommen die 
letzte, so findet man dieselbe durch eine Quadratur. Eine zweite Quadratur gibt 
die Char. selbst. 

„Ich habe zunächst diese beiden Sätze folgendermaßen verallgemeinert: 

„1) Sind F\,..., F', durch (F,F,)= 0 verbunden, so gibt eine Quadratur zu- 
sammen mit einigen Differentiationen immer (d.h. auch wenn F\ =q,,...,F,=a, 
sich nicht hinsichtlich der p, auflösen lassen) die Char. von F),—=a,.?) (Dies ist 
eine alte Geschichte, 1872.) 

„2) Kennt man alle Lös. von (F®)—= 0, ausgenommen die letzte, so genügt 

eine Quadratur zur Bestimmung von den Char. von F,=a,, also genügt auch 
eine Quadratur zur Auffindung einer vollständigen Lösung.°) (Diese Bemerkung 
ist ganz neu.) 
n „In dieser Weise ausgesprochen haben diese beiden Theorien eine formelle 
Ahnlichkeit, die dem Wesen der Sache entspricht. Diese beiden Sätze sind nämlich 
Spezialfälle des folgenden merkwürdigen Theorems, welches meine neusten Ent- 
deckungen in ihrer wahren Einfachheit resümiert. (Nebenbei’habe ich merkwürdige 
Anwendungen dieses Satzes gemacht.) 

„Soll das Invsyst. ,=a,..., Fy= a, integriert werden, und kennt 
man unter den Lös. des vollst. Syst. 


(FF)=0,..., (F,F)=0 


1 4 
eine so große Anzahl Korn ME AR Fan ee 


1) Nur die für den Herbst 1877 geplante Reise nach Deutschland ist zur Aus- 
führung gekommen, nicht aber das Werk über part. Diffgl. A. d. H. 

2) Vgl. hier Abh. X, 8. 124f. A.d.H. 

3) Vgl. hier 8. 268. A.d.H. 

4) „Man kann bekanntlich vermöge des Poisson-Jacobischen Theorems er- 
reichen, daß die bekannten Lösungen mit F,,..., F9 eine Gruppe bilden.“ 
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daß die Gruppe ri Fr For Pan -em 
überhaupt n-gliedrige Involutionssysteme enthält, so genügt immer 
eine Quadr. zur Auffindung der char. M, des Invsyst., d.h. zur Bestim- 


mung einer vollst. Lös. 
„Es war somit zuviel, wenn ich im vorigen Briefe!) über mehrere Quadr. 
sprach. Meine damaligen Quadr. können nämlich durch Differentiation aus einem 


einzigen Integrale hergeleitet werden. 

„Um diesen Satz zu beweisen ist es, habe ich gefunden, einfachst, ihn als 
Generalisation von 1) und nicht, wie ich ursprünglich machte, als Generalisation 
von 2) zu betrachten. 

„Sei dann X=4,.:,X9=@ (Jg) 
das vorgelegte Invsyst. Die gefundenen Lösungen bilden nach meiner Voraussetzung 
eine Gruppe, deren kanonische Form 


Ba 


gtm?’' 
ist. Diese kan. Form ist allerdings nicht gefunden. Nur ihre Möglichkeit ist von 


vorn bekannt. 
„Betrachte ich nun einen Augenblick das Invsyst. 


BD FAR 


n PER a 3 


N 


(y) N ER Ka, Km him Aarm)' 
so bestimmen diese Gl. zusammen mit 
(8) Ziatim Him+v EN X, =: P,+zm+1ı =dg+m+1' KlirSE P,=b, 


die char. M,_, „, des Invsyst. JS, + m Oder eigentlich, wenn wir auch die Var. z in 


Betracht nehmen, oo! solche M, + m: Da diese M, + m Qurch eine Translation längs 
der z-Achse unter sich vertauscht werden, so genügt eine Quadr. zu ihrer Bestimmung.“ 
. Der Rest des Briefes ist anscheinend verloren gegangen. 

Endlich hat sich in Lies Nachlasse ein Brief von seiner Hand vorgefunden, 
der denselben Gegenstand behandelt und der ebenfalls im Frühjahre oder Sommer 
1876 geschrieben ist. Leider habe ich bis jetzt noch nicht ermitteln können, an wen 
der Brief gerichtet war, ja nicht einmal, ob er überhaupt abgeschickt worden ist. 


Er lautet: 
„Sehr geehrter Herr Professor! 


„Meinen herzlichsten Dank für Ihren liebenswürdigen Brief, der mir eine große 
Aufmunterung in meinen Bestrebungen gewesen ist. Meine Antwort ist dadurch ver- 
spätet worden, daß ich Ihnen die Umrisse einer neuen Theorie, die ich eben in 
den letzten Wochen gefunden habe, mitteilen möchte. 

„Es hat sich nämlich gezeigt, daß man, wenn mehrere Lös. des Systems 

(F,DM=0,...,(R,Pd)=0 
gleichzeitig gefunden sind, einen bedeutend größeren Vorteil hieraus für die In- 
tegration des Invsyst. FA=a,,..., F,=a, ziehen kann, als ich in meiner In- 
variantentheorie angegeben habe. 
I. 

„Zunächst habe ich das folgende Problem gelöst: 

„Problem. Wenn ein Invsyst. F,=a,, ..., F,=a, vorgelegt ist und mehrere 
Lös. F, +1 N een des Syst. (F,F)=0,..., (F,F)=0 gefunden sind, 
die eine Gruppe bilden; wann ist es dann möglich, die fehlenden Lös. durch aus- 
führbare Op. anzugeben ? 


1) In diesem leider nicht mehr vorhandenen Briefe hat also Lie über die auf 
8. 270—272 gemachten Entwickelungen berichtet. A. d. H. 


v 
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„Früher kannte man nur zwei solche Fälle. 1) Wenn 2n— g—m=n und 
dabei F,,..., F', ein Invsyst. bildeten. 2) Wenn 2" — g— m=2n—q-—1; als- 
dann fände man nämlich immer die letzte Lös. durch eine leichte Verallgemeinerung 
der Jacobischen Multiplikatortheorie.') 

„Diese beiden bekannten Theorien sind indes Spezialfälle des folgenden 
Theorems, welches die vollständige Erledigung des aufgestellten Problems gibt: 

„Theorem. It F,=a,..., F,=a, ein Invsyst. und E41 RATEN 
bekannte Lös. des Syst. (FR F)=0,..., (F,F)= 0, die eine Gruppe bilden, so ist 
es möglich, die fehlenden Lös. durch eine Quadratur und m Differentiationen an- 
zugeben, vorausgesetzt, daß die Gruppe F\,..., 2 ee a Ben überhaupt 
n-gliedrige Involutionssysteme enthält; oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
diese Gruppe [außer F\,..., F, noch] m ausgezeichnete Funkt. enthält. 

„Ohne den vollst. Beweis auszuführen, werde ich ihn doch andeuten. 

„Vermöge der Gl. F, =a,,..., F= Uyercn Fon gen nn schaffe 
ich aus dem Ausdrucke 


(@) d2—p, da, ——2,dz, 
2n — q— m unter den Größen &,,..., &: Dis»: -, 2, weg. Bezeichne ich die 
zurückgebliebenen Größen «,p mit w,..., U, 80 hat («) die Form 

k=q+m 


dz— 5 U, (Mt, an Bi du, 
k 


angenommen. Dieser neue Ausdruck ist unter den gemachten Voraussetzungen in- 


tegrabel. Sei 
2—V (u, Ur Ace Gun ie) =q 


die entspr. Integralgl., alsdann ist eine jede der Größen 


AR ae 
da,,ı' ach 





eine Lös. des Syst. (F,F')=0, und in dieser Weise erhält man alle fehlenden Lös. 
Setzt man insbesondere m = 1, so hat man eine vereinfachte Darstellung der Theorie 
des letzten Multiplikators. Während nämlich Jacobi in diesem Falle (Jacobi 
setzt außerdem q—=1) zwei (Juadraturen braucht, um eine vollst. Lösung zu haben, 
so genügt für mich eine solche. Dies liegt, synthetisch ausgesprochen, darin, daß 


die Gl. = 
F, ee ul ERDE "RR HE 
an dV aV a 
a ee Pu en Pre: 2n-qa—-m 
da,,, 2 a RE 3 


die char. M, des vorg. Invsyst. bestimmen. 


„Mein Theorem läßt sich, habe ich gesagt, als Verallgemeinerung zweier 
Jacobischer Theorien auffassen. Darum gibt es zwei Wege zu ihm. Es war in 
der Tat durch meine Verknüpfung der Theorie des Integrabilitätsfaktors und Multi- 
plikators mit der Theorie der inf. Trf., daß ich mein Theorem erhielt. Ich hoffe, 
Ihnen bald eine Note hierüber schicken zu können. Mein Ausgangspunkt war dabei 
die Bemerkung, daß, wenn (F®)— 0 ist, daß dann die Gl. 


dx, dp, m 
EI T Zu 
dp; de, 


eine inf. B. T. bestimmen, welche die Gl. F— Const. iny. läßt. — Diese Auffassung 
der Lösungen ® der Gl. (F®) = 0 als infinitesimalen Transformationen, die die Gl. 


1) Vgl. die Anm. zu Abh. XVI, 8. 250, Z. 10v.u. — 251, 2.4, 8. 688 
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F=a inv. lassen, macht im übrigen auch das Poisson-Jacobische Theorem 
evident. Dasselbe sagt, daß die Sukzession zweier derartiger Transformationen eine 
solche Trf. liefert. 


II. 


„Ich werde nun zeigen, welche merkwürdige Vereinfachung mein Theorem 
begründet. 
„Sei FR=a,..., F=a, ein vorgel. Invsyst. Seien Eupen Pre au 
bekannte Lös. des Syst. (F',F) = 0, die eine Gruppe bilden, welche Gaben ER 


noch m ausgez. Fkt. enthält. Es fehlen jetzt 22-+ m Lös. Ich behaupte, daß nur 
die Operationen al, 21-2, 8 
erforderlich sind, während ich nach meiner Erweiterung der Cauchyschen Methode 
die Op. mini... 
oder nach meiner Invariantentheorie die Op. 

„mi, 3, 0 5,2 


verlangte. Die älteren Theorien verlangten noch schwierigere Op. 
„Zum Beweis bilde ich die Gl. 


MIO... (a dt 
und führe in sie statt &,, . . ., &, Pıy + -, 2„ neue Variabeln 
PR Milan Ur Uyrm+2ı 
ein. Hierdurch nehmen die g ersten Gl. sogleich die Form 
er a 
Fu) -— F,u -— (0 
(P) ( k 1) det ai k 41) 7 du er 


und die übrigen werden, wenn 2" — qg— m— ?2l=o gesetzt wird: 


d® 
2 g+i Fu)ZR , ER ER ga+i Fernar, +ZD, +1, * du, on 
dd R d® dd 
a a ee 


Da die Gruppe F\,..., F,» 2, waßer Fi,:.., Br noch m ausgez. Fkt. &,,...,8 


m 


enthält, so ist es möglich, aus den Gl. (y) die Größen pr wegzuschaffen. 
g+1 
Hierdurch kommen m Gl., die wir mit den q Gl. (ß) vereinigen: 
d® 
(6) ZU, (Fr. 22, Un» Um) at, (k=1,...,q+m). 


Es ist nun leicht zu erkennen, daß dieses Syst. (ö) mit dem Syst. (e) 
(8) (F9=0,...,(F9=0, (,d)=0,..., (2,9) = 0 


äquivalent ist. Wir haben so viele Umstände machen müssen, da Q,,..., 2,, nicht 
bekannt sind, und wir daher das System (s) nicht direkt aufstellen konnten. 
„Das System (6) hat 22-m-+ q Var. und m + qgGl.; da es überdies ein voll- 
ständiges System ist, findet man eine Lös. durch eine Op. 21. Sei ®, eine solche Lös. 
„Alsdann sind verschiedene Fälle denkbar. Entweder bilden 


m 


re: 1ER en Baus 
eine Gruppe, in der wegen (8) 2,,..., 2,, ausgez. Fkt. sind. Da nun aber die 


Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausgez. Fkt. eine grade 
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Zahl sein muß, da ferner auch F,,..., F', ausgez. Fkt. sind, so muß unsere Gruppe 


noch eine ausgez. Fkt. enthalten. 
„Oder auch bilden die Größen ($) keine Gruppe. Alsdann liefern die Op. 


(F,+ 3?) 


neue Lös. ®,,... des Systems (d). In der hierdurch bestimmten Gruppe sind jeden- 


’ 


Taus: D.:N.., 2: Nr... 2, ausgez. Fkt. 
„Hiermit ist der Beweis geliefert, daß die Erledigung des Integrationsgeschäfts 
höchstens die Op. 21, 21—2,...,6, 4, 2 verlangt. 
1168 


„Ich habe bewiesen, daß mit Mayers und meinen verschiedenen Theorien 
die allg. Theorie der part. Diffgl. 1. OÖ. in gewissem Sinne abgeschlossen ist.!) 
Nimmt man in der Tat nur auf die Integrationsoperat. Rücksicht und rechnet 
dabei eine Op. m für schwieriger als eine Op. m — 1, admittiert man ferner die 


beiden Axiome 
„I. Die Integration der allg. Gleichungen f («, Y, 5) = (0) läßt sich nicht ver- 


möge ausführbarer Op. leisten. 
„Il. Die einfachste Integrationsmethode der Gl. 


Pla De DIE 


fängt an mit der Bestimmung einer Lös. eines vollst. Syst., das zu F’ in einer 
durch B.T. inv. Beziehung steht, und welches als unabh. Variabeln außer 2, ,,...,%,, 
Pi, :::, 2, noch etwa die höheren Diffqu. von z hinsichtlich der x enthält, 

„so ist es unmöglich, unsere Integrationsmethoden zu vereinfachen. 

„In meiner ‘Diskussion’ komme ich zu dem Resultate, daß schon die Theorien 
meiner Invariantentheorie das Größtmögliche leisten. Dieser Irrtum ist dazu ge- 
eignet, auch über meine jetzige Behauptung Zweifel zu erregen. Dabei muß ich 
doch bemerken, daß meine heutigen Integrationstheorien in der Weise hervorgegangen 
sind, daß ich das Unbefriedigende im letzten Paragraphen meiner Diskussion empfand. 
Indem ich versuchte, was ich für eine Lakune des Beweises betrachtete, auszufüllen, 
fand ich meine neuen Integrationstheorien. 

„Nach meiner Auffassung muß man jetzt in der Theorie der part. Diffgl. 1. O. 
die Aufmerksamkeit auf solche Gl. lenken, welche Integral-M, besitzen, die als 
Punktgebilde aufgefaßt von (n — k)-ter Dim. sind. Dies giebt, scheint mir, ein neues 
wichtiges Forschungsgebiet. Das Problem, diese sogenannten wen zu bestimmen, 
drückt sich nämlich durch part. Gl. höh. Ordn. aus. Hier trifft man merkwürdige 
Klassen von Problemen. In gewissem Sinne kann ich behaupten, daß man hier ins- 
besondere alle partiellen Diffgl. n-ter Ordnung zwischen z, x, y trifft, die man bis 
jetzt integriert hat. 2 

Es ist mir gelungen, die schöne Arbeit von Levy, die übrigens in mehreren 
Punkten unvollkommen ist, ganz bedeutend zu vereinfachen. — Doch habe ich noch 
nicht lange die eben angeregten Probleme vollständig erledigt. 

„Ich habe in späteren Jahren sehr viele Zeit auf Untersuchungen über Trans- 
formationsgruppen angewandt. Ich fange an, meine Resultate, die mich interessieren, 
zu veröffentlichen. Die Trfsgr. einer einfach und zweifach ausg. Mann. habe ich 
schon längst bestimmt. Mit der Bestimmung der Gruppen eines dreifach ausg. Raumes 
geht es vorwärts. Doch ist es notwendig, enorme Rechnungen auszuführen. Ich 
werde die Sache verfolgen, da ich einige einfache allgemeine Resultate vermute 
und bis jetzt meine Vermutungen immer korrekt gefunden habe. 

1) „Ich bin jetzt weiter gekommen als die beifolgende Diskussion usw. [hier 
Abh. XVI] angibt.“ 
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„Endlich bin ich mit der neuen Ausgabe von Abels Werken, die jetzt rasch 
vorwärts geht, beschäftigt. Es wird indes noch 1'/, Jahr dauern, ehe das Werk ge- 
druckt vorliegen kann. — Ich denke daran, ziemlich bald ein größeres Werk über 
. Berührungs-Transformationen und part. Diffgl. 1. O. zu drucken. 

„Indem ich schließe, erlaube ich mir nochmals meinen aufrichtigsten Dank 
für das Wohlwollen auszusprechen, das Sie mir wiederholt gezeigt haben. 

Ihr Sophus Lie.“ 
x 

S. 260—268 in umgearbeiteter Fassung Ann. XI, S. 465—472 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, 8 1, 2). 

S. 260, 2.5, 4 v. u. — 261, Z.1. Vgl. hier Abh. VII, 8.33, 2.10 v.u.— 34, Z.1; 
Abh. VIII, S. 94, Z.10—15, ferner Ann. VIII, S. 217, Z. 20—24; 8. 277, 2 v.u.— 
278, 2.2 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl. u. $ 17, Nr. 39). 

S. 261, Z. 1—3. Abh. XVI, S. 249f., besonders Nr. 22. Vgl. die Anm. dazu. 

8. 262, Z. 13—15. Jacobi, Abh. V. 

8. 262, Z. 16—19. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8. 19, Werke V, S. 22. 

8. 264, 2. 20—23. Es ist ja Yo, Br Frese £ auch ein Invsyst., kann 
aber nicht mehr als n Glieder enthalten. 

S. 264, Z. 23—27. Vgl. Abh. IX, 8. 106—116. Hiernach sind überdies: 
fr las Porn HP Fr en F, ®,41 +, ®, unabh. Fkt. 

S. 265, Theorem I. Über die begriffliche Deutung des Theor. s. Ann. XI, $. 546 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Note 1 am Schlusse). 

S. 266, Z. 6—14. Vgl. Clebsch, Abh. II oder hier Abh. XXI, S. 320 ff. 

S. 266, Z. 10 v. u. Man vergesse nicht, daß m auch Null sein kann. 

S. 267, Z. 13—20. Am nächsten dieser von Lie gewählten Formulierung steht 
der Satz bei Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8. 5öf., Werke V, 8. 60f. 

S. 267, Z. 15—8 v. u. Vgl. hier Abh. X, 8. 124f. Dabei ist noch zu bemerken: 
Sollen die G1. X =a,..., X,=a, den Ausdruck Zpdx in ein vollst. Diff. um- 
wandeln, soll also eine Gl. von der Form Zp,de,= ZP,dX,-+ dU oder von der 


ee de — Zp,dy,=d@— UV) — EP,aX, 


bestehen, so ist notw. u. hinr., daß X,,...., X, unabh. Fkt. sind, die paarweise 
in Inv. liegen. 

8. 267, 2.5—3 v.u. Jacobi, Abh. V. 

8. 268, Z. 1—6. Die Gruppe ist (2n — 2)-gliedrig mit der ausgez. Fkt. f,, ent- 
hält daher mindestens noch eine ausgez. Fkt. (Abh. VII, 8. 46, Satz 10), mehr als 
zwei kann sie aber auch nicht enthalten (S. 58). 

Z. 269, Z2.1—5. Lie ist nicht wieder darauf zurückgekommen. In den Ann. XI, 
8. 472.(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 2, Nr. 5) hat er den Absatz weggelassen. 

S. 269— 272, $3. Umgearbeitet Ann. XI, S. 521—526 (a. a. O. $ 14, Nr. 34, 35). 

8. 269, Z2.19—23. Nicht die Eulersche Theorie, sondern der Eulersche 
Begriff, der auf S. 272 benutzt wird. 

S. 270, Z. 11—17. Eigentlich müßte es heißen: „baben wir die Ausdrücke 
B,(9)= (9, 9,) zu bilden, welche neue Lös., und die Ausdrücke B,(B,(9))— B,(B,(p)), 
welche neue inf. Trf. des Systems repräsentieren“. Ann. XI, S. 522f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 14, Nr. 35) ist die Darstellung in dieser Beziehung verbessert. 

8. 271, Z. 7—10. Vgl. Nr. 4, 8. 266f. Es ist s=2n — m —.q die Zahl der be- 
kannten Lös., während 2n — g Lös. vorhanden sind. 

S. 271, 2.12—14. Dies nach Ann. VIII, S. 256 (d. Ausg. Bd. IV, Abh.]I, 8 11, Nr. 25). 

S. 271, Z.11v.u. Die ®,, sind auch Fkt. von fi, ..., Br Pa+17 3 Pe 

S. 271, Z. 7 v. u. Hier ist rechts hinzuzufügen &,9,,A4,;p, ebenso Z.2 v.u. ein 
Ausdruck von der Form 2,7,;4,;9, wo die y,,; auch Fkt. von fi,...,f,, 9,4119, 
sind. In den Math. Ann. Bd. XI, S. 525 ($ 14, Nr. 35) sind solche Ausdrücke wirk- 
lich hingeschrieben. 
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S. 271, Z. 5, 4 v. u. Die vorhin gebildeten C,p sind von vornherein weder 
unter einander noch mit den A, durch eine lin. hom. Rel. verknüpft, denn zwischen 
den B;p und den A, besteht auch keine solche. 

8. 271, 2 1v.u. — 272, 2.3. Daß die O,p nur Abl. nach den u, enthalten, 
hat zur Folge, daß die v,, bei der Bildung der Ausdrücke Q; (C,(p)) — C,(C;,(p)) und 
4,;(C,(p)) — C,(4A,(Y)) die Rolle von Konstanten spielen; die A, (A,(p)) — A,(4,(@)) 
sind ja von vornherein gleich Null. 

8. 272, Z. 10. Zuzusetzen ist noch, daß zwischen den A,(p) und den (C,(g) 
keine lin. hom. Gl. besteht. 

S. 272, Z. 11. Vgl. hier Abh. XIV, S. 204, Nr. 14. 

S. 273, 2. 4—14. Die r-gliedr. Gr. f,, ..., f, » 9,417 °P, enthält q + m 
ausgez. Fkt., also ist r— (q-+ m) gerade (Abh. VII, S. 46, Satz 10), und es gibt 
Involsyst. mit 9+m+4(r— q—m)=4(r-+m-+-.g) Gliedern (8. 51, Satz 1). Um 
die Gruppe zu einer solchen zu ergänzen, die n-gliedr. Involsyst. enthält, braucht man 
noch n— 4(r +m+gq)=1! Fkt., die paarweise und mit fi,..., fa Porn Pr 
in Inv. liegen. Von den 2» — g Lös. fehlen noch 2" — g— r=m-2i. 

S. 273—277, $ 4. Umgearbeitet Ann. XI, $. 472—478 (a.a. 0. $ 3, 4). 

S. 273, 2.13 v.u. — 274, Z. 3. Durch Betrachtungen, wie sie Lie schon in. 
Abh. XIX anstellt, kann man zu einem mit (17) äquivalenten vollst. Syst. gelangen, 
ohne neue Ver. einführen zu müssen. 


Sind nämlich u,,..., w, und v,,...,d,_, Zwei reziproke Gruppen mit ge- 
rade m unabh. ausgez. Fkt. U,,..., U, s0 bilden 
(1) Wwf)=) ..., (uf) = 0 
ein r-gliedr. vollst. Syst. mit den Lös. v,,..., d%9,_,) 
(2) WN=9 ..., (W,_,N = 
ein (2n — r)-gliedr. mit den Lös. u,,..., %, 


Diese beiden vollst. Syst. stehen in der Beziehung zu einander, daß immer die 
Lös. des einen mit allen Lös. des andern in Inv. liegen; nach Abh. XIX, S. 290 . 
kann man daher, sobald eines der beiden Syst. gegeben ist, das andere aufstellen. 
In der Tat ist z. B. (2) mit dem Syst. aller Gl. 


Wis 
(2°) ( =(0 
Bay Kay Capri 
gleichbedeutend, unter «,,..., «, +, eine beliebige Kombination der Zahlen 1,..., n 


zu r-+1 verstanden. 
Andrerseits ist 


(8) (UN=9,...,(U,N=0 


ein m-gliedr. vollst. Syst. mit den Lös. w,,..., U, Ur... dy,_,„, unter denen sich 
nach S. 40, Satz 5 2» — m von ein. unabh. befinden, und’die G. (1) und (2) ver- 


einigt liefern ein (2n» — m)-gliedr. vollst. Syst. 
(4) wN)=0 (d=1..,n, WN=0 @=1...,in-n 


mit den Lös. U,,..., U,. Diese beiden vollst. Syst. stehen zu einander in derselben 
Beziehung, wie die Syst. (1) und (2), demnach kann man auch das Syst. (3) auf- 
stellen, sobald (1) gegeben ist. Um das wirklich auszuführen, braucht man aber 
nicht das Verfahren auf S. 290 anzuwenden, denn es liegt auf der Hand, daß der 
Inbegriff aller in dem Syst. (3) enthaltenen Gl. zusammenfällt mit dem Inbegriff 
aller Gl., die den beiden Syst. (1) und (2) oder, was auf dasselbe hinauskommt, den 
Syst. (1) und (2°) gemeinsam sind. - 

Man sieht also, daß das (q + m)-gliedrige vollst. Syst. (17) oder, genauer aus- 
gedrückt, ein damit äquivalentes Syst. von g-+ m unabh. lin, part. Diffgl. aufgestellt 
werden kann, ohne daß man f,,..., fs Pg +17 ++, 9, als neue Ver. einzuführen braucht. 
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S. 274, Z. 11—25. Die Gliederzahl der Gruppe wächst um 1, also auch die 
Zahl der ausgez. Fkt. und damit zugleich die Gliederzahl der in der Gr. enth. 
Invsyst., die bei der urspr. Gr. 4(r--m-+-gQ)=n—I war. Tritt also der Fall, daß 
die neu gefundene Lösung mit den bekannten Lösungen eine Gruppe bestimmt, 
immer ein, so hat man nach Schritten eine (r + l)-gliedr. Gr., die +m-+]I 
ausgez. Fkt. und n-gliedr. Involsyst. enthält. Damit ist aber nach Satz 2, 8. 264 
alles erledigt. 

8. 274, Z. 15—10 v. u. Hier wächst die Gliederzahl der ne um s>1, die 
Zahl der ausgez. Fkt. um m’, wo m auch Null sein kann, jedenfalls aber ist s — m’ 
gerade. Die Gliederzahl des größten vorhandenen Involsyst. wird: qm + m 
+4r+s—-q—m— m)=n—1-+}(8+ m’), wächst also mindestens um 1. An 
Stelle von (18) tritt ein (g + m + m’)-gliedr. vollst. Syst. mit r-+ s bekannten Lös., 
erforderlich ist daher eine Op. 2a + m + m) (r +)=21—s— m <21— 2. 

S. 274, Theor. II. Die Zahl m + 2! der fehlenden Lös. ist ja2n --s— q. Nach 
den Bezeichnungen in Abh. VII, 8. 56, Satz 1 it s=2v-+ m-+-q, während m beide 
Male dieselbe Bedeutung hat; damals brauchte also Lie die Op. m, m —1,..., 2,1, 
21, 21—2,...,2. Von diesen sind jetzt die m ersten weggefallen, weil die vor- 
herige Bestimmung der ausgez. Fkt. nicht mehr nötig ist. . 

S. 275, Z. 13—17. Die Zahl der fehlenden Lös. ist m + 21; ist sie also gerade 


—= 2p, so hat man die Fälle m = 0, 2, ...., 2p, denen die Werte 2/=2p, 2p —2,...,0 
entsprechen, ist sie ungerade =2p +1, so kann m=1, 3,...,2p-+1 sein und 
demnach 2!=2p, 2p—2,...,0 


S. 275, 2.14, 7, 6 v.u. und ebenso 8. 276f. „Früher“, d. h. wenn man die 
Cauchysche Methode (für g=1) oder die erweiterte Cauchysche Methode (für 
q>1, vgl. Abh. IV, S. 25) benutzt. In der Umarbeitung, Ann. XI, S. 477 (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. III, $ 4, Nr. 8, Abs. 1) sagt Lie das ausdrücklich, Merkwürdigerweise 
unterläßt er den Vergleich mit seiner früheren Methode Abh. VII, S. 56. 

S. 277, 2.13—4 v. u. Die Zahl der fehlenden Lös. ist 17 —9=8, also 2l=6. 
Vgl. Ann. VIII, S. 282—285 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 20), ferner Erik Englund, 
Sur les methodes d’integration de Lie et les problömes de la m&canique celeste, 
Uppsala 1916 und F. Engel, Nochmals die allgemeinen Integrale der klassischen 
Mechanik, Gött. Nachr. vom 17. März 1917. 

S. 278—280, $ 5. In etwas verkürzter Fassung Ann. XI, S. 538, Nr. 42 und 
8. 540f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 16, Nr. 42 und $ 17). 

S. 278, Z. 13, 12, 2 v. u, 279, 2.1. Hier Abh. VII, S. 54—56, Ann. VIII, S. 273 
bis 275 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 8 17, Nr. 37, 38). 

S. 279, Z. 1—4. Vgl. Abh. VII, S. 56, Satz 1. Es ist jetzt m =0,v» = —g. 

S. 279, 2. 7—21. Das Invsyst. (21) in na —g’+g Ver. kann nach Abh. XV, 
S. 215, Satz 6 auf eine Gl. in n—g’+1 Ver. zurückgeführt werden‘), diese aber 
erfordert nach Abh. X, 8. 125 die Op. 2n — 2g’, 2n —2d—2,...,2. 

S. 279, 2.5 v.u. — 280, Z.1. Man hat den Fall des Theor. II, und zwar ist 
s=2g9"—gd,m=dg—g also 2nr —s— q— m=2n —2gq”. 

S. 280—284, $ 6 umgearbeitet Ann. XI, $. 479—487 (a. a. O. $ 5). 

8. 280, Satz 4. Der Satz gilt auch, wenn die Fkt. H fehlt, wenn also m = 0 
ist, nur muß dann r=n sein. Dann bilden nämlich N,,..., N, ein Invsyst. 
(Abh. VIH, S. 72, Satz 4). 

S. 280, 2.7,6v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 117£. 

S. 280, Z. 1 v.u. Es ist ja bei beliebigem UV: 


; dU 
Zpd—2(K, ae an) Han. 
1) A. a. O. wird allerdings ein Invsyst. betrachtet, das in den p, homogen ist; 


ein entsprechender Satz gilt aber auch für nichthomogene Invsyst. 
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S. 281, Z. 8—3 v. u. Man erhält 
en av 1. % av RE dr 
ana Sn An Sean Tann fl Jar 
u ; 7 : 


1...n-m N 
+d (v+ > Ä KntsPnes) 
\ j 
und es müßte nun eigentlich gefragt werden, ob hier die rechte Seite auf die Gestalt 
Sr an ı p, > 
> Bu, + 4,454 
u v 
gebracht werden kann. Bei der Lieschen Fragestellung wird ohne weiteres so ver- 
fahren, als ob AW—d(V-ZX,,; en) von dP,,..., dP, frei wäre, und dafür 
ist von vornherein kein Grund einzusehen. 
Ersetzt man W— 2X, ,,P durch & und beachtet man, daß V in dem 


„+3 m+j 
ersten Ausdrucke nur scheinbar vorkommt, so erhält man die Gl. 








AR Anzs dß 
———=l(, -+ +X —_y (j=1,..,n— m} 
AXnrj 2 AP n+5 m+J 
d on == v=% „m . = 
RE a > Aupıtgpr 
u 
Er 1...n—-m 
7 daR Sı 
und daraus > 4 ip + m+3fmij=0, 
v r 
h daR : : 
was mit ————— = (0) unvereinbar ist. 
AXnrj 


In den Ann. XI, S. 479f. (a. a. O. $ 5, Nr. 10) hat Lie den Beweis von Satz 5 
durch einen andern ersetzt. 


S. 282, 7. 12—17. Hierdurch wird nur bewiesen, daß eine Gl. von der Form. 


1...58 
i 


1.04 N | 
besteht, daß also IK,dAN,+HAU= SKAN, . 
i 


V 


wird; daraus aber folgt nicht, daß U eine Fkt. von N,,..., N,. allein ist. In den 
Ann. XI, 8. 481f. (a.a. O. $5, Nr. 11) hat Lie den hier gegebenen Beweis durch 
einen andern, einwandfreien ersetzt. ; 

S. 283, Z. 1--4. Die x, werden ja nämlich i. B. auf die « homogen von. 
nullter O. 

S. 283, 2.6f. Da N,,..., N, unabh. Fkt. sind, so werden Ä,,:.,,.4, AGFoR 
die Gl. Zpdx—= &KaN bestimmt. Vgl. hier Abh. IV, 8. 117 die Bestimmung der P.. 

S. 283, Z. 15—19. Im ersten Falle stützt man sich auf Satz 4 und Theor. IV. 
Im zweiten Falle sei N,,..., N,, H die von den bekannten Lös. Nr 27 0, 0 
zeugte Gruppe, dann besteht nach $. 264 eine Rel. 


Lam 


Lo 
Zpdx—= YQaX,+ I R,dp,+dU, 
i k 
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also auch eine von der Gestalt 


SCHE | 
Zpda&x=NK,dN,+LdH+dU, 


wo L nach Satz 5, $. 281 nicht verschwindet, und wo auch U, das nach S. 281 die Form 


.Nn— Mm 


u- 5% BET AB I A) 


hat, nicht Null ist. e Bestimmung von U ist daher eine Quadratur erforderlich. 
Führen wir neben N,,..., N,, H noch 2n — s— 1 Ver. u, u,,... ein, die in den 
p homogen von nullter O. sind, so wird 


+1...2n—s—1 N 
of > Sn I HAN... N. 
k ? 


Hier sind die «&, offenbar Fkt. von N,,..., N, und den u, allein, 3%, (N, u, 
während jedes p, die Form p,= H.II,(N, w) bekommt, demnach wird 


*1...2n—s—1 1...n e 
uf > >’ I, Eau +2N,, DERRE SR 3° 
: k 
t 


k 


man braucht also nur 2—= H-o(N,,..., N,) zu setzen, um zu erreichen, daß U 
hom. von 1.0. wird. Ist U gefunden, so sind die K, und ZI, durch die linearen G]. 


bestimmt: 5 
08, oU oU 
De > K ee 
TON, 0, A öH’ 


und zwar werden die X, homogen von erster, L von nullter O. 

Das Integrationsproblem ist damit erledigt, denn von dem vollst. System 
(N, f)=®,..., (N,f)=0 kennt man nach Theor. I, S. 265 die Lös. N,,..., N,,#, 
K,, Z, unter denen 2» —q von einander unabh. sind.) Demnach sind 


3 ER E ARBEE - Arne den 


Lös. nullter O. und darunter u es sicher 2n — q— 1 von ein. unabh., also gerade 
die erforderliche Anzahl. 

S. 283f., Nr. 22. Ausführlicher ist die Darstellung in Ann. XI, S. 483—487 
(a.2.0.85, Nr. 12). 

5. 283, 2.5 v.u.— 284, 2.7. Wählt man der Einfachheit wegen die2n —r —1 
=2n—2qg’+g' Ver. u, homogen von nullter O. in den p,, so verwandelt sich die 
letzte Gl. bei Einführung der neuen Ver. in ®,= 0. Da alle g’ ausgez. Fkt. von 
nullter O. sind, hat das Syst., gerade gq’ unabh. von den u, freie Lös., es enthält 
also, wenn man die Abl. von ® nach den u, gleich Null setzt, noch r+1—g 
unabh. Gl. und liefert daher gerade r +2? — r+1— gqQ)=g-+ 1 unabh. Gl. 
zwischen den Abl. nach den u, allein. Das Syst. S. > 2. 3 der so entstehenden 
Gl. enthält insbesondere die q’ Gl. (M,9)=0 k=1,...,g’), wo M,,.. ‚M, die, 
allerdings unbekannten, ausgez. Fkt. sind; jede Lös. dienen Syst. liegt daher mit 
| allen ausgez. Fkt. in Iar. 


g+1? "9 


1) Wegen der Gl. 


a 

IN, 2— U]=0 I, P, an. (N,U) = — (N,U) (k=1,...,2) 
OP, 

_ (8. Theor. I, S. 265) ist auch U eine ns des vollst. Systems. Diese muß durch 

Em... N. .H, K,+v ..., X, allein ausdrückbar sein, was mit der von 8. 281 

entnommenen Form von U stimmt; N,,..., N, sind ja ausg. Fkt. nullter O. 
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S. 284, Z. 14. Es sollte heißen: „mit [noch] m ausgezeichneten“, 

S. 284, Z. 15f. Die Zahl der fehlenden Lös. ist 2a —g— r—1—=m + 21, 
ferner r+1=29"—g’, m=g’—gq, also wird 2!=2n—2g”, wie es sein muß. 

8.284, Z.10v.u. Es sollte heißen: „die m [hinzukommenden] ausgezeichneten“, 

S. 284, Z. 10—8 v. u. Die kanonische Form der Gruppe ist jetzt: 

Ken A, Kur n Kun Xrnen Km Press Pam Pryı 
und dem vollst. Syst. $. 283, 2.4 v. u. genügen nur X,,.., X. Führt man daher 
N, N,, H nebst 2" — r —1=2n— 29" +g’—1 Größen v, als neue Ver. 
ein, so erhält man ein Syst., aus dem sich wie früher g’-+ 1 unabh. Gl. zwischen 
den Abl. nach den v, ergeben. Um eine Lös. dieses Syst. zu finden, braucht man 
eine Op. 2 — 2g”"+’—1— (!+1)=2n—2qg”— 2. Andrerseits ist die Zahl 
der fehlenden Lös. 2 -g— r—1=m+2lundr+1=2g’— d-+1, m—=d-+1—g, 
also 2!=2n — 2q”— 2. Entsprechend dem Korollar auf $. 284 wird übrigens nach 
der Operation 2 noch eine Quadratur erforderlich sein. 

8. 284, 2.7—3 v.u. Der Nachweis für die auf Z.7,6v.u. aufgestellte Be- 
hauptung wird Ann. Xl, 8. 544f. (a. a. O. $ 18, Nr. 47) erbracht. Diese Stelle hätte 
S. 284, 2.2 v. u. mit aufgeführt werden sollen. 


Zu Abhandlung XIX, 8. 287—294. 


In einem Briefe an A.Mayer, der im ersten Drittel des April 1873 geschrieben 
ist, sagt Lie: 

„Was Imschenetzky betrifft, so sah ich den Anfang seiner Abhandlung 
[gemeint ist Abh. II] etwa fünf Minuten an in Berlin. Ich werde versuchen, sie zu 
erhalten in möglichst kurzer Zeit. Ich werde Ihnen hoffentlich darüber schreiben. 
In meiner Note [hier Abh. VIII, 8. 64, Anm.] deutete ich die Möglichkeit an, diese 
Theorie sehr einfach darzustellen. Bei mir hängt alles zusammen mit den B. T, 
deren fundamentale Bedeutung nicht allein für Gl. 1. O., sondern auch für Gl. höherer 
O., insbesondere, wenn sie intermediäre Integrale haben, ich jeden Tag besser und 
klarer einsehe. Lassen Sie mich hier sagen, daß meine vierte Abhandlung (hoffentlich 
im Juni) Gl. höherer O. mit intermediären Integralen und n Var. behandeln wird. Es 
gelingt mir, indem ich meine Theorie der Gruppen, wie sie in den beiden ersten 
Arbeiten gegeben wird, zugrunde lege, eine schöne Übersicht zu erreichen. Ich gebe 
einfache kanonische Formen, auf welche unsere Gl. gebracht werden können. 
Hieran schließt sich eine Sonderung in Klassen, welche verschiedene Schwierigkeiten 


bieten. Sogar für die Monge-Ampe£resche Gl. erreiche ich Simplifikation -gegen- 
über Bo ur.') 


„Für alle diese Gl. gebe ich eine Erweiterung der Lagrangeschen Theorie 
vollständiger Lösungen. Z. B. die Integration einer Gl, +" 


rtt—s®+Ar+Bs+0t+D=0 
mit zwei intermed. Int. kommt immer darauf hinaus, eine gewisse Gl. 
fa, x,yab0)=0 
zu finden. Mit derselben kombiniert man eine Gl. 
c=9M)+%0), 
in welcher p und x arbiträre Fkt. sind. Das System 
f&%y,0b0-0, c=gy(a+Y) 


1) Der ganze Plan blieb leider damals unausgeführt, erst viel später hat Lie 
wenigstens die vorliegende Abhandlung drucken lassen. A.d.H. 
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definiert eine jede Lösung. Man wähle nämlich g und » in bestimmter Weise und 
suche die Enveloppe von den 0? Flächen 

f@, x, Yy,a, b, )=0, e=g9(a + %,(d). EA 
Die Enveloppe ist immer eine Integralfläche. Dies ist implizite ausge- 
sprochen in: Kurzes Rösum&... 1872 [hier Abh. I, S. 2, 2. 12—10 v. u.]. 

„Hierin liegt ein Fortschritt, glaube ich, u. a. weil ich eine neue Methode an- 
wende, um f(2, x, y, a, b, c)—=0 aufzufinden. 

„Für die besprochenen Gl. mit n Variabeln, deren Theorie ja nur von Darboux 
angedeutet ist, gibt meine Theorie hoffentlich mehr Neues. 

„Lassen Sie mich hier Ihre Aufmerksamkeit auf eine Inkorrektheit der alten Theorie 
lenken. Implizite machte ich hierauf schon in: Über Komplexe ...!) aufmerksam. Hat 
rt—s’+Ar+Bs+(0t+D=0 nur eine Schar von Charakteristiken und ein 
interm. Int. v— fw)=0, so gibt es unbegrenzt viele interm. Int. Es gibt in 
der Tat drei solche wesentlich verschiedene Fkt. ı,, u, , u,, daß immer u, — f(u,) = 0 
ein interm. Int. ist. Infolgedessen verlangt die Bestimmung eines solchen Integrals 
die Operationen 3, 2 und nicht, wie man seit Bour geglaubt hat, nur 2, 1. 

„Entsprechende Bemerkungen gelten für Gl. zwischen n Var.“ 

In der Antwort auf einen Brief Mayers vom 22. 4. 1873 liest man: 

„Es geht langsam mit dem Drucke meiner 2. Note [hier Abh. VIII]. Heute 
lese ich letzte Korrektur und sodann schicke ich sie möglichst bald. Es würde 
“mich sehr freuen, wenn Sie die Arbeiten lesen und verstehen würden. Spätere Arbeiten 
werden hoffentlich die Bedeutung dieser neaen Theorien beweisen. Meine nächste 
Arbeit behandelt Gl. 2. O. zwischen n Var. und mit interm,. Int. Auch für die 
Monge-Amperesche Gl. begründe ich Fortschritte. Früher verlangte man die Op. 
2, 2, 1, 1. Ich begnüge mich mit 2, 2, 1 (wenn zwei interm. Int... Andrerseits be- 
trachte ich niemals Diffgl. mit arbiträren Fkt., welche offenbar die Int. wesentlich 
erschweren. Diese Arbeit wird im übrigen wesentlich eine Skizze, denn die Aus- 
führung der algebraischen Behandlung macht zu große Ansprüche an mich.“ 

Erst 1875 in einem Briefe, den er am 18. Mai abgeschickt hat, kommt Lie 
wieder auf diese Fragen zurück: . 

„Vielleicht wird es Sie interessieren, das Folgende zu lesen. Es ist mir ge- 
lungen, eine alte Bemerkung in einfachster Weise durchzuführen. 

Sei 
Br rt—s?+Ar+Bs+0t+D=0 


eine Monge-Amperesche Gl. mit zwei interm. Int. 
u — fü, =I, %—-py, =. 


Ich werde zeigen, daß die Int. von (1) außer Quadr. nur die Op. 2, 2 verlangt.“ 

Darauf folgt der wesentliche Inhalt der Abh. XIX; der Hilfssatz S. 290 ist 
dabei an die Spitze gestellt. Der Schluß des Briefes lautet: 

„Wir haben also zwei Op. 2 und vier Quadr. benutzt. Übrigens sind drei 
Quadr. hinreichend. 

„Diese Theorie, die sich auf mehrere Var. ausdehnen läßt, scheint mir sehr 
bemerkenswert. — Man hat doch früher mehr komplizierte Methoden benutzt?? 
Darauf lege ich insbesondere Gewicht, daß bei mir nie Diffgl., die eine arb. Fkt. 
enthalten, integriert zu werden brauchen.“ 

In einem Briefe, den Mayer am 14. 10. 1876 erhalten hat, heißt es: 

„Ich habe eben Korrektur auf eine Note über die Monge-Amperesche Gl. 
gelesen. Die Sache ist sehr nett“ 
und in einem andern, wohl aus dem Nov. 1876: ; 

„Meine kleine Note ist, wie Sie sehen werden, sehr speziell; doch halte ich 
sehr auf sie. Die Hauptsache ist einerseits die Vermeidung von gewissen Integrationen, 

1) Ann. V, 8. 213, Anm. (1872), d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 19, Nr. 58. A.d.H. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 45 
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dazu auch die vollständige Vermeidung von arbiträren Funktionen. 
Imschenetzky kündigt auch eine solche Vermeidung an. Dies ist doch in seiner 
Arbeit gar nicht mehr als ein Schein.“ 

Endlich in einem späteren Briefe von 1876: 

„Ich arbeite zur Zeit schrecklich mit den Transformationsgruppen der all- 
gemeinen Gl. rt—s’+Ar+Bs+ Ct+D=0. Es ist eine äußerst interessante 
und möglicherweise äußerst fruchtbare Untersuchung. Das Merkwürdige ist, daß die 
Untersuchung sich vollständig durchführen läßt.“ 

Leider hat er gerade davon nichts veröffentlicht. 

Später ist Lie noch zweimal auf die Monge-Amperesche Gl. zurück- 
gekommen, s. hier Abh. XXXVIN, 8. 542f. (1882) und Leipz. Ber. 1895, 8. 62—65, 
d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, $ 2. Über die Transformationsgr. der Gl. hat er dagegen 
leider nichts veröffentlicht. Erwähnt sei schließlich noch eine von Lie veranlaßte 
Dissertation von Walther Müller: Transformationstheorie der Monge-Ampe£re- 
schen part. Differentialgleichungen 2. 0. Hr+2Ks+Lti+ M+ N(rt — s)=0 
(Leipzig 1895), 41 8. 8°. Diese enthält eine recht gute Übersicht über die Geschichte 
der Theorie der Gl. und bestimmt schließlich die verschiedenen Normalformen, die 
die Gl. erhalten kann, wenn von den beiden totalen Systemen, die die Charakteristiken 
definieren, mindestens eines eine integrable Kombination zuläßt. 

8. 287, Z. 12—10 v. u. sowie hier in Abh. VII und VIII. 

S. 287, Z.10,9 v. u. Vgl. Abh. VII, 8. 32f. und die Anm. S. 628 ff. 

8. 287, Z.6v.u. — 288, Z. 12. Vgl. S. 619—622. Die ältere Theorie findet 
man in den auf $. 585 ff. angeführten Arbeiten von Monge, Ampere, Boole, 
Bour, Imschenetzky. Die Arbeit von Boole, Crelle 61, war Lie bekannt, ob- 
gleich er sie hier nicht nennt. 

Bour leitet aus den Diffgl. der Char. zwei lin. part. Diffgl. für «,, v, ab; 
sind diese &,(f)=0, f, =, so ergibt sich die dritte Liesche Gl. y, (=, 
indem man die @. «,(f, N) —Pı(«,(f))= 0 bildet. In derselben Beziehung steht 
natürlich „,()=0 u,(N)=0, ß,(f) =. 

S. 288, Z. 19—17 v. u. Sind U,V beliebige Fkt. von x, y, 2, ?, q, die man ver- 
möge (7) durch x, %, 2, Pı, Ps, P, ausdrückt, so wird 


1 ER Mer Bari Ps 
ro as ei a Er et 
1 
mithin wn=- [Ur]. 
3 


S. 288, Z.9 v.u. Aus (8) folgt ja 
(U ID,)) - MN, WU) =(UV)0O,)=0; 
ebenso wird, wenn man (U,(U,V,)) =W, setzt, auch (W,U,) = 0 usw. 

8. 288, Z.4, 3 v. u. Wäre sie von nullter O., so wäre sie, da ja (U,V,) nicht 
von nullter O. ist, als Fkt. von U,,V, allein und ebenso als'Fkt. von T,,V, allein 
darstellbar, was nicht angeht, da keine Rel. (4) bestehen kann. 

8. 289, 2.18. Eigentlich: pP = — f(e), !=—g(y)). 

8. 290, Z. 10—12. Man beachte, daß die Gl. C,v=0, C/v—= 0 nach den Diffqu. 

a» dw dv 
ar, 40-48,‘ da 

8. 290, Z. 11, 10 v. u. Die linke Seite jeder dieser Gl. enthält einen Ausdruck 
von der Form g&pfp», wo e willkürlich ist; also erhält man erst durch Hinzufügung 
von Zpf»=0 ein vollst. bestimmtes Syst. von Diffgl. 

S. 290, Z. 5—3 v. u. Der Inbegriff dieser Größen wird durch die Gl. 

S 2 
Km, (Zi, 
definiert, die auf ein dreigl. vollst. Syst. führen, eben auf das Syst. (9). 


aufgelöst sind. 


F)—0 





u 
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E S. 291, 2. 5—9. Eine willk. Fkt. der ausgez. Fkt. P, ist ja die allgemeinste 
- Fkt., die sowohl mit X,, P,, P, als mit X,, P,, P, in Inv. liegt; deshalb gibt es unter 
den sechs Gl. (9), (10) gerade fünf von ein. unabh. Andrerseits ist klar, daß die 
_Abl. von P, nicht aus den Gl. (9), (10) und S. 291, Z. 7 eliminiert werden können, 
' denn dann würde sich ergeben P, = 0. 


S. 291, 2.11 v.u. Hierzu muß eigentlich noch die Gl. &p er 


d 

S. 291, 2.6—2 v. u. Vgl. Abh. X, 8. 123, Satz 5. 

8. 292, Z. 18—12 v.u. Auf Grund des Mayerschen Theorems erfordert die 
Aufsuchung je einer Lös. der vollst. Syst. (5) und (6) die Ermittelung je eines In- 
tegrals zweier sim. Syst. in je drei Ver. Diese sim. Syst. haben die Form 

de, dx; 


—— (2,2%) 6-19, ——=ßl,0,%) =19, 
dt at 


man kann sie daher mit Hilfe eines Parameters A: u in eines zusammenziehen: 


da; _ Aa; tuß; a 


dt At u 
In Wahrheit bringt das freilich keine Vereinfachung mit sich, ebensowenig wie die 
Zusammenfassung zweier Quadr. in eine einzige. 

Wenn Lie die beiden sim. Syst. unabh. nennt, so meint er damit nur, daß 
man jedes von beiden aufstellen kann, ohne das andre zu kennen. 

S. 292, Z. 11—7 v. u. Vgl. hierzu 8. 621f. Boole hat übrigens wohl zuerst 
gezeigt, daß die beiden Bourschen Diffgl. (s. S. 620) dann und nur dann drei 
unabh. Lös. gemein haben können, wenn die beiden Scharen von Char. zusammen- 
fallen (vgl. Imschenetzky, Abh. II, $ 13). 

S. 293, 2. 6—2 v.u. Einen Beitrag in dieser Richtung liefert die Diss. von 
Willy Kodweiß: Theorie der Monge-Ampt£reschen Diffgl. mit ‚drei unabh. 
Variabeln, Tübingen 1913, 48 8. gr. 8°. 

8. 294, 2.8,7v.u. Ganz beiläufig, wie er das öfters macht, berichtigt Lie 

hier die Krgohnisse seiner Abh., denn in dieser hatte er außer den beiden Op. 2 

noch vier Quadraturen gebraucht, um P,, P,, P, und X, zu bestimmen. Nun er- 
fordert allerdings die Integration der Monge-Ampö£reschen Gl. außer der Bestim- 
mung von X, und X, nur noch die von P,:P, und P,: P,, aber es ist nicht ein- 
zusehen, wie das durch eine einzige Quadr. soll geleistet werden können, denn z.B 
für P,: P, hat man nur die Gl. 





1 gefügt werden. 


aF=0,BFf=0,0F=0, (X\F= - 7: (&P)=0, 2% - 2 


so daß P,: P, nicht eher durch eine Quadr. gefunden werden kann, als wenn man 
P, schon bestimmt hat, was bereits eine Quadr. erfordert, Dagegen kommt man 
allerdings auf folgendem Wege mit zwei Quadr. aus: Man bestimmt X,, X, und 
nach 8. 291 durch eine Quadr. P,; zur Bestimmung von X, hat man dann die Gl. 


ZN-,KM=0.(BM=-1, zu — 0, 


deren allgemeinste Lös., wenn W eine beliebige Lös. bezeichnet, in der Form 
X, = W+RLR(X,, X,) enthalten ist. Nach Abh. X, 8. 123, Satz 5 kann daher X, 
durch eine Quadr. gefunden werden, und dann erhält man aus der Gl. Zp,de, 
—=_ZP,dX, die fehlenden Größen P,, P, durch Differentiation (Abh. IX, 8. 116f.). 
Die drei auf $. 291f. zur Bestimmung von P,, P,, X, erforderlichen Quadr. können 
daher durch eine ersetzt werden. Daß nach der Bestimmung von P, noch eine 
‘ Quadr. erforderlich ist, die sich nicht vermeiden läßt, folgt auch aus Abh. XVII, 
8.283, Kor., denn von dem Invsyst. (X, F)—=0, (X,F)—=0 sind drei unabh. Lös. 
_ bekannt: X,, X,, P,, die eine Gruppe von der kan. Form P,, P,, P, bestimmen. 
| S. 294, Z2.6—2 v.u. Vgl. Abh. 1, 8.2, 2.10v.u. — 8.3, 2.2 und S. 622. 
45* 
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Zu Abhandlung XX, 8. 295—319, 


Am 17. 12. 1876 hatte Mayer an Lie folgendes geschrieben: 

„Nur bin ich eben gar nicht klar über die Ident. Ihrer und der Jacobischen 
kan. vo Bei Ihnen sind kan. Variable und B.T. zwischen x, p ident. Begriffe, 
d.h. X,,...,X,, Pi, ..., P, bilden ein System kan. Variable, wenn 


n? 
n 
S S! P;ax, 
’ p;d nr all 

- —_ 
ist. Bei Jacobi, Schering usw. dagegen wird unter Trf. eines kan. Systems in 
ein anderes kan. Syst. Folgendes verstanden: 

„Zwischen £, 9, =: :, Ins Pıs » +» 2„ Sind gegeben die 2n Diffgl. 


1 A _ Zu an 
= am’ de 0g 
Man soll an Stelle der Var. q und p solche 2» unabh. Fkt. @ und P derselben, die 
außerdem auch ? enthalten können, einführen, daß hierdurch das Syst. (1) übergeht 
entweder — und das ist die engere Fassung der Aufgabe (Dynamik, $8. 446—453) — in 
e ed _ oeH am BE 
@ Bey Er Tage 7: 
oder aber allgemeiner a u. z. B. Crelle J. 60, 8. 125, Theor.IX, Dynam. 
8. 433) "\ in 
3 Bu cn Ar on 
(®) Ge OR Ber 
wo K eine willkürlich geg. Fkt. der ursprüngl. Var. sein kann. Ich kann .nun eben 
noch gar nicht recht klar einsehen, in welcher Weise diese Probleme, bei denen 
natürlich die Regeln zur Bestimmung der P und © unabh. sein müssen von der 
Form der Fkt. HZ, mit den B.T. zusammenhängen. r 
In seiner Erwiderung gibt Lie bereits eine Skizze der vorliegenden Arbeit: 
„Um synthetisch einzusehen, daß die allgemeinste Trf. zwischen &,,...,%,, 





Pıs ++: Pn, welche die Form des allgemeinen sim. Syst. 
dx, I = dp, s2 

. ana Ein, 
dp, dh, 


bewahrt, eine B. T. ist, brauche ich eigentlich nur zu erinnern, daß (1) die Gl. einer 
inf. B.T. sind. 

„Analytisch behandele ich die Sache folgendermaßen: 

„Ich beweise, indem ich setze: 


r 


dF dF 
2 = — 7 m — — 
dU dU 
3 ud a 
(3) 2 (De +) At u, Ara 2, 


wobei U eine beliebige Fkt. von x,,.. BR pP, ist, daß 6Q ein vollst. Differential in 
%;, P, ist. Man findet nämlich 


2-4 |- F+ 25, „|+Ha@en), 


wo das Variationszeichen d durch (2) präzisiert wird, während d eine totale Differen- 


tiation hinsichtlich &,,..., &y, Dir +» Dy bezeichnet. 


1) Jacobi, Werke V, S. 369—377, 8. 133, S. 355. A. d. H. 
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„Ich suche sodann den allgemeinsten Ausdruck 
2, X, (& 5 “6 P„) dx, En 24, Pr (&% AR 2.) dp; = W, 


dessen Var. $W ein vollst. Diff. in x, ..., 2, ist. Indem man verlangt, daß W von 
der Form von F unabh. sein soll, erkennt man durch eine ganz direkte Re@hnung, 


daß W auf die Form (3) reduzierbar sein muß (oder auch die Form 2, 0. d2r 
dU 


4 Hr 9 p, besitzt). (Endlich suche ich die allgemeinsten Gl. 
(4) I, = pdt, dIy—ınydt, 
welche die Größe (pda, ++ Pnde,) 


in ein vollst. Diff. in x,, p, verwandeln. Man findet leicht, daß die Gl. (4) die Form 
(2) haben müssen.) 
„Lassen Sie mich jetzt in die Gl. (2) und (8) statt x,,...,p, neue. beliebige 


Var. © ',..., 2 Pıy---,P, einführen. Man findet zwei Gleichungssysteme 
(8) Iay—= dt, Iy—ny dt 
und offenbar ist öW’ ein vollst. . Dikt ma. D, E 


A, 

„Verlange ich nun insbesondere, daß die Gl. (5) die Form (2) haben sollen, 
so muß nach dem Vorangehenden der Ausdruck (6) die Form (3) haben. Also ist 
die Trf. eine B.T. usw. 

„Diese Betrachtungen geben auch die Erledigung des Problems, wenn man die 
allgemeinste Trf. sucht, welche ein ganz bestimmtes Syst. (2) in ein ähnliches über- 
führt. Man erbält dann Trf., die keine B.T. sind. Ebenso, wenn man die all- 
gemeinsten Trf. sucht, die ein bestimmtes Syst. (2) in sich selbst überführen, erhält 
man Trf., die keine B.T. sind. Dies ist sicher. Sind derartige Sachen bekannt? 

„Hat die gewöhnliche Behandlung Analogie mit der obenstehenden? Die meinige 
läßt kaum was zu wünschen übrig hinsichtlich Stringenz und Einfachheit, nachdem 
Sie der Theorie der B.T. eine so einfache analytische Begründung gegeben haben. 

„Man kann die Form von F' partikularisieren, etwa 


Ferflas 00 Apr Dis #32) 
setzen, wo F zwar p, dagegen nicht x enthält, wo ferner f arbiträr ist. Alsdann 
wird man eine Form dieser Theorie erhalten, die mit der Jacobischen stimmt. 

„Ich werde Ihnen wahrscheinlicherweise noch drei Noten zu meiner Abh.?) 
senden: eine über das Poisson-Jacobische Theorem mit drei Interpretationen des- 
selben, eine über die Multiplikator-Geschichten, eine dritte endlich als Ausführung 
meines heutigen Briefes. Denn wenn Sie die Zurückführung des Jacobischen 
Transformationsproblems auf die Theorie der B. T. nicht unmittelbar gesehen haben, 
so wird wohl die Welt sonst es noch weniger gesehen haben. Und doch ist die 
Sache begrifflich sozusagen evident.“ 

In einem Briefe, den Mayer am 3. 4. 1877 erhalten hat, heißt es dann: 

„Auf meine Störungstheorie habe ich längst die Korrektur gelesen. Die erste 
Abhandlung über Minimalflächen drucke ich jetzt.“ 

S. 295, Z. 13—10 v. u. Jacobi bestimmt die Trf. der verlangten Art Abh. VI, 
Crelle 60, 8 52, 53, S. 107—112 (Werke V,*8. 114—120); vgl. auch Abh. VII, Dynamik 
1. Ausg. 9. 416f., 432, 446—452, 454, 464, Werke V, 8. 338, 355, 369—376, 378, 
 8389f. Vgl. femer Bour, M&moires des Savants 6trangers XIV, 8. 808 und Abh. II, 

S. 157. Die Arbeiten von Schering nennt Lie nicht, denn er hatte sie damals 
1) „Die acht letzten Zeilen [von ‘Endlich’ bis “müssen’] geben eine einfachste 

direkte Boskimammaniz von der Form einer inf. B. T.“ 

2) Gemeint ist die Abh. Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II). Aus den ge- 

planten Noten ist nichts geworden. 
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wohl noch nicht gelesen.!) In Leipzig hat er später zwei Diss. veranlaßt, in denen 
ziemlich eingehend über die Beziehungen zwischen Scherings und seinen Unter- 
suchungen über Störungstheorie berichtet wird: C. Grötzsch, Störungstheorie und 
B.T., Leipzig 1898, und E. O.Lovett, The theory of perturbations and Lies theory 
of eontact transformations (Leipzig 1898, The Quarterly Journal of Pure and Applied 
Math. 1898, Nr. 117). 

S. 295, 2.9 v.u. Es handelt sich hier und überhaupt in der ganzen Arbeit 
nur um B.T. zwischen &, p. Vgl. Abh. IX, S. 104—116. 

S. 296, 2.5—2 v.u. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8.2—19, Werke V, 8.4—22. 
Die sämtlichen Rel. (0) finden sich erst S. 55—58, Werke V, 8. 60—63. 

8.296, Z.3—12. Bei den „ausgez. Math.“ denk* Lie hauptsächlich an A. Mayer, 
vgl. die Anm. zu $. 49, Z. 1—10, 8. 645f. und die Briefe 3. 590, 708f. 

S. 296, Z. 8-6 v. u. In der Note S. 316. 

S. 298, Satz 1. Das Symbol der inf. Trf. (vgl. Abh. XIV, S. 191) lautet daher 


e 98): 
(vgl. Abh. IX, 8. 98) AR df_ar a) Sn 
lee, de; da,dp) 


S. 298, Z. 12. Was der Ausdruck öW bedeutet, ist nach $. 297, Z. 14—18 klar. 
Die hier benutzte Schreibweise, für die in Satz 2, 8. 300 kurz (F'W) gesetzt wird 
(vgl. auch $. 306, Z. 1 v. u., 307, 2.10 v. u.), ist nicht empfehlenswert: die Ausdrücke 
= und En haben keinen rechten Sinn. Eine zweckmäßigere Bezeichnung hat 

Cr k 

Lie erst viel später eingeführt, s. Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 530, Z. 12, 11 v. u. (1888). 

S. 298, Z.2,1v.u. Ist nämlich y,=Y, (x, p), = ®; (x, p) eine endliche B,T., 
so verwandelt sich jede inf. B.T. (F'f) in den x, p bei Einführung der neuen Ver. 
y, q notwendig in eine inf. B.T. 


1 


ern (5 ar „) 


i 








in den y, q. Dabei bezeichnet ® eine gewisse Fkt. der y, q; daß diese gleich der 
Fkt. ist, die aus F' durch Einführung der %y, q hervorgeht, muß allerdings erst noch 
bewiesen werden. Ebenso bleibt noch zu beweisen, daß es außer den B.T. keine 
weiteren Umformungen der betrachteten Art gibt, und dazu braucht man den Satz 2, 
S. 300, aus dem dann Theor. I, S. 301 folgt. 

S. 301, Z. 7. Hier wird benutzt, daß der Ausdruck 6W von der Wahl der Ver. 
unabhängig ist, auch wenn W ein Differentialausdruck ist. 

S. 301, 2. 8—15. Lie betrachtet es als selbstverständlich, daß, wenn F' eine 
willk. Fkt. ist, auch ® eine ist. Um das einzusehen, beachte man, daß vermöge der 
Trfsgl. die Abl. von ® nach den y, q linear und hom. dureh die Abl. von F' nach 
den x, p ausdrückbar sind und daß ebenso, weil man es mit einer Trf. zu tun hat, 
die Abl. von F' durch die von ® ausdrückbar sind. Genügte daher ® einer Diffgl., 
so würde von F' dasselbe gelten. i 


1) Im Nov. 1876 schreibt er an Mayer: „Kennen Sie die Arbeiten von 
Schering und Mathieu? Die Herren behandeln doch Berührungs-T'ransformationen. 
Haben sie diese Theorie gefördert?“ und weiter: „Wer hat zuerst die Bedingungsgl. 
zwischen kan. Variabeln 


(X,X,) a (X,P) == (P, P}) —=0, (X, P;) —1 


gefunden? Ich deutete es im Frühling 1872 an [Abh. I, S. 1, Z. 11—9 v. u.]. Später 
meinte ich, daß Bour oder vielleicht Jacobi es früher gemacht hatte. Bei Schering 
findet man sie. Wohl auch bei Mathieu.“ 
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S. 301, Z. 12—8 v. u. D.h., besteht für jede Fkt. F'’ eine Relation von der Form 


| FEN 

welche auch die Fkt. f sein mag. 
S. 302, Z. 8-10. Ist nämlich „—= X, («, p), ; = P;(&, p) eine B.T., ist also 

Eg,dy;,— AZp,da; + dV (x, p), so bestehen nach Abh. IX, 8. 113—114 die Gl. 


XX)=(P,X)=(P,P)=0ti+M, (PX)—A, 
demnach wird für beliebige Fkt. F und f 


(Pf), =AFN,,, 


so daß man in der Gl. (F'’f), Pe (Bf); die Fkt. ®, die offenbar nur bis auf eine 
additive Konstante bestimmt ist, = A- F setzen kann (vgl. auch Ann. VIII, S. 234, 
Satz 11; d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 4, Nr. 11). 

S. 302, Z. 8-18. Lie betrachtet hier stillschweigend nur solche B.T., bei 
denen A—1 ist. Will man die allgemeinste B. T. haben, bei der (X,f)=(Y,f) 
wird, so muß man die Gl. Y,= AX;, Q;— P; bilden. 

S. 302, Z. 8—6 v. u. Genau genommen wird hierdurch nur die Aufgabe gelöst, 
die allgemeinste B.T. zu finden, bei der die Ausdrücke (F\F),...., (FrF‘) der Reihe 
nach in (®, F'),..., (®,F') übergehen. 

S. 303, Z. 5f. Dasselbe hier Abh. VII, S. 34—50. An beiden Stellen ist aber 
nur gezeigt, daß (FA, F)—=0,..., (F,F)=0 ein r-gliedriges vollst. Syst. ist, wenn 
F,, :.., F. eine r-gliedr. Gr. bestimmen. Daß dieser Satz sich umkehren läßt, er- 
kennt man so: Bilden r unabh. Gl. (F,F)=0 (k=1,...,r) ein r-gliedr. vollst. 
Syst., so sind F\,..., F,. sicher von ein. unabh., und außerdem bestehen Gl. von 
der Form 1. 


PR 2 
(FF, F)— (FF, P)=(F,Fy)F) = Var (& »(F,F), 
8 


1.,,r ar 
BR 8 Re RERERE FE OF 
mithin ist Dr, (F, F}) we Ciks dp, re 3 = Like dm,’ 


daraus aber folgt wegen der Unabh. von F\,..., Fr: 


ke — a Fr Fr) 
so daß F\,..., F, in der Tat eine r-gliedr. Fktgr. bestimmen. Vgl. auch S. 643. 

S. 308, Z. 8—18. Für die erste Gr. braucht man bloß irgend eine kan. Form 
zu wählen, für die zweite aber muß man die allgemeinste aufstellen; ebenso braucht 
Kr Ans Pr -- , P„ mur irgend ein kan. System zu sein, das die kan. Gr- 
Kr Ag Pı,..., P,_ , umfaßt. 

S. 303, Z. 13, 12 v. u. Die Fkt. F eines kan. Syst. von der Form (8) nennt Lie 
hier zum ersten Male die char. Fkt. des Syst. Später nannte er F' die char. Fkt. 
der durch die Gl. (8) bestimmten inf. B.T. 

S. 306, Z. 1 v. u.; $. 307, Z. 10 v. u. Vgl. die Anm. zu $. 298, Z. 12. 

S. 307, Z.6 v.u. Auch hier betrachtet es Lie als selbstverständlich, daB # 
ebenso wie K eine willk. Fkt. ist. Vgl. die Anm. zu 8. 301, Z. 8—15. 

S. 308, Theor. II. Es hätte hinzugefügt werden müssen, daß die Trf. die Ver. x 
ungeändert läßt. Für p+K ist jetzt einfach K gesetzt. Vgl. S. 303, Z. 7—3 v. u. 

S. 308, Z.7v.u. Augenscheinlich wählt Lie jetzt die Konst. A der B.T. gleich 1; 
in der Tat benutzt er nachher ($. 309, Z.4) den Buchstaben A in andrer Bedeutung. 

S. 309, 2. 4—1v.u. Jacobi, Abh. II. 

8. 311, 2.10, 9 v. u. Durch die Gl. (16) und die daraus durch Differentiation 
folgenden. 

S. 313, 2.9f. Jacobi, Abh. IX. 
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S. 314, 2.5, 12, 2.3 v.u. — 315, Z. 12. Vgl. die Anm. zu $. 298, Z. 12. 

S. 315, Z. 13f. „früher“ s. 8. 314, Z. 15—10 v. u. 

S. 316, Z. 11 v.u. — 317, Z. 2. Hier spricht Lie zum ersten Ya von Pfaff- 
schen Ausdrücken, Vgl. Leipz. Ber. 1896, S. 405—410 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XXV, 
2. Teil), wo Lie die besprochenen Aufgaben behandelt und wenigstens die einfachsten 
Fälle erledigt. Alle möglichen Fälle durchgeführt hat R. Palm in seiner Diss. „Zur 
Invariantentheorie eines Pfaffschen Ausdrucks“, Greifswald 1914. 

S. 317, Z. 10—12. In diesem Falle kann I Xdx die Normalform p, dx, + - 
+ p„dx„ erhalten, wobei dann zugleich A, f in einen Ausdruck von der Form (F'f) 
übergeht (nach 8. 297 £.). Das Problem wird daher gleichbedeutend mit der Integration 
der part. Diffgl. F'— Const. und erfordert nach Avh. X, 8. 125 die angegebenen 
Integrationsop. Die Reduktion auf die Normalform &Zp,dx, ist aber nicht nötig, 
weil die allgemeinste inf. Trf. Af, für die A(2Xdx)—=d2Q wird, ohne Integration 
aufgestellt werden kann und weil diese inf. Trf. genau dieselben Eigenschaften be- 
sitzt wie die inf. Trf. (F'f).,. Vgl. die vorhin genannte Diss. von Palm. Übrigens 
sind die Ausdrücke [p, %], die Clebsch in Abh. III, Crelle 61, S. 149 einführt, 
nichts andres als jene inf. Trf. des Ausdrucks & Xdx, und auf S. 156 in Theor. 5 
spricht Clebsch sogar die wichtigste Eigenschaft dieser inf. Trf. aus, die Ver- 
allgemeinerung der Jaco bischen Id., nur kannte er selbstverständlich ihre Bedeutung 
als inf. Trf. nicht. 


Zu Abhandlung XXI, 8. 320—354. 


Man vgl. die in den Anm. zu Abh. XI auf 8. 654—658 abgedruckten Brief- 
stellen. In einem Briefe an A. Mayer vom März 1877 heißt es: 

„Ich habe zu viele Pläne! Aus einem Brief, den Klein Ihnen wohl geschickt 
hat!), werden Sie sehen, daß ich auch über das Pfaffsche Problem [zu] schreiben 
denke. Der Hauptzweck hiermit ist, meine gesamten Untersuch. über p. Gl. 1. O., 
wie ich sie in meinen drei Annalenabh. gegeben habe, auf das Pfaffsche Problem 
auszudehnen. Das gestaltet sich alles natürlich ganz analog. Das Studium der homo- 
genen und nichthom. Gl. 1.0. entspricht den beiden Arten der Pfaffschen Probleme. 
Die Theorie der Gruppen, der ausgez. Fkt., der kanonischen Formen, die Theorie 
der simultanen Transformation eines Ausdrucks XK,dr ++ X In und gewisser 
13 0 a a ER DEE entsprechende Ausdrücke in %,, ..., Ym7) — die 
Theorie der Integration, wie ich sie in meiner Invariantentheorie darstellte usw., 
dehnt sich unmittelbar auf das Pfaffsche Problem aus. 

„Die Theorien meiner letzten Arbeit?) dehnen sich auch ohne weiteres aus. 
Doch haben sie nicht so große Wichtigkeit für das Pfaffsche Problem wie für die 
». 01.1.0. 

„Ich habe gedacht, eine zusammenhängende Theorie a Pf. Problems zu 
schreiben. Aus dem Briefe Kleins werden Sie sehen, wie ich mir den ersten Ab- 
schnitt gedacht habe. Es ist natürlich schön, das Pf. Problem direkt zu behandeln. 
Es ist aber methodisch einfacher (scheint mir), den Fundamentalsatz aus der Theorie 
der p. Diffgl. 1. O. herzuleiten.°) Was man hierbei aus der Theorie der p. Diffgl. 
braucht, ließe sich sehr kurz zusammenfassen. Man wird sich dabei auf Ihre Theorie 
der B.T. am besten stützen. Schreiben Sie mir doch gelegentlich, wie der Inhalt 
meines Briefes Ihnen gefällt. Es hat damit keine Eile. Mein Brief wurde ge- 
schrieben unter dem Eindrucke eines Briefes von Klein. 


1) Dieser Brief ist leider nicht erhalten. A.d.H. 


2) Gemeint ist wohl Ann. XI, also die hier in Abh. XVII! entwickelten Theorien. 
A.d.H. 


3) Wie es hier auf $S. 321—327 gemacht wird. A.d.H. 


Zr 
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„Der zweite Abschnitt sollte meine Integrationstheorie des allg. Pf. Problems 


geben, wie ich es für den einfachsten Fall schon 1873 entwickelte [hier Abh. XI]. 


Dieser Abschnitt soll sehr einfach werden. Ich erledige natürlich den indeterminierten 
Fall in entsprechender Weise. Der dritte Abschnitt soll wesentlich meiner Invarianten- 
theorie entsprechen. Der vierte meiner letzten Abh. in Math. Ann. 

„Die Frobeniussche Arbeit?) ist wohl sehr gut? Ich habe mich nicht dazu 
bequemen können, sie zu lesen, da ich wenig Zeit habe.“ 


„Als Andeutung meiner Behandlung des Pf. Problems gebe ich das Folgende. 
Mm . N 

„Sei vorgelegt I'X,dx; mit der Normalform I'F},df,. Seien 
1 1 


Ama + ng mt 


Gl., deren Lös. fi...» Fr: Fu: » F,_ı: F, sind. Es ist A,F,= F/,, also folgt 
A, Fudf) — Zu A, (Fodf. + 2, Fyd (A, fi) 
oder A,(ZF,df) == F,df,*.) 


Seien jetzt N,,.. , N, bekannte Lös. der A,f=0, die eine Rel. der Form 
ra 
ZXdx ea AN, 


erfüllen. Ich behaupte, daß die Verhältnisse der M, die fehlenden Lös. sind. 
„Es ist nämlich 4, 2Xde)=4,(2ZMdN), 
woraus, da A,(N)—=0, und da A, 2 Xdae)= I Xd«, 
ZXde=2,4,M,.dN, ode 2,M,.dN,=2,4,M, dN, 


woraus A; M,= M,, so daß A, Er — 0 usw 
M; 


„Bestände eine Re. 2ZXde=ZMdN-+ M,dV, 


wo die M, und V unbekannt, während die N, bekannte Lös. der A,f= 0 bezeichnen; 


so findet man die fehlenden Lös. durch eine Quadr.°) .. Ebenso für den indeterm. Fall.“ 


1) „Über das Pfaffsche Problem“, Crelle Bd. 82, S. 230-315, Berlin 1877. 

2) Die 2n Fkt. f,, F, der Normalform werden von einander unabh. voraus- 
gesetzt. Aus der Normalf. erkennt man, daß man die Gl. A,/=0 erhält, indem 
man alle inf. Trf. von der Form A,f sucht, für die 2X, &,=0 ist und 4,(2X,dx;) 
— YX,dx, wird. Vgl. $ 7, 8. 39 ff. der auf S. 712 angeführten Diss. von Palm. 
Die dort mit C, bezeichneten Größen verschwinden in dem vorliegenden Falle identisch. 

3) Führt man N,,..., N, nebst m — r geeigneten Größen y, als neue Ver. 
ein, so wird ans 


zZXdx -3 R, (N, DAN, + Ir" Yy)dy,; 


mithin, wenn man die N h ie konstant a 
l...m—-r 


M,dV = S'r,dy,- 
k 


Ist M,=1, so findet man in - Ar V durch eine Quadr., bei der die Integrations- 
konst. eine "willk. Fkt. der N, ist. Ist M, nicht konstant, so ist nicht einzusehen, 
wie die integrable totale Gl. un dy,— 0 durch eine dasdı. erledigt werden kann. 
Die bekannten inf. Trf. A,f, bei denen die Pfaffsche Gl. inv. bleibt, nützen nämlich 
nichts, weil für sie Zyöyy=0 ist. 


714 Anmerkungen zu Abhandlung XXI, S. 320, 321 


Mayer seinerseits schrieb am 31. 3. 1877, also bevor er den Lieschen Brief. 
erhalten hatte, folgendes: 

„Klein hat mir Ihre Briefe über das Pfaffsche Problem zugeschickt, die 
ich mit ganz außerordentlichem Vergnügen gelesen habe. Diese Art, durch fortgesetzte 
Zurückführung auf part. Diffgl. 1.0. den Satz zu beweisen, daß X, d ut + Ind, 
sich immer entweder auf die Form 


Fafı + -+F,dfn n<tm 
oder auf die Form 


dy, + Bd, dp +: +9,_,dp,_ı n<z3(m+1) e 


bringen läßt, ist famos. Desgleichen Ihre Methode, a priori zu entscheiden, von 
welcher Art die Normalform eines gegebenen Ausdrucks 2X dx ist. Ich bin äußerst 
begierig auf die Fortsetzung Ihrer Mitteilungen und freue mich sehr, daß die 
Frobeniussche Arbeit Sie veranlaßt, das Pfaffsche Problem von neuem in An- 
griff zu nehmen... .* 

„Daß Frobenius Sie und mich ganz und gar nicht erwähnt, finde ich im 
Grunde doch etwas sehr merkwürdig.“ 

Aus diesem Briefe geht hervor, daß Lie durch Klein auf die Arbeit von 
Frobenius aufmerksam gemacht worden ist und daß Abh. XXI diesem Umstande 
ihre Entstehung verdankt. 

Auf einer Postkarte, gestempelt 22. 5. 77, schreibt Lie: 

„Ich arbeite auf das Pfaffsche Problem und mein Buch,“ 
und in einem Briefe „In den Gebirgen 27. Juli 77“: 

„Im Laufe des Frühlings habe ich nichts anderes gedruckt als eine Abh. über 
das Pfaffsche Problem, die mir allerdings ganz gut gefällt. Ich schicke Ihnen diese 
Arbeit, sobald ich nach Christiania zurückkehre.“ 

S. 320, Z. 3. Weshalb er keine zweite Abh. geschrieben hat, das spricht Lie 
in einem Briefe aus, den A. Mayer am 15. 4. 1882 erhalten hat: 

„Auf das Pfaffsche Problem habe ich die Lust verloren durch Frobenius’ 
Auftreten. Einmal war es mein Gedanke, eine zweite große Arbeit hierüber zu 
schreiben und meine gesamten Untersuch. über part. Diffgl. 1. O., Gruppentheorie, 
Bildung von fehlenden Integralen usw. auf das allg. Pfaffsche Problem auszudehnen. 
Dies alles ist sehr selbstverständlich und nur eine einfache Konsequenz von der 
Reduzibilität auf die Normalformen. Solche Sachen sind indes nicht im Kurs zur 
Zeit, und ich habe schon zuviel geschrieben, was nicht gelesen wird.“ 

Das einzige, was Lie später über das Problem veröffentlicht hat, ist die auf 
S. 712 erwähnte Mitteilung in einer Abh. von 1896. 

S. 320, Z. 7—10. Vgl. die Anm. 9. 654. Gauß hat eine wichtige Anzeige 
der Pfaffschen Abh. veröffentlicht, Gött. gel. Anz. 1815, 1. Juli, Werke III, S. 231 
bis 241. Über Jacobi vgl. die Anm. zu 8. 128—131, über Graßmann die zu 
8. 822, 2.6—1rv.u. 

S. 320, Z. 7—4 v.u. Dieses Werk ist Entwurf geblieben. Über den ganzen 
Plan vgl. den auf S. 693 £. angeführten Brief an Mayer aus dem Jahre 1876. In dem 
vorhin erwähnten Briefe vom 27. 7. 1877 fährt Lie fort: 

„Im übrigen ist selbstverständlich, daß ich wegen der Geburt meiner Tochter 
lange wenig arbeitete. Doch habe ich sehr viel an mein Buch gedacht, wenn auch 
eigentlich sehr wenig redigiert. Dabei habe ich viele Mühe gehabt mit der 
von Cauchy, Briot-Bouquet, Weierstraß, Kowalewski, Darboux herrühren- 
den Theorie für die Existenz der Integrale. Nicht daß eigentlich nach Cauchys 
Vorarbeiten die Sache wesentlich schwierig ist; ich wünschte aber die ganze Ent- 
wicklung der Disziplin, wie wir sie im Anschlusse an Jacobi betreiben, nicht zu 
verlassen. Andererseits wünschte ich die Einfachheit der Redaktion möglichst an- 
zustreben. Wenn Sie und Klein mir helfen werden, hoffe ich, daß es einigermaßen 
gelingen wird, obgleich ich zuweilen halb verzweifele. Natürlich fällt es mir nicht 
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ein, daß mein Buch allgemein gelesen wird. Ich wünschte aber denjenigen, die 
ernstlich studieren werden, diese Disziplin in ihrer jetzigen Gestalt vorzulegen.“ 

Endlich heißt es in demselben Briefe: 

„Um eine Idee von meinem projektierten Buche zu geben, schreibe ich das 
Folgende: + 

„Abschnitt I. Über lineare Gl. $ 1. Hauptlösungen einer Gl. $ 2. Sätze über 
simultane Gl. $ 3. Integration der Involsyst. u. vollst. Syst. $ 4. Jacobis Bestim- 
mung einer Lösung eines Involsyst. $ 5. Reduktion eines Involsyst. auf eine @l. 
$ 6. Mayersches Theorem. 

„Abschnitt II. Berührungs-Transformationen. $ 7. Bestimmung von B.-T. 
durch Rel. 2,(@,,..., 2, &',...,2%)=0. $ 8. Definition der B.T. durch Diffgl. 
$ 9. Die Involutionsbeziehung. $ 10. Gruppen u. Polargruppen. $ 11. Ausgez. Fkt. 
$ 12. Kanonische Form. $ 13. Best. von kan. Var. X, P. 

„Abschnitt III. Integr. der Gl. der Form Ba, ..., %, Pıs =: 2.) = 0. 
$ 14. Die Cauchysche Methode. (Ich beweise sie sehr gut im Anschluß zum Voran- 
gehenden). $ 15. Die J. Methode. $ 16. Verbesserung der J. Methode, insbesondere 
durch das Mayersche Theorem. $ 17. Erweiterung der Cauchyschen Methode, 
meine Methode. $ 18. Ein erweitertes Integrations-Problem. 

„Abschnitt IV. Homogene Gruppen. Abschnitt V. Integration der Gl. 
FT DD DEI 

„Die weitere Disposition erinnere ich nicht genau. Es wird etwa 12—15 Ab- 
schnitte, soviel ich erinnere.“ 

S. 321, Satz 1. Ist X, (x,p) = 0 die vorgelegte Rel., so bestimme man zunächst : 
n— 1 von ein. und von X, unabh. Fkt. X,,..., X, derart, daß (X,X,)=0 wird 
für ,k=1,...,n; eine Quadr. ergibt dann eine Fkt. U(x, p), die den n Gl. 
[X,,2— U]=0 genügt, und es besteht nunmehr eine Id. von der Form 


BE Krsch 
Dvd; = IP,dX,+dU, 


in der die P, ohne Integration gefunden werden können (vgl. Abh. IX, S. 106f., 
sowie Abh. X, 8. 125). Die Umwandlung des Ausdrucks Zp,dx, ist damit geleistet, 
und zwar stellen die Gl. X, =0, X, =a,(i=2,...,n, 2—-U=c eine vollst. Lös. 
der Gl. X,—=0 dar (s. Abh. XI, 8. 163). Erforderlich ist es allerdings, daß man 
X,..., X, so wählt, daß sie selber sowie die Fkt. U, P, sich für die Wertsyst., 
die X, —=0 machen, im allg. regulär verhalten. Um das zu erreichen, wird man die 
Gl. X,—= 0, wenn sie nicht von allen p, frei ist, nach einer dieser Größen auflösen; 
ist dann x,°, p,° ein Wertsyst., für das die aufgelöste Gl. erfüllt ist und in dessen 
Umgebung sie sich regulär verhält, so kann man immer X,,.. , X,, U so wählen, 
daß sie sich in dieser Umgebung regulär verhalten und daß von P,,..., P, das- 
selbe gilt. Ist andrerseits X, —=0 von allen p, frei, so braucht man bloß eines der 
x, vermöge X, = 0 zu eliminieren. 

S. 321, Satz 2. Ist X, (2,, p)= 0 die gegeb. Rel., so bestimmt man n von X, 
und unter ein. unabh. Fkt. X,,..., X,,Z derart, daß [X,,]=0, [X,2]=0 
wird, dann ist nach Abh. IX, 8. 102f. 


1..n 1...n 
dz— Np,da;= IK,dX, + LaZz, 
D v 


wo die K, und Z ohne Integration gefunden werden können. Die Umwandlung von 
dz— Zp,dx, ist damit geleistet, und zwar ist X,=0, X,=a,, Z=c eine vollst. 
Lös. der Gl. X, = 0. Das im ersten Falle Gesagte gilt sinngemäß auch für den 
gegenwärtigen. 

8. 321, Z. 16—21. Allerdings ist dann die vollständige Lös. der einen Gl., die 
man der Reduktion zugrunde legt, nicht beliebig. wählbar, sondern muß so be- 
schaffen sein, daß sie nicht etwa vermöge der übrigen Rel. zwischen den x;, P, (2, &;, Px) 
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unbrauchbar wird. Um das zu erreichen, denken wir uns das Glsyst. nach gewissen 
der Ver. aufgelöst. Da in dem Falle, daß das Glsyst. eine von allen », freie Rel. 
nach sich zieht, die Reduktion unmittelbar ausführbar ist, so können wir annehmen, 
daß das Glsyst. nach ebenso vielen p, auflösbar ist, als es Gl. enthält. Eine der 
durch die Auflösung erhaltenen Gl. wird man dann zur Ausführung der Reduktion 
benutzen; ist dabei x,°, p, (2°, x,°, p;°) ein Wertsystem, das alle aufgelösten G]. be- 
friedigt und in dessen Umgebung sich diese Gl. sämtlich regulär verhalten, so 
braucht man nur dafür zu sorgen, daß die Fkt. X, und Z, die man zu bestimmen 
hat, sich in der Umgebung dieses Wertsystems regulär verhalten. 

S. 322, 2.6—4v.u. A.a. 0. erledigt Graßmann dieselbe Aufgabe, die Lie _ 
hier als Hilfsproblem behandelt. 

S. 322, Z. 3—1v. u. Lie konnte bloß erraten, was Graßmann macht, denn 
es versteht sich von selbst, daß er sich nicht in die Symbolik der zweiten Aus- 
dehnungslehre eingearbeitet hat. In meinen Anm. zu Graßmanns Werken (a.a. 0. 
S. 472-—-495) habe ich die in Rede stehenden Entwicklungen in die Sprache der 
gewöhnlichen Analysis übersetzt und dadurch allgemein zugänglich gemacht. Zu 
bemerken ist, daß Graßmann die Integrationstheorie einer beliebigen Pfaffschen 
Gl. vollständig erledigt und insbesondere die richtigen Kriterien für die Dimensionen- 
zahl der Integralmann. aufstellt, daß er dagegen die Reduktion eines Pfaffschen 
Ausdrucks auf seine Normalform nicht ganz erledigt. ‘Richtige Kriterien für die 
Dimension der Integralmann. hatte allerdings kurz vorher schon Natani veröffent- 
licht (vgl. S. 667), aber bei Graßmann erscheinen die Kriterien in viel vollkom- 
menerer, ganz symmetrischer Gestalt. 

S. 323, 2. 1—4. Vgl. hier Abh. XII, S. 150—152. 

S. 325, Z. 15—11 v.u. Das ist doch nicht so obne weiteres sicher, denn man 
weiß nicht, ob die Definitionsgebiete der Fkt. f;, F, und p,, ®, so beschaffen sind, 
daß die Gl. f;— 9;, F,= 9, überhaupt bestehen können. Will man dieses Bedenken 
heben, so muß man sich darauf stützen, daß es Transformationen gibt, bei denen 
der Ausdruck Zp,dx, inv. bleibt, während zugleich ein beliebig gewähltes Wert- 
system x,°, p,, für das nicht alle p,° verschwinden, in ein beliebig gewähltes andres 
Wertsystem dieser Art übergeführt wird. Vgl. die Anm. zu $. 92, Z.11—16. Ähnlich 
ist der Fall zu behandeln, wo die Normalform eine ungerade Anzahl von Fkt. enthält. 

S. 326, Z. 15—2 v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 116—119. 

S. 326, 2.1 v.u. A.a.O. in Abh. III definiert Clebsch die Fkt. F;, f; der 
Normalform ®,dp, + :-:—+ B,dy, eines Pfaffschen Ausdrucks X,de, +: : 
+ X,„dxy, unmittelbar durch simultane part. Diffgl., die, auf den Ausdruck 
F,dfh+:::+ F,dfn angewendet, sofort die @]. Z. 9, 8 v. u. liefern. 

S. 327, Z. 16—8 v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 104—116. Genau genommen sind die 
angegebenen Gleichungen nur anwendbar, wenn man vorher in der Gl. 8. 327, Z. 8 
für f und g setzt — fund — y. 

S. 327, 2. 4—1v.u. A. Mayer, Abh. VIII, IX. « 

S. 328, Z. 7—3 v.u. Genau in derselben Weise, indem er sich ebenfalls auf 
Brioschi beruft, findet Clebsch die Det. 4 in dem besonderen Falle m—=?2n, 
(s. dessen Abh. II, Crelle 60, S. 203, vgl. auch Abh. III, Crelle 61, 8. 147£.). 

S. 329, Z. 3—1 v. u. Eigentlich kommt hier nur Nr. 513 in Betracht, außerdem 
aber Nr. 511 und 512. 

S. 330, Z2.3,2 v. u. Beide Male sind ganze rationale Fkt. gemeint. 

S. 332, Satz 4. Vgl. Abh. XI, $. 128—130 und zu Satz 5 noch $. 130£. 

S. 332, 2. 3v.u. — $. 334, Z. 12 v.u. Für eine besondere Art von Involsyst. 
hat Lie diese Entwicklungen schon in Abh. XV, 8. 212—214, gemacht, allerdings 
ohne die Hauptlös. zu benutzen. Dort ist auch der Inhalt der Nr. 12, 8. 334f. im 
wesentlichen schon ausgesprochen. 

8.333, Z. 1 v.u. Vgl. Mayer, Abh. III, IV, VI, ferner hier Abh. II, S. 7£., 
III, 8. 13, Z. 11—18, IV, 8. 17. 

S. 334, 2. 4—1v.u. Vgl. Abh. IV, S. 25, vn, 8. 54. 
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S. 335, Z. 13. Vgl. Abh. IV, 8. 17, Z. 6—8 und die Anm. dazu, S. 628 ff. 

8. 335—341. Der besondere Fall g—=1 dieser Theorie ist schon in Abh. XI, 
$ 4, 8.140145 behandelt; in den Anm. dazu, S. 669, ist die begriffliche Bedeutung 
des dort benutzten Verfahrens auseinandergesetzt, die Übertragung auf den allge- 
meinen Fall hat keine Schwierigkeit. Man vgl. übrigens auch die geschichtlichen 
Bemerkungen zu Abh. XI, 8. 654 ff. 

8. 338, 2.8—11. Für ,=0,...,%4=0 verwandelt sich ja 4 in den Aus- 
druck, den man aus (1,2,...,2n) durch die Substitution @,,,, = %ay+r (k1,...,q) 
erhält. 

S. 339, Z. 18—20. Vgl. Nr. 6. 

S. 340, Z.2 v. u.— 341, Z. 4. Vgl. den auf S. 654f. mitgeteilten Brief an 
A. Mayer vom Dez. 1872, besonders den dortigen Satz 3. 

8. 341, Z.1v.u. Vgl. a. a. 0. 8. 204—207, wo Clebsch ähnlich verfährt wie 
Lie auf $. 342. 

S. 341, Z.2 v. u. Genau genommen müßte links noch das Glied 


af 


Adgn+k 





+(l, ..., 2") 


hinzugefügt werden; Lie dachte sich aber wahrscheinlich dieses Glied dadurch 
entstanden, daß für die letzte der 20 -+1 Zahlen 1, 2,..., 2n, 2» + k gesetzt wird, 

S. 343, Z. 4—1v.u. Vgl. 8. 326 und die Anm. dazu. 

S. 345, Z. 16. Vgl. A. Mayer, Abh. IV, Ann.V, 8. 467f. Der erste Schritt ist 
dort die Aufsuchung einer Lös. einer lin. part. Diffgl. in 2n Ver., also eine Op. 
2n—1, dann hat man eine Lös. eines zweigl. vollst. Syst. in 2» — 1 Ver. zu be- 
stimmen, also eine Op. 2n — 3 usw. 

S. 346. Die begriffliche Bedeutung der Substitution (A) ist nach den Aus- 
einandersetzungen auf S. 669 klar. 

S. 347, Z. 1, nämlich für,= =4=0. 

S. 349, Z. 18f. Vgl. S. 327 und die Anm. dazu. 

S. 350, Z. 5—1 v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 118, 2.4 v.u. — 119,2. 2. Die B.T. ist 
nämlich homogen. 

S. 351, Z. 3—5. Hier Abh. XVII, S. 252—259 und Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. IN. 

S. 351, Z. 8—10. Vgl. Abh. XVII, S. 257, Z. 16—25, Ann. XI, 8. 550, 2.1—11]; 
daß an beiden Stellen vorher schon die Gl. q’=g bewiesen ist, hat damit nichts 
zu tun. 

8. 351, Z. 12—15. Es wird: Zp ds, = Dd,dF,+:::+9,_,dF,_,, wo die 
Fkt. F,, ®, von ein. unabh. sind (vgl. die Anm. zu Abh. XVII, 8. 257, 689f.). Ist 
nun Zp,da/ =B, dF, + :+9,_y dF,,_,, 50 hat die Gl.z28,dF,=2Z0,/dF', 
nach 8. 324 zur Folge, daß zwischen den Größen F/,, F'', ®,, ®, mindestens 2n — g — q’ 
unabh. Rel. bestehen. Wäre daher g’>q, so wären die F',, ®, für sich durch min- 
destens q’— q Rel. verknüpft, was nicht der Fall ist; ebenso ergibt sich, daß nicht 
a’<(g sein kann. 

8. 351, 2. 4—2v.u. DieGl.2— z=W, ,—=0, 9, = ur +24, a stellen, 
wenn man sich die A, eliminiert denkt und die 2’, x, als Parameter auffaßt, eine 
Schar von Element-M, dar, die den durch Elimination von z7',2,’,...,%, ent- 
stehenden Diffgl. genügt. Erhält man durch Auflös. dieses Invsyst. Gl. von der 
Form 4 — 9, =0, 9; —h=0 (k=1, .,9 i=1...., m), so liegen die linken 
Seiten dieser Gl. paarweise in Invol. (Abh. XV, S. 219, Z. 12--17 und S$. 685). 
Bestimmt man daher an — q— m unabh. Fkt. F\,..., F)_,_,„, die paarweise und 
mit allen &,— 9;,, P;— h, in Inv. liegen, so besteht nach Abh. IX, S. 106f. eine 
Id. von der Form 
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3: ee N—I—m 


N 12... 1.42.M 1 q 
de — Ipy,d,=d(@— U) Ida WIR —M) — I2,aF,, 
i i j 


. wo die 2n Fkt. ©, — 9,2; —h, F;, X,, #,, ®, von ein. unabhängig sind. Er- 
geben sich nun andrerseits q’+ m’ Rel. zwischen den x’, p’ allein, so erhält man 


eine Gl. von der Form _. 
.n—ga—m 1..n—g—m 


1 
de — — U+U)— N®aF, +39,4F/= 0, 
J j 


in der die auftretenden 2?(n — g— m) +2 (n— q’— m’)+ 1 Fkt. nach 8. 324 durch 
mindestens n- g-m-+n— q’—m’+1Rel. verknüpft sind. Wäre daher Q’+ m’>qg-+m, 
so bekäme man mindestens q’ + m’— q— m Rel. zwischen den F',, ®, allein, was 
nicht sein kann. Da ebensowenig g+m>g’+ m’ sein kann, folgt, wie behauptet, 
y+tm=q+m. 

S. 352, 2. 8-10 und 18—21. Vgl. hierzu die Anm. zu S. 322, Z. 3—1v.u. 

8. 352, Z. 12f., 8. 354, Z. 7. Vgl. Abh. V, 8. 27, 2 4v.u.— 28, Z.1 und 
Abh. XI, 8. 126—147. Die Jahreszahl 1873 kommt wohl daher, daß Abh. V erst 
1873 erschienen ist. 


Zu Abhandlung XXI, S. 355, 356. 


S. 355, Z. 10 — 356, 2.16. Alles das hat Lie ausführlich dargestellt in seinem 
Universitätsprogramm: Klassifikation der Flächen nach der Transformationsgruppe 
ihrer geod. Kurven, Christ. 1879 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXIV), in umgearbeiteter Fas- 
sung Ann. XX, 1882 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV). 

S. 356, Z.17f. Ausgeführt in der Abh. „Weitere Untersuch. über Minimalfl.“, 
Arch. IV, 1880, 8. 495—506 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV, $ 3, 4). 

S. 356, Z. 19. Im Urtexte steht „af visse Flader“; was damit gemeint ist, ist 
unklar, denn der Satz gilt für jede nicht abwickelbare Fläche. 

S. 356, 2. 19—24. In Abh. XXXVIII, S. 537 spricht Lie den Satz über die 
Fläche 2. Grades ausführlicher aus, aber auch, ohne einen Beweis mitzuteilen; dann 
gibt er eine kurze Darstellung seines Verfahrens zur Bestimmung der auf Z. 23. 
bezeichneten Flächen. 

In einem Briefe an F. Klein vom 18. 12. 1878 schreibt Lie: 

„Nun eine andere Bemerkung, die mich sehr frappiert hat und die fundamental 
scheint, sie möge neu oder alt sein. 

„Ich nehme eine ganz beliebige Fläche, ziehe eine Haupttangentenkurve und 
konstruiere die 00! Haupttangenten des zweiten Systems, die durch ihre Punkte 

gehen. Alle diese 00! Geraden bilden eine Linien- 
fläche. Drei konsekutive bestimmen eine Fläche 
| 2. Grades, die die Linienfläche oskuliert. Zu jedem 
Punkte p der ursprünglichen Fläche entsprechen 
p somit zwei bestimmte Flächen 2. Grades, eine 
nämlich für jede durch p gehende Haupttangenten- 
kurve. 

„Merkwürdig ist dabei, daß diese beiden 

Flächen 2. Grades identisch sind. 
Fig. 2. „Also: jede Fläche wird in einem 
Punkte allgemeiner Lage von einer be- 

stimmten Fläche 2. Grades in ausgezeichneter Weise oskuliert. 

„Diese charakteristische Fläche 2, Grades hängt ab von den Diffqu. nullter, 
1., 2., 3. und 4.0. Wenn man dazu kommt, Dupins und Mannheims Unter- 
suchungen einen Schritt weiter zu treiben, so wird die Fläche 2. Grades auftreten. 
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„Diese Theorie, die ich gestern fand, hat mir gegeben eıne sehr elegante 
Erledigung des von mir längst gelösten Problems: Alle Flächen zu bestimmen, deren 
Haupttangentenkurven jedesmal einem linearen Komplexe gehören. 

„Hierauf gehe ich vielleicht in einer kleinen Notiz für die Annalen ein, wie 
ich überhaupt gelegentlich das Material meiner „Über Komplexe“ [Ann. V, d. Angg. 
Bad. II, Abh. I] sukzessiv verwerten werde. 

ter noch die folgende Bemerkung: Ein zweites ebenso einfaches Element im 
Dupin-Mannheimschen Sinne findet man, indem man meine Kugeltransformation 
auf die Fläche 2. Grades anwendet. Man nehme 
eine Fläche, einen Punkt p und die beiden hin- 
durchgehenden Krümmungslinien. Ich nehme drei 
konsekutive Hauptkugeln, die längs der einen 
Krümmungslinie') berühren. Diese drei Kugeln 
bestimmen eine Dupinsche Zyklide, die man 
ebenso erhält, wenn man die zweite Krümmungs- / 
linie wählt. 

„Jede Fläche wird somit in jedem 
Punkte in ausgezeichneter Weise von einer bestimmten Dupinschen 
Zyklide berührt. Auch jetzt kommen die Diffqu. inklusive vierter in Betracht. 

„Die Betrachtung dieser Zyklide gibt eine einfachste Bestimmung aller Flächen 
mit ebenen und sphärischen Krümmungslinien.“ 

S. 356, 2.9—3 v.u. Ausgeführt in Abh. XXIV, S. 367—374. Im Sept. 1879 
schreibt Lie an F. Klein: 

„Im Crelleschen Journale finde ich soeben einen schönen Satz über Flächen 
von konstantem Krümmungsmaße ?), nämlich daß die entgegengesetzten Seiten eines 
Vierseits, dessen Seiten asymptotische Linien sind, immer gleiche Längen haben. 
Hieraus fließt durch meine Theorien, daß man die Haupttangentenkurven einer 
solchen Fläche durch Quadratur finden kann. Denn man kennt eine inf. Trf. der 
betreffenden Diffgl. 

„Führt man in der Tat alle Punkte der Fläche [um] gleich große Strecken längs 
der Haupttangentenkurven des einen Systems, so werden die Kurven des zweiten Systems 
unter sich vertauscht. Hiermit ist die Möglichkeit der Integration nach mir gegeben.“ 

Ende September heißt es dann weiter: 

„In meinem vorigen Briefe bestimmte ich die Haupttangentenkurven der 
Flächen mit konstantem Krümmungsmaß. Jetzt kann ich zugleich die Krümmungs- 
linien derselben bestimmen. Dies beruht darauf, daß die inf. Trf. meines Briefes, 
die die Haupttangentenkurven unter sich vertauscht, zugleich die Krümmungslinien 
unter sich vertauscht. 

„Beweis: Ich ziehe eine Haupttangentenkurve jeder Schar, setze gleichgroße 
Segmente auf beiden ab und ziehe die hindurchgehenden Haupttangentenkurven. 

Hierdurch wird die Fläche in 00°? Rhom- 

ben, d. h. Parallelogramme mit gleichen 

Seiten zerlegt. In jeder inf. Rhombe sind die 

x \ Diagonalen Elemente der Krüm- 
X 


Fig. 3. 


x mungslinien. Bei meiner inf. Trf. 
x \ geht nun jede Rhombe in eine 





X - solche über; gleichzeitig gehen die 
r \  Diagonalen in ebensolche über. Also 
X x X X i* gestatten die Krümmungslinien 
} X X x x | meine inf. Trf. Und also finde ich 
x ohne weiteres den Integrabilitäts- 

Fig. 4. faktor ihrer Diffgl. Fig. 5. 


1) „Ich drücke mich hier etwas kurz aus.“ 
2) Vgl. Abh. XXIV, S. 373. A.d.H. 
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„Man kann die Gl. der Haupttangentenkurven in solche Form « — Const., 
v— Const. setzen, daß « + v = Const., u — v = Const. die Gl. der Krümmungs- 
linien sind. 

„Weißt Du, ob etwas unter diesen Sachen bekannt ist? Ich bezweifle es. 

” Hier noch die gewiß neue Bemerkung, daß die Diffgl. der Minimalflächen 
sich auffassen läßt als eine Degeneration der Diffgl. der Flächen von konstantem. 
Krümmungsmaße. ) 

„Antworte mir freundlichst umgehend. Wenn möglich, fragst Du Brill. Er 
weiß wohl Bescheid in diesen Sachen. 

„Ich habe schon unserer Ges. d. Wiss. diese Sachen vorläufig mitgeteilt.“ 


Zu Abhandlung XXIII, 8. 357—366. 


In etwas umgearbeiteter Fassung bildet diese Arbeit einen Teil der Abh.: Un- 
tersuchungen über Translationsflächen II, Leipz. Ber. 1892, s. dort 8. 559—569 (d. 
Ausg. Bd. II, Abh. XII, I. Teil, Nr. 1—3). 

8. 358, Z. 10. Übrigens brauchen X, Y, Z keineswegs Richtungskosinus zu sein; 
die folgenden Betrachtungen gelten auch, wenn X?+ Y?-+- Z? id. verschwindet. 

S. 358, Z. 15 v. u. Die beiden Integrationskonstanten sind so zu wählen, daß 
diese Gl. zur Identität wird, wenn man für «, y, 2, X, Y, Z die gegebenen Funk- 
tionen des Parameters setzt; aus der Gl. der Fläche fallen sie mithin heraus. Zu- 
gleich ist klar, daß nicht zwei Quadraturen erforderlich sind, sondern nur eine. 

S. 358, 2.9, 8 v. u. Ist andrerseits eines der beiden Integrale algebraisch, so 
ist es auch das andere. 

S. 359, 2. 13f. Diese Gl. bestimmen £&, n, & als Fkt. des Parameters, der den 
Erzeugenden der Developpablen zugeordnet ist, sie stellen daher eine algebraische 
Kurve dar. Die Verbindungslinien der Punkte dieser Kurve mit dem Koordinaten- 
anfange sind offenbar den Erzeugenden der Developpablen parallel und selbst die 
Erzeugenden eines Kegels, dessen Tangentialebenen längs der Kurve die gegebenen 
Fkt. X, Y, Z zu Richtungskosinus haben. Die algebr. Integrale auf Z. 16 bestim- 
men daher eine diesem Kegel längs der hier betrachteten Kurve eingeschriebene al- 
gebr. Integralfl. von s= 0. 

S. 360, Z. 7—13. Man kann die Aufgabe auch so ausdrücken: Sind &, n, & be- 
liebige algebraische Funktionen eines Parameters t, so soll g in allgemeinster Weise 
als algebr. Fkt. von t derart bestimmt werden, daß das Integral 


eine algebr. Fkt. von £ wird. 

8. 360, 2. 8—1 v.u. Diese Wahl der Parameter t und«r wird geivoffen, weil 
die Ebene durch zwei solche einander schneidende Tangenten immer die beiden 
Kurven berührt und auch Tangentialebene der Dev. ist. Die Geraden, die je zwei 
Punkte = t der beiden Kurven verbinden, sind nämlich die Erzeug. der Dev.; diese 
wird daher durch die Gl. S. 361, Z. 4 v. u. dargestellt, wenn man darin r—=1t setzt 
und die Größen t, m:n als Parameter auffaßt. 

S 361, 2.3. Weil nämlich A, (r) und B, (t) konstant sind. 

S. 361, 2. 1—24. Die Fläche (4) ist algebraisch, denn sie ist der Ort der Mit- 
ten aller Sehnen zwischen den beiden algebraischen Kurven (1) und (2). Sind P,, 


1) Wie mir mein Freund Study mitteilt, beruht das jedenfalls darauf, daß 
die Bestimmung der Minimalflächen eines nichtenklidischen Raumes auf die Diffe- 
rentialgleichung zurückgeführt werden kann, die zur Bestimmung der Flächen kon- 
stanter Kr. eines euklid. Raumes dient. Vgl. Darboux, Lecons sur la theorie 
generale des surfaces, Bd. III, Paris 1894, 8. 471-478. 
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P, zwei Punkte von (1) und @,, @, solche von (2) und bezeichnet man die Mitten 
von P,Q,, P,Q, mit M,, M,, die von P,Q,, P; Q,mit N,, N,, so sind M, M, 
und N, N, zu Q,@,, also unter einander “und zu den Ebenen x = Const. parallel. 
Andrerseits sind M,N, und M,N, zu P, P,, also unter einander und zu den 
Ebenen y = Const. parallel; überdies ist M, N =MN, ud MM,=NN,. 
Hierin liegt, daß die Fläche (4) von den Ebenen «= Const. und ebenso von den 
Ebenen y= Const. in kongruenten gleichgestellten Kurven geschnitten wird, daß 
sie also eine Integralfläche von s= 0 ist (8. 357, Z. 8—4 v. u.).. Wählt man P,, P, 

' unendlich benachbart und ebenso @,, @,, so geht die Tangentialebene des Punktes 
M, der Fläche (4) durch M, und N, und ist mithin den zu P, und Q, gehörigen 
Tangenten der Kurven (2) und (1) parallel. Wählt man insbesondere @, so, daß 
P, Q, eine Erzeugende der Dev. wird, so geht die Tangentialebene der Dev. längs 
dieser Erzeugenden durch P, P,, 9, Q, und fällt daher mit der zu M, gehörigen 
Tangentialebene der Fläche (4) zusammen. Genau ebenso erkennt man die Richtig- 
keit der Behauptung auf S. 3861, 2.5—2 v.u. 

S. 362, Z. 10—26. Die Fläche (6) ist der Ort der Endpunkte aller der Strecken, 
die man vom Koordinatenanfange aus so ziehen kann, daß sie gleich und parallel 
sind den von den Punkten der Kurve (2) nach den Punkten der Kurve (1) gezo- 
genen Sehnen. Durch ähnliche Betrachtungen wie in der vorigen Anm. erkennt man 
daher, daß sie von den Ebenen x = Const. und auch von den Ebenen ep Const. 
in kongruenten gleichgestellten Kurven geschnitten wird, daß sie also eine Inte- 
gralfl. ist. Überdies leuchtet ein, daß diese Schnittkurven mit den Kurven (2) und (1) 
in entsprechenden Pkten. parallele Tangenten haben. Die Kurve r = t der Fläche 
(6) ist der Ort der Punkte, die von den zu Erzeugenden der Dev. parallelen Strecken 
geliefert werden. Hieraus folgt, daß die Tangentialebene der Dev. längs einer Er- 
zeug. immer der Tangentialebene der Fläche (6) in dem Punkte = parallel ist, 
den die Erzeug. liefert; insbesondere enthält diese letzte Tangentialebene die vom 
Koordinatenanfange nach dem betr. Punkte r = t gezogene Strecke. Mit andern Wor- 
ten: Die Tangentialebenen der Fläche (6) längs der Kurve r==t sind den Tangen- 
tialebenen der Dev. parallel und umhüllen einen algebr. Kegel, dessen Spitze der 
Koordinatenanfang ist. 

8.363, 2.5 v.0. — 1 v.u. Diese Betrachtungen sind umständlicher als nötig. 
!Jede algebr. Integralfläche, die den Kegel längs einer algebr. Kurve berührt, kann 
Ja in der Form (6) dargestellt werden, wo alle auftretenden Fkt. algebr., wo A, (r)=a 
und B,(t)=b konstant sind und wo r=t die Berührungskurve ist. Die Tangen- 
tialebenen der Fläche (6) längs der Kurve =: werden durch die Gl. (7) dargestellt 
und gehen alle durch den Koordinatenanfang, so daß (3) identisch erfüllt ist. Dem- 
nach wird (4) eine algebr. Integralfl., die der algebr. Dev. eingeschrieben ist, welche 
die Kurven (1) und (2) einhüllt. Aber zu dieser Fläche (4) steht (6) in der früher 
beschriebenen Beziehung, d. h. die Tangentialebenen der Dev. sind denen des Kegels 
parallel. 

S. 364, Z.5—3 v. u. Sucht man alle inf. B.T., bei denen die Gl. s=0 inv. 
bleibt, so erhält man nach Abh. XXV, S. 481f. die Difig.: BAW=DAW=BCW 
= DCW=0, aus denen folgt, daß die char. Fkt. W der inf. B. T. die Form: ez + 
p(&, pP) +x(y, q) hat, wo p und y willk. Fkt. bezeichnen. Die von diesen inf. B.T. 
erzeugten endl. B. T. haben die Gestalt 


«=X(a,p), Y=-Yyd, ?=02:+ 9a) +Xyd), 
p= P&p), (= Q 9; 
unter ihnen gibt es daher insbesondere solche, die (vgl. Abh. IX, S. 100) aus einer 
Gl. von der Form > 3 > 
"— C++ d)+9y y)=0 


abgeleitet werden können, und zwar sind, wie man sich leicht überzeugt, f und g 
wieder willk. Fkt. Algebr. B.T., die s= 0 inv. lassen, erhält man daher, wenn man 
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für f und g beliebige algebr. Fkt. setzt. Denkt man sich nun eine algebr. Fläche 
gegeben, die durch eine alg. B. T. der eben gefundenen Art aus einer alg. Dev. ab- 
geleitet ist, so kann man offenbar alle algebr. Integralfl. von s = 0 aufstellen, die in 
diese Fläche eingeschrieben sind. 

S. 364, Z2.3—1v.u. Nach Abh. XIX sind das die Monge-Ampereschen Gl., 
die durch B. T. auf die Form s—= 0 gebracht werden können. Die Frage ist nur, 
wie dabei die Beschränkung auf das Algebraische zu fassen ist. Offenbar genügt 
es nicht, daß die Koeff. der Diffgl. und die interm. Integrale algebr. sind, denn dar- 
aus folgt noch nicht, daß es eine algebr. B.T. gibt, die die Überführung leistet. 

S. 365, Z. 3—8. Stellt man die Kurven z= F'(x) und z=& (y) durch @l. von 
der Form: f(x, 2)=0 und p(y, z2)=0 dar, wo f und p ganze rationale Fkt. von 
den Graden o und ® sind, so ergibt sich die Gl. ‘der Fläche z= F(&) + d(y) 
durch Elimination von 4 aus den beiden Gl.: f(x, z—A)=0,9(y, A)—= 0 und wird 
daher höchstens vom Grade o@. Andrerseits ergibt sich die @l. der Fläche in den 
durch die G.z=ux-+vy-+ w definierten Ebenenkoord. durch Elim. von x und y 


aus den Gl. 
v=F@)+PW)—-aeF(a)—y®(y), u=F'(e), v=d(y) 


und erhält daher die der ursprünglichen ähnliche Form: w= F\ (u) + &,(v), wo 
offenbar w= F, (u) und w=®,(v) die Gl. der Kurven: z= F(x) und z= Ö(y) in 
Linienkoord. sind. Die Klasse der Fläche ist somit höchstens ex. Es sei endlich @ 
eine Gerade in einer Ebene x=-a. Die in dieser Ebene liegende Kurve 2— Fa) 
+ ®(y) besitzt r zu @ parallele Tangenten, für deren Berührungspunkte y die Werte 
Yıy+ ++, Y%, haben möge. In jeder Ebene y=y;(i=1,...,r) gibt es dann von 
ihrem Schnittpunkte mit @ aus ce Tangenten an die Kurve z= F(«) + ®(y,) und 
jede dieser rc Tangenten bestimmt mit G zusammen eine durch @ gehende Tan- 
gentialebene an die Fläche. Die Klasse der Fläche ist daher >rc und ebenso > tx. 

S. 365, Z.5 v.u. In der nachfolgenden Selbstanzeige (8. 366, Z. 5 v. u.) ist 
ausdrücklich hinzugefügt: „von zweiter Ordnung“. 

S. 365, Z.5—2 v.u. Eine Klasse von part. Diffgl. 2. O. dieser Art integriert 
Lie, Arch. II, S. 159—163, 1877 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ 1). Die Entwicklun- 
gen der gegenwärtigen Abh. überträgt er auf diesen allgemeinen Fall in den Leipz. 
Ber. von 1892, S. 448—472 (d. Ausg. Bd. II, Abh. X]). 

S. 365, 2.2, 1 v.u. Schon 1878 hatte Lie alle algebr. Minimalfl. bestimmt, 
die in einen gegebenen algebr. Kegel eingeschrieben sind, und hatte gewisse algebr. 
Developpable angegeben, für die sich dieselbe Aufgabe lösen läßt (Arch. III, 8. 224 
—233, 340—351, d. Ausg. Bd. I, Abh. XXII, XXI). In den Math. Ann. XV, 8. 467 
—501 (1879) sind diese Untersuch. wiedergegeben; dort geht Lie auch S. 484—486, 
496 —498 auf die zugrundeliegenden begrifflichen Betrachtungen ein (d. Ausg. 
Bd. II, Abh. III, $ 1—11, insbes. $ Tu. 10). 


t 


Zu Abhandlung XXIV, 8, 367-374. 


Vgl. die Anm. zu $. 356, 2. 9—3 v. u, 8. 719£. 

S. 367, Z.2 v.u. Enneper, „Über asymptotische Linien“, Gött. Nachr. 1870, 
Nr. 23 vom 16. Nov., $. 493510. Der im Text erwähnte Satz steht auf S. 496. Den 
von Lie angekündigten Beweis findet man in Abh. XXV, 8. 375f., 378. 

S. 867, Z.11—9 v.u. Abh. XXV, 8. 381383. 


S. 367, Z.9—7 v.u. Vgl. 8. 373, Z. 7 und Abh. XXV, S. 380f. 
S. 367, 2.6—4 v.u. Abh. XXV, 8. 378. 
i 370, Z. 1f. Eine andere Begründung dieses Satzes findet man in Abh. XXVI, 


S. 372, Z. 18—7 v.u. Die Gl. Z. 13 v. u. sagt nach Abh. XIV, 8. 190, Theor. 
I aus, daß die lin. part. Diffgl. 4(f) = 0 die inf. Trf. «(f) gestattet, daraus aber folgt, 





nn an en in Dal. 


Die p. Diffgl. s= 0. — Flächen konst. Kr. 123 


daß auch die Diffgl. Mau — Ldv= 0 diese inf. Trf. gestattet, daß sie also (vgl. 
Abh. XIII, 8. 179—181) den Integrabilitätsfaktor YA : (AM — BL) besitzt. 

S. 373, Z.7. Hazzidakis: „Über einige Eigenschaften der Flächen mit kon- 
stantem Krümmungsmaß“, Crelle 88, Heft 1, S. 68—73, Berlin 1879. 

8. 374, 2.6—8. Nämlich die inf. Bewegung, bei der die Fläche invariant bleibt. 


Zu Abhandlung XXV, S. 375—386,. 


S. 375, 2.7. Bonnet: „Memoire sur la theorie des surfaces applicables sur 
une surface donnee.*“ Journ. de l’Ecole Polyt. Cahier 41, Tome 24, $S. 209-230 
(1865) und Cahier 42, Tome 25, 8. 1—151 (1867). 

S. 376, Z. 17—13 v. u. Enneper a.a. 0. S. 499, 

S. 378, Z. 14—12 v. u. Das sphärische Bild der Fläche wird ja durch die @l.: 
E= — p:VYo, n=—gqg:Vo, £=1:Yo dargestellt. Man berechne das dazu gehö- 
rige Bogenelement und erinnere sich an Abh. XXIV, 8. 373, Z. 5—10. 

S. 379, Z. 17f. Das sphär. Bild jeder ebenen Krümmungslinie ist ja ein Kreis. 

S. 379, 2.2, 1 v.u. Es ist unklar, was damit gemeint ist. 

S. 379, Z.5—3 v.u. Sind A, B, C die Richtungskosinus der Flächennormalen, 
so erscheinen die Gl. (1), S. 376 in der Gestalt Kde = (BdC— CdB). Aus 


2,=—g(BQ- CB) = (BC,— CB, 


[2 


folgt nun 2(B0,,— OB.) 32 (BO, — OB = 80,- CB,), 


. 


demnach bestehen Gl. von der Form 


w»=cA+7- el +2 
und somit ist II, u w+- Sr A, 
N RER K 
d 2 K, 2, 
nz = du A +2 - ZA, 


Aber 2 A,?-du’ +22 4A,A, dudvo+ 2 A,°-dv? ist das Bogenelem. der sphär. 
Abbildung und dessen Det. kann nicht ident. verschwinden; soll daher sowohl 
ZA,” frei von v als 3 A,? frei von « sein, so ist die Konstanz von K nicht bloß 
hinreichend, sondern auch notwendig. 

Andrerseits findet man für das Bogenelement der Fläche selbst den Ausdruck 


dx? — 2A, :.du? — 2 2A4,A,-dudv-+ ZA,°-dv?) 


Soll hier der Koeffizient von du? eine Funktion von « allein sein und der von dv? 
eine Fkt. von v allein, so ergibt sich wieder als notwendige und hinreichende Bed. 
die Konstanz von K. 

Die in diesen Formeln liegende Beziehung zwischen dem Bogenelemente der 
Fläche und dem der sphär. Abbildung findet man in anderer Gestalt $S. 380, Z. 6— 
wu 

S. 380, Z. 8f. Da die Fläche das konstante Krümmungsmaß — K? hat, so kann 
man sie auf eine Kugel vom Halbmesser ö: K abwickeln; dieselbe Kugel kann man 
dann zur Herstellung der sphärischen Abbildung benutzen. 

S. 380, Z. 14, 13 v.u. Hazzidakis (Crelle Bd. 88, 8. 72f.) bezieht eine vor- 
gelegte Fläche von der konst. Krümmung %k auf solche Parameter «, v, daß die 
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Diffgl. der geod. Linien die Form dwud’v— dvd’u= 0 und das Bogenel. die Form 
du? + dv’+ (udv —vdu)' 





a ki1+u?+v?? 
annimmt. Die Codazzischen Gl. lassen sich dann so schreiben 
) D P) D 0) D' 6 I: 





vr ma_r3 "mer "mer 9% ma pri 


und zeigen, daß es eine Fkt. p(w, v) gibt, für die 











D D' ei 
EURER Frei) FIGEER > — Pur RER Bus 
(EG — FP)3 (EG — F?)3 (EG — F®)} 
j 1 
wird. Nun ist EG—- F’= FALukon” 


aus der bekannten Gl. DD’— D’?=k(EG — F?)? ergibt sich daher, daß von der 
Fkt.y=k"5@ die Difigl. 


F 1 
Kuukov Kur 


tat ton 
befriedigt wird. Diese aber entsteht aus der Diffgl. der Flächen konstanter Krüm- 
mung r !— 8 °?—k(1+p°+g%)” durch die dualistische Transformation 


on. O0. 0 00 
Ta ge RT TI Ten 








%c 


also bestimmen die Gl. für x, y’, 2’ ebenfalls eine Fläche von der konst. Kr. k. 

Wegen de —=y„„du-+ X, dv usw., kann man diese Fläche aus 
de =k(1+u +03)’ (Dau+Ddo) 
dy=k(1+u:+v%)’(D’du-+ D’ de) 
dz =uda’ +vdy' 

durch drei Quadraturen ermitteln. 

Nun ergibt sich 
de dp +dydg —=k(l+u? +03)” (Dau® +2D dudv + Dar), 
woraus hervorgeht, daß die Haupttangentenkurven der beiden Flächen einander ent- 
sprechen. Zugleich findet man durch eine leichte Rechnung 


kr zdg:— ED Z2FD’+GD Daw+2Ddudo+D’avt 
(EG— r3} (BG— F9} 
— k(Edu®+ 2 Fdudo @ dv), 


mit andern Worten, das Bogenelement der neuen Fläche ist gleich dem Bogenel., 
das man durch sphärische Abbildung der ursprünglichen Fläche auf eine Kugel vom 


Halbmesser 1:Yk erhält. 
Bezieht man andrerseits die ursprüngliche Fläche auf die Haupttangentenkurven 
u = Const., p—Const. als Parameterlinien, so erhält das Bogenelement die Form: 
Zdae’—=du?+2%dudv + dp? 
und das Bogenelement der sphär. Abbildung auf die Kugel vom Halbmesser 1 wird 
(vgl. S. 723, wo allerdings K* durch — % zu ersetzen ist) 


Zd4’—- —k(du’ — 2Fdudv tan), 
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demnach ist das Bogenel. der neuen Fläche 

Ede" —= — (du? — 25 dudo +dv?) 
und das Bogenel. der sphär. Abbildung der neuen Fläche auf eine Kugel vom Halbm. 
1:Yk wird gleich dem Bogenel. der urspr. Fläche. Man kann daher jede der beiden 
Flächen derart auf eine Kugel vom Halbmesser 1: yYk abwickeln, daß sie auf dieser 
Kugel das sphärische Bild der andern liefert. Damit ist die Übereinstimmung der 
Lieschen Konstruktion mit der von Hazzidakis erwiesen. s 

Aus einer reellen Fläche erhält man offenbar stets dann wieder eine reelle 
Fläche, wenn das Krümmungsmaß %k positiv ist. Ist k negativ, so muß man das Bo- 
genelement der ursprünglichen Fläche in der Form 
ER du? + dv? — udv— vdu)’ 
= —k.-1— u — v?)? R 
annehmen und erhält eine reelle Integralfl. der Diffgl. 

BE. RUFEN 

RE Az Ai 

Diese kann zwar durch eine dualist. Trf. in eine Fläche von dem Krümmungsmaß k 
übergeführt werden, nicht aber in eine reelle Fläche dieser Art. 

S. 381, Z.14—19. Daß & von y und n von x frei ist, kommt darauf hinaus, 
daß die inf. Trf. konform sind, daß sie also das Bogenel. mit einem Faktor multi- 
plizieren. Merkwürdig ist, daß Lie nicht gleich nach den inf. Trf. fragt, die das 
Bogenel. inv. lassen; diese haben nämlich auch die Form E(x)p-+n(y) q, wo noch 


die Diffgl. as, dn | dw, au _, 
ya 


befriedigt werden muß, das aber kann genau so ausgeführt werden wie im Text 
und wird wesentlich bequemer. { 

S. 382, Z. 10f. Gl. (B) kommt ja auf eine lin. part. Diffgl. 1. O. in den 3 Ver. 
x, y, y hinaus und man hat nach Abh. XIV, 8. 202, Fall b) zu verfahren. Merk- 
würdig ist es, daß Lie die dritte inf. Trf. gar nicht berücksichtigt, denn diese liefert 
gerade in dem vorliegenden Falle auf Grund von Abh. XIV, S. 192, Theor. II ohne 
Integration zwei unabh. Lös. jener lin. part. Diffgl. 1. 0. Zur Integration der Gl. (B) 
sind daher nur die beiden Quadr. erforderlich, die zur Bestimmung von $ und 7 
dienen. 

S. 382, Z. 16—18. Vgl. Liouvilles Note IV „Sur le theoreme de Gauß...* 
in der 5. Aufl. von Monges „Application“, Paris 1850, S. 597. 

S. 383, Z. 2. In Wahrheit hat auch das zweite Glied rechts das Minuszeichen; 
die nachfolgenden Betrachtungen sind daher unzutreffend. Eine sehr leicht inte- 
grable Form erhält die Diffgl. der geod. Kurven, wenn man setzt: 2— u + iv, y= 
%“— iv und dann « als unabh. Ver. betrachtet. 

S. 383, Z. 7,6 v.u. Einen Beweis dafür gibt Lie in Abh. XXX, S. 486f., 
Nr. 20. Etwas weiter geht ein Satz, den A. V. Bäcklund bewiesen hat („Om ytor 
med konstant negativ krökning“, Lunds Univ. Ärsskrift XIX, 1883, S. 16—19). Da- 
nach geht durch zwei Kurven, die denselben konst. Torsionshalbm. und die einen 
Punkt mit der Schmiegungsebene gemein haben, stets eine Fl. konst. Kr. Genau 
genommen müssen übrigens die Torsionshalbmesser der beiden Kurven entgegen- 
gesetzt gleich sein. 

S. 383-385. Man beachte, daß hier der Hauptsatz von Abh. XXIV auf einem 
ganz neuen Wege bewiesen wird. 

S. 384, Z. 10, 9 v.u., 386, Z. 7f. In der Abh.: Sopra alcune formole generali 
della teoria delle superficie, e loro applicazioni“, 1870—71. Man findet dort auf 
S. 180— 185 die Formeln für das Bogenelement und das Bogenel. der sphär. Abbil- 
dung, wenn die Haupttangentenkurven Parameterlinien sind, die Bestimmung einer 





ds? 


ri —s’= 


726 Anmerkungen zu Abhandlung XXV, 8. 3834—386, XXVI, 8. 387—389 


Fläche konst. Kr. aus dem betr. Bogenel. der sphär. Abbildung, den Satz S. 379, 
2.12, 11 v.u. 

S. 385, 2. 5—2 v. u. Vgl. Abh. XIII, S. 186, Z. 17—20. 

S. 386, 2. 1—5. Ist «, y, z2 ein Punkt einer Fläche und sind A, B, © die 
Richtungskos. der zugehör. Flächennormale, so erhält man durch eine Dilatation 
(Paralleltransf.) eine neue Fläche: =x -+cA,y=y-+cB, 2 =z2-+.c0, wo .c eine 
Konstante bezeichnet, und es wird A=4A, B=B, C’=C. Sind daher g,,.e, die 
Hauptkrümmungshalbm. der ersten Fläche, so wird für die nueg =, —c 9, = 
0, — c. Ist g,0, konstant —=a?, so wird 1:0,°+1:0,’ konstant für ce —=a}?; ist 
1:0, + 1:0, konstant = 1:a, so wird g,’e, konstant für c=a. Sind u — Const., 
v—= Const. die Haupttgk. (sections principales) und bringt man das Bogenel. einer 
Fläche von der konst. Kr. k auf die Form: du’ +2 Fdudv-+dv?, so lautet nach 
S. 723 das Bogenel. der sphär. Abbildung: — k (du? — 2 Fdu dv + dv?) und für das 
Bogenel. der Parallelfläche findet man: 


1— eh) (du +dv) +2 {+ MF+LEY-EA— FY}) dude. 


Auf den beiden Flächen konst. mittl. K.ce=-+Y1:k sind daher u = Const., v — 
Const. die Kurven von der Länge Null. 


Zu Abhandlung XXVI, S. 387—393, 


In Nr. XXVII, S. 396 teilt Lie die wichtigsten Ergebnisse von XXVI als „ver- 
mutlich neu“ mit. Hieraus kann man jedoch nur schließen, daß XXVII geschrieben 
ist, bevor XXVI im Drucke erschien, nicht daß sie überhaupt vor XXVI geschrieben 
ist. Welche der beiden Arbeiten zuerst veröffentlicht ist, habe ich nicht feststellen 
können. 

S. 387, Z. 10—12. „Über eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen“, 
Crelle 59, S. 382—393, Berlin 1861. 

S. 387, 2.5—3 v.u. Vgl. Bour, Abh. I, 8.79, Anm., Abh.II, 8.182f. Bour 
stützt sich auf einen Satz von Massieu: Die auf Rotationsflächen abwickelbaren 
Flächen sind dadurch charakterisiert, daß die kanonischen Diffgl. der geod. Linien 
ein lineares homogenes Integral besitzen. Dieses Integral kann durch eine Quadr. 
gefunden werden, sobald die Kr. der Fläche nicht konstant ist. Bei einer Fläche 
konst. Kr. geht das nicht, weil es da unendlich viele wesentlich verschiedene lin. 
hom. Integrale gibt. 

S. 387, 2.3 v.u. Hat man nämlich die geod. Linien der Zentrafl. gefunden, 
so braucht man nur unter diesen die senkr. Traj. der bekannten Kurven eg — Const. 
auszuwählen, was offenbar keine Integr. erfordert. 

S. 388, 2.7, 6 v. u. Aus der Form do? + e?%'@4g*, die das Bogenel. des einen 
Mantels der Zentrafl. erhält, folgt das ohne weiteres.’ «' 

8.388, 2.4, 3v.u. Es ist das Bianchis Dissertation. Im Febr. oder spätestens 
April 1880 schreibt Lie an F. Klein: „Von Bianchi habe ich eine ausgezeichnete 
Abhandlung erhalten. Sie scheint einen merkwürdigen (wenn auch naheliegenden) 
Fortschritt zu begründen. Die bei seiner sukzessiven Bestimmung von 
Flächen konstanter Krümmung erforderlichen Diffgl. 1. O. habe ich 
integriert.“ Vgl. auch Bianchis Abh. „Über die Flächen mit konstanter negativer 
Kr.“, Ann. 16, 8. 577—582, 1880, wo auf S. 582 dieser Liesche Brief erwähnt wird. 

8. 389, 2. 3—7. Daß es auf oo! Weisen möglich ist, erkennt man sofort, wenn 
man beachtet, daß die geod. Linien q = Const. einen unendl. fernen Punkt ge- 
mein haben. Die senkrechten Trajektorien og = Const. sind nebenbei bemerkt 
Lobatschefskijsche Grenzkreise auf der Fläche. 


: S. 389, Z.5. Für A hätte besser «a gesetzt werden sollen entsprechend $. 388, 
. EV, 
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8. 389, Z. 9. „was...ist“. In der französ. Fassung: „ce que l’on peut faire 
d’une fagon explicite“. 

S. 389, Z. 7—18. Sind x, y, z die Koord. des Punktes o, q der Fläche &, so 
werden die oo! Flächen F', für die ® eine Schale der Zentrafläche ist, durch die Gl. 


r=2— (0 — 9) Re: ‚ dargestellt, wo ge, ein Parameter ist, und die zweite Schale 
&, der Zentrafläche ist: S=0— Az, .... In der Tat, aus Ex, =iE: Zu,%,— 0 
folgt Zx 0% o =(, ER,R 2. 9 Zaa,,—0, also wird Zu, —=(, 21,8, = 0 


und die  akon, X, Y, Z der Normalen jeder Fläche F werden einfach 
Bor Yor 2gı d. h. die Flächen F schneiden wirklich die Tangenten der Kurven 


 Gnıt auf ® senkrecht. Ferner zeigen die Ident. E, +(e— 0) X, =(, 


fort, daß ® die eine Schale der Zentrafl. jeder Fl. F it q= Const. die eine  Bekıne 
der Krümmungsl. dieser Fl. Zur Bestimmung der zweiten Schar von Krümmungsl. 
dieser Fl. hat man dann die Gl. 


Be aa 90), 0, 40 Tee 9) 2,0) dq En (Re + %,,dg) —=(,. 


zu bilden, „> denen wegen der früheren Gl. und wegen Y u = e??:4 und 
AZ“ U E ER lt —A, so daß wirklich $= +02, 2— Az, 
die zweite Schale der Zentrafl. wird. Die Diffgl. der zweiten Schar der Krümmungsl. 
der Fl. F lautet ax, de+ 2x ,2 ,44= 9 und kann nach dem Satze von Nr. 1 
durch Quadr. integriert werden. Ist v»= Const. ihr Integral, so kann man stets eine 
solche Fkt. von v als neues v einführen, daß das Bogenel. von ®, die verlangte 
Gestalt de’? + e?'Adv? erhält. 

Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, daß sowohl die G.r—= x — (e — DEE 
als die Gl. &=x— Ax,,... Flächen darstellen. Das erste trifft immer zu; aus 


2.7 = (), Aa, = er®: AA— e-+e,) folgt ja, daß der Ort der Punkte x,y,3 
dann “and nur dann eine Kurve ist, wenn Fee, Yu en 0, wenn also x, y, 2 lin. 
Fkt. von o sind, was mit Zu, 2 — e?2:4 unvereinbar ist. Soll andrerseits der Ort 
der Punkte &, n, £ eine Kurve sein, so muß wegen I”, 5, =], 2,8, —= (0 sein: 


Fila d. h. x, —42,=). Für die Fläche © ist dann D’=0, d.h. 


die Kurven q = Const. and e = Const. sind Krümmungsl. (was in der Tat möglich 
ist). Es sind daher drei Fälle denkbar. Entweder nämlich eb es unter den x! 
Arten, auf die das Bogenel. von ® die angenommene Form do? -+ e??'Ädg? erhalten 
kann, gar keine, für die die geod. Lin. g= Const. Krümmungsl. sind, oder es gibt 
eine solche, oder alle geod. Lin. von ® sind Krümmungsl., d.h. ® ist eine Kugelll. 
vom Halb. iA. 

Wir sehen hieraus, daß die Bianchische Konstr. aus jeder Fläche ® von der 
konst. Kr. — 1: 4°, die keine Kugelfl. ist, 00! Fl. von derselben konst. Kr. liefert. 
Unter diesen Fl. artet entweder gar keine oder nur eine in eine Kurve aus.’ Da- 
gegen liefert die Konstr., angewandt auf eine Kugelfl. vom Halbm. iA, keine Fläche, 
sondern lauter Kurven. 

S. 389, 2.16, 15 v.u. Vgl. die Anm. zu 8. 375, Z. 7, insbesondre 9. 72—78 
von Cahier 42. 

8. 389, Z. 10—8 v. u. Bonnet zeigt a. a. O., daß jede Fläche konstanter mitt- 
lerer Kr. auf oO! derartige Flächen abgewickelt worden kann. Die hier angedeutete 
Ableitung von oo! Fl. konst. Kr. aus einer gegebenen formuliert Lie in der Selbst- 
anzeige, S. 393, einfacher. Vgl. die Anm. dazu. 

8. 390, Z. 7—13, Z. 9—6 v.u. Man überzeugt sich davon leicht, wenn man 
beachtet, daß F= D'’—=0 ist, und die bekannten Formeln 


„VE _ 1 v6 1 


Bar: e and 2 lg —- he De=E4, De =G4 
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% 
benutzt, wo 4?= E@ — F? (vgl. z.B.Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, 
2. Aufl., Leipzig 1913, 8. 442—445). 
S. 390, Z. 18—14 v. u. Man findet nämlich 
1 at al k M 
9 p9—IkIp 9 + C 
Es ist unklar, wie Lie dazu kommt, die partikuläre Lösung, die sich für M—= 0 
ergibt, als singulär zu bezeichnen. 
S. 391, Z.6—1 v. u. Das ist der Gegenstand von Abh. XXXVIIL 
S. 393, Z. 12—8 v. u. Das Bogenel. der Fläche ist dabei in der Form 
ds! +2cos0dsdo-+- do? angenommen, ihr Krümmungsmaß hat den Wert — K. 
Das Bogenel. der Parallelfläche konst. mittl. Kr. wird nach S. 726 4e'®dsdo, und 
es ist klar, daß dem Werte von 6 auf Z. 10 v.u. oo! auf einander abwickelbare 
Flächen konst. mittl. Kr. entsprechen (Z. 3—1 v. u.). Die jetzige Ableitung von 
00! Fl. konst. Kr. aus einer gegebenen stimmt daher mit der auf S. 389 angedeu- 
teten überein. 
S. 398, Z.5,4v.u. Vgl. Abh. LXI, S. 556, 2. 3—1rv.u. 





Zu Abhandlung XXVI, 8. 394—397. 


S. 394, 2. 9—11. Was Lie an F. Klein geschrieben hat, ist nicht mehr vor- 
handen, dagegen liest man in einem im März 1877 geschriebenen Briefe an A. Mayer: 

„Ich beabsichtige einen dritten Teil meiner Theorie der p. Dgl. 1. O. zu 
schreiben. Derselbe soll wesentlich meine Note in Gött. Nachr. Herbst 1872 [hier 
Abh. IV] in entwickelter Form und ausgeführt darlegen. Ich betrachte nicht mehr _ 
die allgemeinen Gl. 1. O., sondern nur solche F\ = a, die sich derart integrieren 
lassen: Zpdxe=8,dF,+P,dF,+::-+9,dF,, daß dieGl.F,=qa,...,F,=4, 
durch Elimination der p, unter Umständen mehrere Relationen zwischen den & 
geben. Ich habe mehrere schöne Resultate erhalten. 

„Das Problem, eine oder mehrere Gleichungen, welche die betreffende Eigen- 
schaft besitzen, in einfachster Weise zu integrieren, läßt sich in erschöpfender Weise 
erledigen. Es gibt insbesondere eine Reihe Fälle, die sich ebenso einfach wie die 
lineare Gl. zwischen n Variabeln erledigen lassen. Es ist sehr merkwürdig, daß die 
Theorie der allgemeinsten p. Dgl. 2. O., die man bis jetzt (Darboux, L&vy) integriert 
hat, sich auf Gl. 1. O. zurückführen läßt, und zwar auf Gl. 1. O. des oben be- 
sprochenen Charakters. Doch wird es wohl Zeit nehmen, ehe ich dazu gehe, diese 
meine Untersuchungen analytisch einzukleiden, was mir immer beschwerlich ist.“ 

Weiter enthält der schon auf S. 714 erwähnte Brief an A. Mayer, der über- 
schrieben ist: „In den Gebirgen, 27. Juli 1877“, folgendes: 

„In der Theorie der Gleichungen f(2, &,,..., &» Pıs -*“, 2,)=0 besteht der 
wichtige Satz: Haben zwei Gl. F=0, ©=0 gemeinsame Lösungen, so genügen 
dieselben zugleich der Gl. [F®]= 0. 


„Es ist mir gelungen, eine höchst bemerkenswerte Ausdehnung dieses Satzes 
zu finden. 


„Seien in der Tat z,,..., z, unbekannte Funktionen von +0, &., die durch 
r+1dGl. 
(1) F 02% 
\ i Ayyerıy Apr Kyerey Lu FR —ı, G=1,..,r+1) 
m 


verbunden sind. Existieren nun Fkt. z,,..., 2,, welche diese r—+1 Gl. befriedigen, 
alsdann gibt es immer eine Gl. 


(2) [F,F,...F,,)=0, 


die hins. der Diffqu. einer jeden Größe F‘ linear ist, welche ebenfalls von den 
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Größen 2,,..., 2, befriedigt wird. Diese neue Gl.') enthält wie die vorgelegten nur 
; 02; 
erste Diffqu. 32; 

„Besteht die Gl. (2) identisch, so darf man indes leider nicht schließen, daß 
die Gleich. 6) die größte Zahl gemeinsamer Lösungen besitzen. Wenn nichtsdesto- 
weniger mein Satz wichtig ist, so liegt das darin, daß jedes System p. Diffgl. be- 
liebiger O. auf Gl. der Form (1) sich reduzieren läßt. 

„Seien wiederum vorgelegt © Gl. 


F (a3 22:3 2 Luyeoıı Sms Pi -- 2m) =) (=1...8). 
Ich stelle die Aufgabe, zunächst eine Relation 


lern 00:3 By Ds 00, 0m) = Conit. 
zu finden, welche die © Gl. F,—=0 identisch a Ich bilde die m Gl. 
af DL 
dx, 7. + DE ı Auss (k=1,..., m). 


Ich verbinde diese m Gl. mit den © RER Ich setze voraus, daß zwischen 
diesen © -+m Gl. sich alle pj wegschaffen lassen und daß hierdurch gewisse Re- 
lationen (etwa o solche) 


hervorgehen. 


20 


ala. Ems ARE FR Ahr r® 


„Ist diese Voraussetzung erfüllt, so integriere man die Gl. 2, = 0, die nur 
eine unbekannte Fkt. enthalten und dabei von 1. 0. sind. Ist dies geschehen, so 
findet man durch ausführbare Operationen eine vollständige Lösung von den 
Gl. F= 0. Dabei sage ich, daß r Relationen 


'P% Bir Br as nenn Saar Os Or) ed (g=1,..,N) 
mit gewissen arbitr. Konst. C,, O,, ... eine vollst. Lös. von F', = 0 bestimmen, wenn 
1) Lie ist meines Wissens niemals wieder auf diese Gl. zurückgekommen, und 


zwar jedenfalls deshalb, weil er erkannt hat, daß seine Behauptung für n >1 nicht 
richtig ist. In der Tat, setzt man 


TS a 
de, Chu Ö®, ‚da, Pur 


dF . 
nr 02, u TR. 


so wird zwar 


0 
„ da, OPı,u dx IE A Ar a, dx, OP, u 


BR 


uv om, ’ 
’ da, 














..r 1.0 
oF, OF, OF, En 
+ >77 gi dr OPr, u ® OPr, v OPs,u 


frei von den Pius aber es ist nicht möglich, hieraus mit Hilfe einer dritten Gl. 
F=—0 einen Ausdruck herzustellen, der von allen P5, „frei ist. Davon überzeugt 
man sich leicht, wenn man den einfächsten Fall DER 2 betrachtet, die Ver- 
änderlichen z, P2 und &, y nennt und die Bezeichnungen 


02 0°2 02 ra, 
Eye Br ne ans benutzt. 
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die Elimination der C, zwischen den g, = 0 und ihren Differentialgleichungen keine 


weiteren Relationen zwischen den x, z und p als die F,—=0 ergibt. 

„Es ist ferner möglich, das Integrationsproblem auf ein ähnliches zu reduzieren, 
so zwar, daß m um 6 Einheiten reduziert wird, während allerdings r größer wird. 

„Ist insbesondere m — 6 <{2, so ist das zurückstehende Integrationsgeschäft 
auf gewöhnl. Diffgl. mit zwei Variabeln zurückgeführt. 

„Diese Theorie umfaßt als sehr spezielle Fälle einerseits die Cauchysche 
Integrationsmethode der Gl. 1. O., zweitens Levys Theorien in Comptes 
rendus 1872. Diese Sachen, über welche ich wohl schon früher geschrieben habe !), 
werden Sie interessieren, wenn sie einmal ausführlich dargestellt vorliegen.“ 

Die in diesem Briefe und in der vorliegenden Abh. angedeuteten Theorien 
entwickelt Lie ausführlich in der Arbeit „Zur allgemeinen Theorie der part. Diffgl. 
beliebiger O.“, Leipz. Ber. 1895, S. 53—128 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX). Dort be- 
handelt er in Kap. II auf 8. 71—81 und 82—86 die beiden Beispiele I und II ein- 
gehend und bespricht auf S. 86—89 auch den allgemeinen, hier in Nr. 3 erwähnten Fall. 

S. 394, 2. 12—8v.u. Vgl. Darboux, Abh. I, I, II. 

S. 395, 2.2. Vgl. Levy, Abh. I. 

S. 395, Z. 17,16 v.u. Was Lie unter dem Maximumswert der Zahl q versteht, 
ist nicht ohne weiteres klar, man kann es aber erraten, wenn man eine Stelle in 
der letzten Abh. berücksichtigt, die Lie überhaupt veröffentlicht hat: „Über B.T. 
und Diffgl.“, Leipz. Ber. 1898, S. 113—180 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XI). Dort verweist 
er nämlich auf S. 141 in einer Anm. hinter Theorem V auf die vorliegende Abh. 
und beruft sich darauf, daß die Zahl der Gl. des betrachteten Involutionssystems 
nur um eine Einheit kleiner ist als die Zahl der darin vorkommenden Diffqu. 
Danach verhält sich die Sache so: Es sei ein System von part. Diffgl. 1. O. vorgelegt: 


(1) Flur een Opr Binnen Ama Pi,1m Hr Pyn) = 0 (k=1,...,r), 


wop ,= OBn Das Syst. sei nach r von den Diffqu. auflösbar und unbeschränkt 
u,t 0%, 


integrabel, d. h. durch Differentiation und Elimination lasse sich aus ihm keine Gl. 
nullter O. ableiten und auch keine Gl. 1. O., die nicht schon ohne Differentiation 


aus (1) folgt. Man sucht nun eine Fkt. V von &,, ..., &y, 21 ++ 27, zu bestimmen, 
die sich vermöge (1) auf eine Konstante reduziert, und fügt zu diesem Zwecke die Gl. 
3V 1..m 2 
Y 
2 oe .— =. 
) +2 Pays oz . en 


hinzu. In Betracht kommt nur der Fall, daß die Zahl r der Diffgl. (1) so groß ist, 
daß sich die p u,,; us (1) und (2) eliminieren lassen. Der Maximumswert der Zahl 
der Diffgl., die man für Y bekommt, tritt dann ein, wenn (1) ebensoviele Gl. enthält 
wie Diffqu., wenn alor=m:n ist. «' 

8. 395, Z. 13—7 v. u. In der vorhin angeführten Abh. Leipz. Ber. 1895 führt 
Lie das hier Gesagte etwas näher aus. Auf $. 89 hebt er nämlich hervor, daß 
immer, wenn sich die P;,u aus den Gl. (1) und (2) eliminieren lassen, das Syst. (1) 
auf ein unbeschränkt integrables System zurückgeführt werden kann, das weniger 
als n unabhängige Veränderliche enthält. Dieselbe Bemerkung findet sich 
schon in dem vorhin mitgeteilten Briefe an A. Mayer (Z. 3f.). 


1) Vgl. S. 728 und den Brief vom Jahre 1876, der auf $. 691f. abgedruckt 
ist, s. auf 8. 692: „Ich habe meine alte Klassifikation ...“. Hier ist auch der lange, 
auf $. 695—699 abgedruckte Brief zu erwähnen, den Lie 1876 an einen noch nicht 
ermittelten Mathematiker gerichtet hat; s. da 8. 698: „Nach meiner Auffassung ... 
vollständig erledigt.“ Es geht daraus hervor, daß Lie tatsächlich von diesen Dingen 
auch an andere als Klein und Mayer geschrieben hat (vgl. 8.394, 2.10). A.d.H. 
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8.395, 2. 3—1v.u. Bäcklund, Über Systeme part. Diffgl. 1. O., Math. Ann. XI, 
S. 412—433 (1877); Über part. Diffgl. höherer O., die intermediäre erste Integrale 
besitzen, ebd. XIII, S. 69—108 (1877); Zur Theorie der Charakteristiken der part. 
Diffgl. 2. O., ebd. XIII, S. 411—428 (1878); Zur Theorie der part. Diffgl. 2. O., ebd. 
XV, 8. 39—85 (1879). 

S. 395, Z. 6—4 v. u., 396, Z. 1—4. Vgl. S. 728. Auf diese Untersuchungen ist 
Lie erst in der vorhin erwähnten Abh., Leipz. Ber. 1898, wieder zurückgekommen. 

S. 396, Z. öf. Vgl. die erste Anm. zu Abh. XXVI, S. 726. 

S. 396, Z. T£. Vgl. Abh. XXVI, 8. 387. 

8. 396, 2.9f. Vgl. Selbstanz. XXVa, S. 385, Z. 5v.u.— 386, 2.5 und Abh. XXVI, 
S. 390. Die Summe braucht dabei nicht von Null verschieden zu sein. 

S. 396, Z. 11—14. Benutzt man auf einer Fläche von der konst. Kr. k als 
Parameterlinien eine Schar von geod. Linien vd = Const. und deren senkrechte Tra- 
jektorien u = Const., so kann das Bogenel. bekanntlich die Gestalt ds? = du? 


+&(u, dv) dv? erhalten, wo YO = e" eg ET ae Eh Q,, unter ®,, ®, Fkt. von v 
allein verstanden. Gehen die geod. Linien v = Const. alle durch einen Punkt, so 
gibt es einen konst. Wert u = u,, der auch unendlich sein kann, für den © bei 
beliebigem v verschwindet, demnach ist ®,:%, konstant, und man kann v so wählen, 
daß ®, und ®, beide konstant werden, also Y®& —ae!V-* + be“V-*, Ist nun in 
irgend einem Parametersysteme «, v die Diffgl. der geod. Linien d — Const. ge- 
geben: = udu — Adv—= 0, so wird die der senkr. Traj. 2=(AE-+ uF')du 
+@AF-+u@)dv=0 und das Bogenel. der Fläche läßt sich so darstellen: 

d2?+ (EG — F9)4? 

EM +2Filu+ Gu? 


Da do —=e4, du= 64 sein muß, so wirdo—=1:YEA?+ 2Fiu + Gu* und 
VRa- 3 o—glae"V-* 1 der“V-R) Verbindet man damit die Integrbed. 
. Ao+7, eo und die lin. part. Diffgl., der u genügt, so findet man die 





ds’ = 





logar. en von e und, wenn weder a noch b verschwindet, eV und oe ohne In- 
tegration. Daß weder a noch b verschwindet, erkennt man daraus, daß die Gl. 


 du=64' erfüllt ist; wenn das nicht der Fall ist, muß man eine der beiden Fkt. 


Er Bu uei & 


EEE VETRLLTI WEIT BE TU ET 


e, u durch eine Quadr. bestimmen und findet dann die andre ohne Integr. 

S. 396, Z. 14—16. Bianchi (vgl. Abh. XXVI, 8,388 £.) denkt sich eine Fläche 
® konst. Kr. gegeben und deren Bogenel. auf die Form ds? = de’ —+ er:Adg: 
gebracht. Er konstruiert dann oo! Flächen F\, die ® zum ersten Mantel der Zentra- 
fläche haben und deren Hauptkrhalbm. ge und o’in der Beziehung og — g’—= A stehen. 
Der zweite Mantel ®, der gemeinsamen Zentrafläche aller Flächen F’' ist dann die 
neue Fläche konst. Kr. Auf den Flächen F’ ist nun qg= Const. die eine Schar von 
Krümmungslinien, man kann daher die Diffgl. der zweiten Schar aufstellen. Aber 
dieser zweiten Schar entsprechen auf ®, oo! geod. Linien durch einen unendlich 
fernen Punkt, folglich kann man den Integrabilitätsfaktor der betr. Diffgl. aufstellen. 

In Abh. XXVI, S. 389 begründet Lie dieses Ergebnis kürzer, indem er sich 
darauf stützt, daß auf den Flächen F’ beide Scharen von Krümmungslinien durch 
Quadr. gefunden werden können; den Satz über die geod. Linien durch einen Punkt 
braucht er dabei nicht. Das spricht entschieden dafür, daß XXVII vor XXVI ge- 
schrieben ist. 

S. 396, Z. 17—19. Spiralflächen nennt Lie die Flächen, die eine inf. Ähnlich- - 
keitstrf. gestatten, d. h. eine lineare inf. Trf., bei der der Kugelkreis inv. bleibt. Schon 
Math. Ann. V, S. 204, Z. 11—16 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 17, Schluß von Nr. 51) 
bemerkt er, daß bei ihnen die Bestimmung der geod. Linien nur die Integr. einer 
gew. Diffgl. 1. O. erfordert. Die Benennung „Spiralflächen“ hat er aber erst 1878 
benutzt (Arch. Bd. III, S. 460, Anm., d. Ausg. Bd. V, Abh. V, am Schlusse). Das 
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Bogenel. einer Spiralfl. kann die Form ds’ = e*?8(&«— y)dxdy erhalten und, wie 
M. Levy gezeigt hat, ist jede Fl., deren Bogenel. diese Form hat, auf eine Spiralfl. 
abwickelbar (vgl. Lie, Klassif. d. Flächen usw., Kristiania 1879, 8. 10, d. Ausg. 
Bd. I, Abh. XXIV, Schluß von $ 2, ferner Math. Ann. XX, 8. 372, d. Ausg. Bd. II, 
Abh. IV, $ 2, Nr. 9; endlich M. Levy, Sur le developpement des surfaces dont 
l’element lineaire est exprimable par une fonction homog£ne, 0. R. 87, 8. 788—791 
(1878). | 

Von den zwei Behauptungen, die Lie hier aufstellt, leuchtet die zweite ohne 
weiteres ein: man vgl. nur die Anm. zu 8. 387, 2.53 v.u. Die erste dagegen, in 
der die zweite als besonderer Fall steckt, kann ich bis jetzt noch nicht beweisen. 
Lie hat zwar gezeigt, daß es auf jeder auf eine Spiralfläche abwickelbaren Fläche 
eine konforme inf. Trf. gibt, bei der die Schar der 00? geodätischen Linien der 
Fläche invariant bleibt (s. seine beiden vorhin angeführten .oh.); daraus würde 
aber seine Behauptung nur dann folgen, wenn den oo! Krümmungslinien der ur- 
sprünglichen Fläche auf der zugehörigen Zentrafläche 00! geodätische Linien ent- 
sprächen, die bei dieser konformen inf. Trf. unter einander vertauscht würden. Das 
braucht aber keineswegs der Fall zu sein, denn jede Fläche ® kann derart als 
Zentrafläche einer andern F’ aufgefaßt werden, daß der einen Schar von Krümmungs- 
linien von F beliebige 00! geodätische Linien von ® entsprechen. 


Zu Abhandlung XXVIII, $S. 398—418, 


Über die Vorgeschichte der Abh. über Fl. konst. Kr. geben mehrere Briefe Auf- 
schluß, die Lie 1880 an F. Klein geschrieben hat.!) Es heißt da: „Mir geht es ganz 
gut. Ich treibe Flächen konstanter Krümmung. Es geht sehr schön vorwärts, und 
es scheint mir sicher, daß ich diese Theorie, die bis jetzt ganz im Anfange ist, in- 
sofern es sich um spezielle Flächen handelt, sehr wesentlich fördern werde. Bian- 
chis Note ist mir sehr nützlich gewesen. Ich muß sehr große wenn auch einfache 
Rechnungen durchführen. Ich habe, glaube ich, den Schlüssel gefunden.“ 

Ferner: „Ich hätte längst geschrieben, wenn ich nicht so viel zu tun hätte. Ich 
kämpfe nämlich mit den Fl. konst. Kr. Es geht vorwärts. Doch kostet jeder Schritt 
abscheuliche Rechn., die bis auf weiteres unvermeidlich scheinen. Ich betrachte es 
als sicher, daß die Vereinigung von Bianchis und meinen Untersuch. die allge- 
meine Bestimmung aller Fl. konst. Kr. leistet. Mein Beweis für die Richtigkeit dieser 
Behauptung ist sehr weit fortgeführt, so weit, daß ich jedenfalls kaum zweifele. Aber 
wie gesagt, fertig ist der Beweis nicht, und es wird auch nicht leicht sein, ihn 
fertigzubringen.“ «' 

„Wenn dies nun wirklich gelingt, so ist das auch deswegen sehr bemerkens- 
wert, weil die Gl. rt— s’= Const. (1+9p°-+ 9°)? sich nicht nach den bisherigen 
Integrationsmethoden (Monge, Ampere, Darboux, Levy) integrieren läßt. Ich 
hege daher weitergehende Pläne über Integrationsmethoden, die weiter als die bis- 
herigen reichen sollen. Diese Methoden sollen beruhen auf den unendlichdeutigen 
Transformationen (in Bäcklunds Sinne), die eine Gl. gestatten kann.“ 

„Dies letzte sind allerdings noch nur Spekulationen, die ich möglicherweise nicht 
durchführen kann.“ 

Ferner: „Meine herzlichste Gratulation zu Deiner Übersiedelung nach Leipzig. 
Ich verstehe gut, daß diese Änderung Dir sehr angenehm ist.“ 

„1) Ich habe nun sicher alle Flächen konst. Kr. durch sukzessive Quadraturen 
bestimmt. Auf jeder solchen Fl. kann ich die Krümmungsl., die Haupttgk. und die 
geodätischen Kurven durch Quadratur bestimmen.“ 


1) Im ganzen sind es fünf Briefe, die hier in Betracht kommen. Aus dem 
ersten habe ich schon auf $. 726 die betreffende Stelle mitgeteilt. 
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„Vermöge früherer Theorien finde ich hierdurch durch Quadraturen 2) alle 
Flächen konst. mittl. Kr. 1:R+1:R’=Const. 3) alle Flächen R — R’— Const. 
4) alle Fl. R— R’— cotg. a (3 und 4 beruht darauf, daß ich nicht allein 
alle Fl. konst. Kr. sondern zugleich ihre geod. Kurven kenne.)!) Ich finde ferner 
einige andere Flächenfamilien,“ 

„Dies ist theoretisch sehr hübsch und sogar großartig. Praktisch ist aber noch 
viel zurück. Denn die Eliminationen werden jetzt bald zu kompliziert. Diese Unter- 
suchungen haben mir schreckliche Rechnungen, die hinterher ganz überflüssig sind ?), 
. gekostet.“ 

„Meine Bestrebungen gehen jetzt darauf hinaus, zu beweisen, daß die Gl. 


Be ol 


8:5 
? a Const. 
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die alle Fl. konst. Kr. bestimmt, nicht nach den alten Methoden integrabel 
ist. Das wäre sehr schön wenn das gelänge.“ 

Endlich: „Zunächst kann ich Dir mitteilen, daß meine Frau im Anfange dieses 
- Monats eine Tochter kriegte.“®) 

/ „Zweitens habe ich wiederum einen fundamentalen Schritt vorwärts in der 
Theorie der Fl. konst. Kr. gemacht. Ich habe nämlich definitiv bewiesen, daß die 
Gl. ®—rt=(1+p?’+g°)*:a?, die ich durch sukzessive Quadraturen integriert 
' habe, sich nicht nach den bisherigen Integrationstheorien von Monge, Ampere, 
' Darboux und Levy integrieren läßt. Es ist durch sehr schöne analytische Hilfs- 
mittel, daß ich diese anscheinend kolossal schwierige Untersuchung durchgeführt 
' habe.‘) Ich werde überhaupt fortfahren, diese merkwürdige partielle Diffgl. ein- 
gehend zu diskutieren. Diese meine Untersuchungen verdienen ganz sicher, nicht 
unberücksichtigt zu bleiben. Im Herbstsemester hoffe ich Dir eine große Theorie 
der Fl. konst. Kr. zu den Math. Ann. schicken zu können.“ ) 

Hierzu füge ich noch zwei Stellen aus einem Briefe vom 17. 12. 1881: „Ich 
habe eben einen interessanten Brief von Ribaucour, der eben eine große Arbeit 
über Minimalfl. publiziert. Wie es scheint, ist meine Arbeit über Minimalfl. dem 
großen Publikum leichter zugänglich als meine älteren Arbeiten. Ribaucour 
schickt Dir einen freundlichen Gruß durch mich. Er ist Ingenieur und hat wenig 
Zeit zu der Mathematik, in der er nichtsdestoweniger sehr originelle Sachen produ- 
ziert hat. Unter anderm hat er längst den Satz von Bianchi über Fl. konst. Kr., 
der mir so nützlich gewesen ist, in den Comptes Rendus publiziert®), ohne indeß, 
wie ich glaube, auf seiner Tragweite zu insistieren.“ 








1) Man beachte, daß die zu den Flächen 3) und 4) gehörigen Zentraflächen 
konstante Kr. haben. A.d.H. 

2) Gemeint sind damit die- Rechnungen, die in der vorliegenden Abh. zum 
Teil wiedergegeben sind, die aber durch die Betrachtungen in Abh. XXX überflüssig 
werden. A.d.H. 

3) Es war das die zweite Tochter Dagny, geb. 5. 7. 1880, jetzt die Frau des 
Pharmakologen Professor Straub in Freiburg i. B. 

4) Lie hat sie dargestellt in Abh. XXXI, S. 447 ff. 

5) Auch dieser Plan ist unausgeführt geblieben. 

6) „Sur la deformation des surfaces“, C. R. 70, 8. 330—333 (1870), s. insbe- 
sondere S. 331, 2. 3 v. u.—332, Z. 3. Der Satz erscheint dort in der folgenden Ge- 
stalt: Hat man eine Fl. von der konst. Kr. —1:a* und beschreibt man um jeden 
ihrer Punkte in der zugehörigen Tangentialebene einen Kreis von konstantem Halbm., 
so werden diese Kreise von oo! Fl. orthogonal geschnitten, und zwar haben diese 
o0' Fl. wieder die konst. Kr. — 1: a? und gehören einem dreifachen Orthogonal- 
systeme an. Auffallend ist es, daß Ribaucour sagt, der Halbmesser der Kreise sei gleich 
der Krümmung der Ausgangsfläche, während er doch gleich a gewählt werden muß. 
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„Sobald wie möglich werde ich wieder ernstlich die Flächen konst. Kr. an- 
greifen. Ich schmeichle mir mit, daß ich ihre Theorie wesentlich gefördert habe, wenn 
[auch] noch viel da zu machen ist, ehe die Theorie einigermaßen befriedigend wird.“ 

Vgl. auch Leipz. Ber. 1892, 3. 573 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil I). 

S. 401, Gl. (5). D hier in anderer Bedeutung als in (3) und (4). 

S. 401, 2.7 v. u. — 402, Z. 3. Man findet zunächst: 

R=a’g, @— 2) —-9Yy—Yı)) 
S=l+P+NtEP—-P)y-NtIe- 2) -Q- Man +Pe—2))}, 
ersetzt man hier p,, q, durch ihre aus (1) folgenden Werte (vgl. 8. 407, Z.4,3 v. u.) 
und dividiert durch a*, so erhält man die auf $. 402, Z. 3 angegebenen Ausdrücke. 

S. 402, Z. 12f. Behält man die Bezeichnungen von $. 727 bei, so findet man 
für die aus ® abgeleitete Fläche konst. Kr. &, die Gl. zZ, =), 25, ,—), die 
Tangentialebene von ®, in dem Punkte og, q hat daher die Gl. & E—-8% 
=2(—-2)m=P0, d.h. sie steht auf der Tgeb. von ® in dem Punkte g,g senk- 
recht und geht ebenso wie diese durch die Verbindungsgerade der beiden Punkte 
%, y, 2 und ö, n, &, die von einander den Abstand A (jetzt = a) haben. Bedenkt 
man nun, daß es auf der Fläche von der konst. Kr. — 1: 4? gerade oo! Koordi- 
natensysteme gibt, für die das Bogenel. die Form 8. 389, Z. 5 erhält (vgl. S. 726), und 
daß jede geod. Linie der Fläche zwei verschiedenen Büscheln von parallelen geod. 
Linien angehört, so erkennt man, daß auf den oo! Fl. konst. Kr., die von der Bi- 
anchischen Konstr. geliefert werden, jedem Punkte &, y, z der urspr. Fläche, der 
die Tgeb. 3-2 —- pe —qy—y)=0 hat, die 00! Punkte x, y, 2, ent- 
sprechen, die den beiden ersten der Gl. (1), $. 399 genügen, und daß in jedem 
solehen Punkte x,, y,, 2, die Tgeb.3— 2, — 9, E — 2) — 4 YW— yı)=0 der neuen 
Fläche durch die beiden letzten Gl. (1) bestimmt wird. 

8.402, Z.4—2 v.u. Vgl. A. V. Bäcklund, „Über Flächentransformationen“, 
Ann. IX, 8. 297—320 (1876). „Über part. Diffgl. höh. O., die intermed. 1. Integrale 
besitzen“, I. Abh., ebd. Bd. XI, 8. 199—241 (1877), II. Abh., Bd. XII, $. 69—108 
(1877), endlich die damals noch nicht erschienenen: „Zur Theorie der part. Diffgl. 
1. 0.* Ebd. Bd. XVII, S. 285—328 (1881), „Zur Theorie der Flächentransformationen“ 
Bd. XIX, S. 387—422 (1882). In der letzten behandelt Bäcklund auf $. 418—420 
insbesondere die Bianchi-Liesche Transformation der Flächen konst. Kr. 

S. 405, Z.4—10. Genau genommen, müßte in (10) gesetzt werden: {=1-+p?, 
in (11) dagegen: d=1-+9°. 

8.405, Z2.15—20. Es handelt sich um die Bestimmung aller Gleichungssysteme 
in x, y, 2, pP, q, die bei den drei angegebenen inf. Trf. inv. bleiben. Die dazu 
dienenden Regeln betrachtete Lie als selbstverständlich; erst in Bd. I der Th. d. Trfgr., 
Leipz. 1888 hat er sie in Kap. 7, 8. 107—136 eingehend entwickelt und begründet. 

S. 406, Z. 14—16. Auf diese Frage ist Lie auch später nicht eingegangen. 


ıo? 9? 
8. 408, 2.10 v.u. Eswird: PR —= — = —————: 
R ’ Pi ’ Q, adyd 





S. 411, Z. 12—16. In der Tat ist: 
UT=(i+dr—2pgs ++ PN)’ — rt — s’)o, 
also » U die Diskriminante der quadr. Gl. für die Hauptkrümmungshalbm. Die 
Mongesche Diffgl. U—= 0 erwähnt Lie zum ersten Male 1872, Ann. V, S. 214 Anm. 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 59). 
S. 413, 2.7. Es wird: 











_|dR, ps+qt I 
Bi—|, er ar a Fr 

AR 2ps +gt q8 
B= 5 +pa(R, —pa— aa PIE a Re, 
3-7, | +U+M mp —-FIER, 
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die Ausdrücke für die C, und D, ergeben sich in bekannter Weise durch Vertau- 
- schung von x mit y. 

S. 415, Z.7—5 v.u. Es genügt, wenn das für irgend eine der oo! Fl. konst. 
Kr. bewiesen wird, die aus der gegebenen durch die Bianchische Trf. hervor- 
gehen. Zu diesem Zwecke denken wir uns wie früher (vgl. S. 389 u. 727; für das 





f damalige A schreiben wir jetzt a) das Bogenel. der gegeb. Fl. konst. Kr. auf die 
- Form Zda?—=de:+ e??'“ dg* gebracht; dann ist: E=1, F—0, @G=e?%'“ und 
£ . . . 

— EG —- F=e?t'“, mithin'): 

E 

; Za),= Dre’, za - Die e&2 “ 

i r „—20:a ZZ e?: a 

Z2,0%g = DDe 2 Z2,0%g = D’D’e 

ö Das Bogenel. der neuen Fläche: $E=x — @%g, ... wird daher: 

; ZzdE=(1+ zz, )de’+ 2a In, gg dedgq-+ (G—a6, +.a? Ex) dq® 

% j i B 

“ — (1 + a?e”?%'° D) de? + 2a? DD’ e”?8'* de dq+ ate”?2'° D’tdg‘, 

; Ä 

3 mithin, wenn man die Gl. DD’ — D°’— -— e'9:* benutzt: 


zd#—=do!+e%'*dg?’+ate”?%'°D|Dde!+2D’dedg-+D’dq?). 


Andrerseits sind nach S. 734 die Richtungskos. der Normalen der neuen Fl. prop. 
%g, Yg 29, also verhalten sich die Fundamentalgr. 2. O. dieser Fläche wie: 


ER, AR, gg) #g: El&,, ar, 9%: 2@,, AR, gg)%gı 
das heißt wie: 
ER 
ei g:a A ’ y ’ Mir ’ „ 
AR, Rgg‘ 6 tax, ER, Egg DSH DIEB, 


ie mw na. Ehen) nl rn HS ch EA us Dann 2 Sp nahe = 


Aus diesen Formeln folgen Lies Behauptungen unmittelbar. Eine Ausnahme 
bildet allerdings der Fall D’= 0, wo nach $. 727 der Ort der Punkte &, n, & keine 
- Fläche ist, sondern bloß eine Kurve. Diese Kurve ist, nebenbei bemerkt, immer eine 


- Gerade und, wenn überdies 1-+ a?e”?%'* D?—= 0 ist, eine Minimalgerade. In diesem 


 besondern Falle ist D” — e??'“D, die Krümmungslinien der geg. Fl. werden also 
_ unbestimmt, d.h. die Fläche ist eine Kugelfl. mit dem Halbm. ia. 
E Der innere Grund hierfür liegt darin, daß die Geraden die einzigen Kurven 
- sind, die der Diffgl. der Fl. konst. Kr. genügen. Das Gaußische Krümmungsmaß 
_ wird nämlich für jede kramme Kurve unendlich groß und nur für die Geraden wird 
es unbestimmt (vgl. Engel, Die höheren Differentialquotienten, Leipz. Ber. 1893, 
8. 469-171). 
4 S. 415, Z.4—2 v.u. Das wird in Abh. XXX, S. 421-426 bewiesen. Aus den 
‚dortigen Entwickelungen folgt dann zugleich auf neue Weise, daß bei der Bianchi- 
schen Trf. die Haupttgk. einer Fläche konst. Kr. in die Haupttgk. der transformierten 
Flächen übergehen. 

S. 417, Z. 10. „Analytisch-geometrische Entwicklungen V“, Gött. Nachr. Nr. 11 
vom 24.6. 1868, S. 258— 277. 


a 


: 1) Vgl. z. B. Scheffers, Einf. i. d. Th. d. Flächen, 2. Aufl., Leipz. 1913, S. 562. 
Bei Scheffers ist L=D:YEG— F:, M=D': Sei F?, ... und: D=- 
 VEG-— F%. 
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Zu Abhandlung. XXIX, 8. 419f. 


S. 419, Z. 14—12 v. u. Vgl. Abh. XXVII. 

S. 420, 2. 1—3. Vgl. Abh. XXVI, S. 38sf. 

S. 420, Z. 4—7. Das wird in Abh. XXX, 8. 436—442 bewiesen. 

‘ S. 420, Z. 8—10. Vgl. jedoch den Nachtrag zu Abh. XXX, S. 443f. und die 
Selbstanzeigen S. 445f. 

S. 420, Z. 11—14. Vgl. Abh. XXXII, S. 478 Anm., XXXVIII, S. 537. Nach 
dem Joachimsthalschen Satze (Crelle Bd. 30, S. 347, 1846) ist nämlich die Schnitt- 
kurve einer Fläche F' und einer Kugelfläche (Ebene) dann und nur dann eine 
Krümmungslinie von F, wenn der Winkel, unter dem F' von der Kugelfläche (Ebene) 
geschnitten wird, längs der Schnittkurve konstant ist. Hieraus folgt, daß eine 
Krümmungslinie einer Fläche dann und nur dann sphärisch (eben) ist, wenn die zu 
ihren Punkten gehörigen Hauptkugeln die Kugel (Ebene), auf der die Krümmungs- 
linie liegt, unter konstantem Winkel schneiden, wenn also diese Hauptkugeln einem 
linearen Kugelkomplexe angehören. Bei der Lieschen B.T., die die Kugelflächen 
in die Geraden verwandelt, gehen daher die oo! Hauptkugeln längs jeder sphäri- 
schen oder ebenen Krümmungslinie einer Fläche F' in 00! Gerade eines lin. Linien- 
komplexes über und der Streifen, den die oo! Flächenelemente von F' längs der 
Krümmungslinie bilden, geht über in einen Streifen, dessen Punktort eine diesem 
lin. Linienkomplexe angehörige Haupttgk. der transformierten Fläche ist (vgl. Ann.V, 
S. 173, 177, d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 10, Nr. 30 und $ 12, Nr. 33; vgl. auch hier 
Abh. XXXVII, 8. 542, Z. 12—6 v. u.) 


Zu Abhandlung XXX, S. 421—446. 


S. 421, 2.12. Abh. XXVII. 

S. 421, Z. 12—9 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 420, Z. 8—10. 

S. 422, 2.17—22. Die Rechnungen $. 422—429, die zu diesem Beweise dienen, 
vereinfachen sich ungemein, wenn man das die Kurve begleitende Dreikant benutzt. 

Es seien die Koord. x, y, z eines Punktes der Kurve C als Fkt. der Bogen- 
länge s gegeben und «, ß, y, I, m, n, A, u, »v seien die Richtungskos. von Tangente, 
Hauptnormale und Binormale, endlich og der Krümmungs- und r der Torsionshalbm. 
Jeder Punkt &, y, z von C bestimmt dann mit seiner Schmiegungsebene ein Flä- 
chenel., dem die Gl. (2) oo! Flächenel. zuordnen, deren Punkte die Koord. 


& =x-+ alacos®-+1sin®),.... 
und deren Ebenen die Richtungskos.: 
X, =e(—oasin®-+lcos®),... @=+1) 


besitzen, unter % einen Parameter verstanden. Dem durch C und die zugehörigen 
Schmiegungsebenen bestimmten Elementstreifen sind daher oO? Flächenel. zugeordnet. 
Diese erhält man in 00! Elementstreifen zerlegt, wenn man # so als Fkt. von s be- 
stimmt, daß 2X,x,’ = 0 wird, wo der Akzent die Abl. nach s bedeutet; und zwar 
erhält man auf Grund der bekannten Frenet-Serretschen Formeln für # die Diffgl.: 





ds a E 


Soll nun jeder der 00! neuen Elementstr. aus einer der oo! Kurven &,, %,, 2, mit 
ihren Schmiegungseb. bestehen, so muß & X, x,” = 0 werden, was durch IX, x,’ = 0 
ersetzt werden kann und die Bed. r’=.a? liefert. Daraus aber folgt für die Bo- 
genl. der Kurven &,, %,, 2, die Gl. , ”=1, so daß man s, =1 und s, =s anneh- 
men kann. 
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Der gegebenen Kurve © entsprechen nunmehr o0' Kurven &,, Y,, 2,, für die 
die Richtungskos. von Binormale und Tangente die Werte: 
‚=:(—esin®—+lcos®),.... 
,=% =aco’d#-+1sin® 91 sin®,... 


haben, so daß 





Lh=un-Hbh (a ins cos# + 1— sin? #+1.0088). 
d di 
Aus, =o, ZE =t ar erhält man daher: 
1 2sin® a A 
yw=t, lo = )--:4 tr =a, 
mithin, wenn man e=—.a:r wählt: 
FE Er 2sin® si 
ne 21 Si E a s EIRN 
Überdies kommt: 
> — ;=—cos®, en = —sin®; 


bezeichnet man daher den Winkel, den die Tangente der transf. Kurve mit der Ge- 


raden von &,, Y,, 2, nach x, y, 2 bildet, mit #,, so ist: 


z=x, tale, cd, +1 sind) und d,=#-+m. 


Der Winkel, den Lie auf S. 426 mit » bezeichnet, ist gleich x + # (vgl. die 
Formeln (15), (17), (18) auf 8. 426, 428f.). 

Man vgl. übrigens: O. Roelceke, Über die Bäcklundsche Transformation der 
Flächen könstanter Krümmung, Diss. Greifswald 1907, 41 8., und: G. Schollmeyer, 
Über unendlich kleine Transformationen der Kurven konstanter Torsion und der 
Flächen konstanter Krümmung, Diss. Gießen 1914, 83 8. 

S. 422, Z. 7—3 v.u. Zu den Gl. (4) füge man noch hinzu: 


u eh ae rm 
+ nt ya 
8.422, Z.1v.u. Bei Lie ist r=— rt; vgl. 8. 423, 2.2, 1v.u. 
S. 424, Z.4—13. Genau ebenso verhält sich alles auch fürr = — a.” 


S. 424, Z. 2, 1 v.u. Dagegen folgt hieraus allerdings noch nicht, daß die 
Flächen konst. Kr. die einzigen Fl. sind, für die die Trf. einen Sinn hat (Abh. 
XXVIU, 8. 402, Satz). 

S. 425, Z. 17f. Man beachte die nachher angegebenen Gl. (14). 

S. 432, Z. 7f. Aus den nachher abgeleiteten Formeln (25) und aus den Wer- 
ten von f„, Pn, %, fürn=1, 2, 3 ergibt sich sogar, daß f, nur von den Ableit. 
bis zur (n— 3)-ten O. abhängt, p, nur von den bis zur (n — 2)-ten und %, von den 
bis zur (n — 1)-ten. 

S. 434, 2. 5—1 v.u. Es wäre zweckmäßiger (BA)= 4A'f und allgemein 
(BA) — A'+!f zu setzen, so daß Af—= 4A°f wird. Damit stimmt auch die von Lie 


- gewählte Bezeichnung für die Koeff. von B"f. Schreibt man A*f für Bf, so gilt 


die Gl. S. 436, Z. 8 auch für qg=0. 

S. 436, Z. 20—22. Bewiesen ist nur, daß der Inbegriff der abgeleiteten Kurven 
konst. Torsion keine andre Diffgl. befriedigt als die, die aussagt, daß die Torsion 
konstant ist. _ 

S. 436, Z. 13—7 v. u. Beide Scharen von Haupttgk. sollen also Kurven mit 
Bogenlänge sein, die Serretschen imag. Regelfl. konst. Kr. und die Kugelfl. sind 
daher ausgeschlossen. Vgl. S. 442, 2. 3—1 v.u. , 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 47 
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S. 436, Z. 7—3 v. u. Man erinnere sich nur der Diffgl. der Haupttgk.: da — 
pdx+gdy, rda®-+2sdedy-+tdy?=0. Die Ausdrücke für v, V werden übri- 
gens von &, y, 2 frei. 

S. 436, 2.3 v.u. — 437, 2.1. Da © eine Fkt. von p, g, r, s, tist, so kann 
man mit Hilfe von (27) zunächst s und t durch », q, r, © ausdrücken. Differenti- 
iert man (27) und die Gl. für © nach «, y, so erhält man die Ableitungen 3. O. 
von 2 durch », q, r, ©, ©,, ©, ausgedrückt. Sind nun 5, $ die Bogenlängen und 

‚R die Krümmungsh. der Eaiyeh c, C, so kann man (vgl. Abh. XXIV, 8.368f.) 
Er y als Fkt. von 5, $ betrachten, und die Ableit. von x, y nach 5, $ und eben- 
so die von 8, S Are x, y werden Fkt. von p, q, r, s, t. Audesusite, ist (vgl. Abh. 
XXXT, 8. 448f) ©, =1:7, 0,—1 :R, wr=a:v, R=a:V, mithin kann man 
die Ableit. 3. O. von z durch 9, q, r, ©, v, V ausdrücken und erhält dann auch die 
behaupteten Formeln für die Ableit. höberer O. 

S. 437, Z. 1—6. Hierdurch wird der auf 8. 383, Z. 7, 6 v. u. aufgestellte Satz 
bewiesen. 

S. 437, 2. 7—14. Vermöge (27) sind ja bereits für jedes m >2 genau m—1 
von den m +1 Ableit. m-ter O. von z durch die beiden übrigen ausdrückbar. 

S. 437, Z. 14—12 v. u. Diese eine Diffgl. müßte überdies so beschaffen sein, 
daß für keinen Wert von m alle Ableit. (m +4 1)-ter und höherer O. von z durch die 
Ableit. m-ter und niederer O. ausdrückbar sind. 

S. 437, 2.8, 7 v. u. Am bequemsten sieht man das ein, wenn man sich die 
Differentiationen nach den Bogenlängen 5, S ausgeführt denkt. 

S. 488, Z. 12f., 2. 4—2 v.u. ©, und © wären nämlich dieselben Fkt. der Bo- 
genlängen 5, S; andrerseits ist eine Fläche konst. Kr. bis auf ihre Lage im Raume 
bestimmt, wenn der Winkel ® als Fkt. der Bogenlängen gegeben ist. 

S. 438, 2. 12—5 v.u. Vgl. 8.425. 

S. 4389, 2.1—7. Wegen Z&°—= a? wird: 

azdedX—=22Eda, ZEaX, —a?Zda,dX,, 
mithin, da Zda?’ = Zdan,?, ZaX’—= zdX’: 
00 =2cosv-cos N — cos ®, 
oder c0s@, =cos(v+ N). 
S. 440, Z. 15—9 v. u. Vollständig lautet C'(f) so: 


en Sn FE +33 Ki 


wo y, im Sinne von 8.435 i.B. auf v, v’,... Köche von der Ordn. %k ist, wäh- 

rend X, i.B. auf P, V’,... höchstens die Ordn. j hat; dabei hat X, Koeff., die 

ai von © sind und X, ist =0. Da In Un die Ordn. n haben und = —1, 
‚=, u, =0, Yy =—vist, so hat man in: 


en-—rdlr.. . + sin 041. + 0088. V- Ir +: 


eine inf. Trf. von der Form C(f), die dem Werte g= 0 entspricht. Da ferner f,, die 


Ordn. n— 1 hat und f, = 0 ist, so wird 
1..m—g-1 


@0)= CN) > . en et I 8, ur 


wo o, und 8, höchstens die OÖ. k und j haben und wo Er Glieder höchster O. von 2, 
aus den Gliedern höchster O. von X, durch Diff. nach ® entstehen. Die Gl. S. 441, 
Z. 14 ist davon ein besonderer Fall. Beachtet man noch, daß g, nur vonv, v,..., 
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0° abhängt und daß dasselbe in der Formel: „=— v" =D _L... von den weg- 
gelassenen Gliedern & so erkennt man, daß: 


zur ae 


. =; 
cn >7% dv@+ ee +, 3 rer) 


0.. AS; af 
In ers + 2% 3 avurı+9) 


WO X,» %% höchstens von der O. k und X,;', X,” höchstens von der O. j sind und 
wo X, X, die 8. 441, Z. 2, 3 angegebenen Werte besitzen. 

Das in Nr. 25 angegebene Verfahren gestaltet sich daher so: Man setzt zu- 
nächst O(f)=ß(f) und bildet (of)=P,(f), dann ist (Bß,)= C’(f) eine inf. Trf. 
C(f), die dem Falle g=1 entspricht. Man bildet („C’)= (C,‘(f), dann ist einer 
der beiden Ausdrücke (PC), (ßC,‘) eine inf. Trf. C(f), die dem Falle g=2 ent- 
spricht. Bezeichnet man diese mit C”(f) und setzt man (oC”)= C,”(f), so hat 
‚man (ßC”) und (#C,”) zu bilden, und so fort. 

8. 441, Z. 9, 12. Selbstverständlich sind AP, 49 nicht Null. 

S. 441, Z. 15f. Das sind solche inf. Trf., die gleich Null gesetzt unabh. Gl. 
liefern, ebenso wie in Abh. XVIII, 8. 271, Z.5,4v.u. Später hat Lie den Aus- 
druck „unabh. inf. Trf.“ in anderm Sinne gebraucht. (Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 61, 
Leipz. 1888.) 

S. 441, 2.5—3 v.u. Die Unabh. folgt daraus, daß man für jedes g=0,1..., m 


zwei Gl. hat, die nach Bin Bi. aufgelöst sind und die sonst nur die Ableit. 
av®' av ® 
af df 


avard’ go0+ enthalten. 
8. 442, 2. 9—6 v.u. Das Bogenelement der Zentrafläche wird ja (vgl. Abh. 
XXVI, 8. 387, Gl. (): d4S?—= de?-+ e?%'°dg?, ihr Krümmungsmaß also konstant. 
8.442, 2.5,4v.u.— 443, 2.1. Nämlich jede Schar von oo! geodätischen 


Linien durch einen unendlich fernen Punkt liefert oO! solche Integralflächen, die 
die gegebene Fl. konst. Kr. zur Zentrafläche haben. 


S. 443, Z. 8-13. Die Gl. muß entweder durch R— R = A cothyp 








R+C 
4% 4 

oder durch FF — R= A cot BF 38 ersetzt werden. Die zweite Form zeigt nach dem 
Weingartenschen Satze (vgl. S. 387), daß der erste Mantel der zugehörigen Zen- 


trafl. ein Bogenel. von der Form: AR? + oe tl dv? und also die konst. Kr. 


1: A? hat. Auf dieser Centrafl. sind die Kurven »—= Const. geod. Linien, die alle 
durch einen im Endlichen liegenden Punkt der Fl. gehen. Hat man das Bogenel. 
einer Fl. konst. Kr. auf diese Form gebracht, so kann man offenbar ohne Integr. 
oo! Fl. finden, für die diese Fl. konst. Kr. der eine Mantel der Zentrafl. ist und 
für die zwischen R und R’ jene Relation besteht. Vgl. Beltrami, Ricerche di 
Analisi applicata alla Geometria. Giornale di Matematiche Bd. II, III (1864, 65) 
(Opere matematiche Bd. I, 1902) und Bianchi, Math. Ann. Bd. XVI, 8. 579. 

S. 443, Z. 14—17. S. Crelle 59, 8. 391f. Für jede Fläche von der konst. 
Kr. —1:a? bekommt nämlich das Bogenelement der Zentrafläche die Form 
de?®+ (ge? + a?) dv?; die Zentrafläche ist daher auf das Katenoid, die Rotationsfläche 
der Kettenlinie, abwickelbar. 

S. 443, Z. 18f. Lie denkt jedenfalls an Differentialgl., die in der Linien- 
geometrie auftreten, aber es läßt sich wohl nicht mehr feststellen, was er im Auge 
gehabt hat. 
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S. 444, Z. 1—12. Diese Betrachtungen sind nicht einwandfrei, denn die Gl. 
(11a) auf 5. 407 zeigen, daß sich g für die El., die der Gl. 1+p°+9g?=0 genü- 
gen, möglicherweise nicht mehr regulär verhält. Lie hat das bald darauf bemerkt 
(vgl. Abh. XXXII, S. 478, 8.5, 4 v.u.). Später (Abh. XXXVIII, S. 541, vgl. 547; 
XXXIX, 8. 549, Nr. VI; XL, 8. 554f.) ist er noch mehrmals auf die Frage zurück- 
gekommen. 


Zu Abhandlung XXXI, S. 447—465. 


S. 447, Z. 15—17. Vgl. Darboux, Abh. I, II, II. 

S. 447, Z2.6—3 v. u. Veröffentlicht hat Lie bloß seine Erledigung des Falles 
s—=F(z), s. Abh. XXXII, S. 469— 474. 

S. 449, 2.11 v.u. Das Krümmungsmaß ist = — K. 

S. 451, 2.8, 7 v. u. Bour, Abh. II, Clebsch, Abh. IV. 

S. 453, 2.9. Es ist B,(F) —= 
x - Achse — B(F), alo «® —,—K. H 

S. 454, 2.19—13v.u. Vgl. Abh. 
XXX, 8.486, Z Tv. a 47, 21 

S. 455, Z. 12—21. Zur Veran- 
schaulichung dienen die beistehenden 


Figuren. 
8.455, Z.11v.u. A 


TE = Plücker, System 8 
der Geometrie des 
Raumes 1846, 8. 30, 2 


Nr. 87. Mg! 
8.459, 2.9 v.u.—460, 2.13. Um das Verständnis zu erleichtern, setzen wir noch: 





z- Achse 
% 








uMm- ing- Me ETN EN, orioos(B— @) ni 
und ABB (P), AB)=B(F).... . 
Dann wird 8, (M)— Fr 8(P=—-UF, UM) =-—-B(F)..., 
also %, MS-VT'B, 8 (M= (UN BF); 
aus A(F)= A(F)-+ LU(F), B(F)—= B(F) + L$(F) 


ergibt sich daher B,,_,(P=B,,_,(F)+(— I !72% Gr 


B,,(P=B, (F)+(—- WI LRHı SP). 


S. 461, 2. 12f. Vgl. Abh. XXV, 8. 375f. 
S. 463, Z.1 — 464, Z. 3. Indem wir die eben benutzte Schreibweise wieder 


j d t ir: .Z 
anwenden, setzen wir AP) = A(F)+ UF) aLX(F) 
B(F)=B(F)+LB(F)—aL%(F), 
‚dann ist (A®)—= 0 und es wird: 
Er i eh .dF 
(AB) = 008 4 sin’ em + sin} sini nF co, 
BAW—= — (AB). 


äh ne 0> > 
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Setzen wir (AB)—B,(F), so kommt: 
AB)= —- U), (8, A) = B(F), 
demnach wird (AB)=B,(F)+ L’®, (F) — 2aL?8 (F)=B,(F), 
(AB,)—= B,(F)—L’B(F)+3a L’®(F)=B,(F) 
und allgemein: 
ee + 24772228, (P) + 1? 2ga1?? 8, (F) 
DB MH NLRIBA H-NMR), 


z 465, Z. 9—11. Levy, Abh. I. 
S. 465, Z. 6—1 v. u. Welcher Art diese liniengeom. Betrachtungen sind, ver- 

mag ich nicht anzugeben. Soll aber (14) ein Zwischenintegral von der Form 
F(x, y, 2, p, q, A) B haben, so müssen die beiden Gl. 

F,+rrF,;,+ Br sF, =) u le ae 

für jeden Wert von A die Gl. (14) nach sich ziehen, eine Forderung, die auf die 
beiden Gl.: 

en F,(F,+gF)+F,(F,+pPF)=0,- 





Fu+pR) (ram) + EU Fr, —0 


hinauskommt. Man findet hieraus für F' die beiden lin. part. Diffgl.: 


a u I ne ae u 
F&+#F,+ RB F+4aP HT -F, =, 


wo entweder das obere oder das untere Vorzeichen gilt; man überzeugt sich aber 
leicht, daß diese Gl. keine gemeinsame Lösung besitzen. 


Zu Abhandlung XXXIL, S. 467f. 


Die Andeutungen von Nr. 1 u. 2 sind ausgeführt in Abh. XXXV, S. 492—523, 
die von Nr. 3 in Abh. XXXVI, S. 527—529. 

S. 468, Z. 7-10. Jede gew. Diffgl. 2. O. gestattet nämlich eine unendliche 
Gruppe von B.T. 


Zu Abhandlung XXXII, S. 469—479. 


S. 469, 2. 10f. In der IV. Note zu Monge IV gibt Liouville auf S. 597 das 
allgemeine Integral dieser Diffgl. an, allerdings ohne den Weg mitzuteilen, auf dem 
er dazu gelangt ist. 

S. 469, Z. 14, 13 v. u. Levy, Abh. z 


> 7 On > Et 
8. 472, Z.1v.u. Es ist: B, (f)= P}; 6 + ß; FE 
8.473, 2.10vu mB,=B(f) EN a ee des auf Z. 8 an- 


gegebenen Gliedern noch eines mit ar vor, dieses aber liefert zu A(B,(f)) — 


dx 
B,(Af)) keinen Beitrag. 
S. 474, Z. 12—16. Hier besitzt die Gl. N(f) = 0, 8. 472 für m 1 außer der 
Lösung y noch diese: ’— 4kgq?, es ist also 


ein Integral 2. O. der Liouvilleschen Diffgl. und aus diesem kann die allgemeine 
Lösung leicht hergeleitet werden. 
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S. 474, 2.5—2 v.u. Hier sind die «, v Fkt. von %, %, 2, P, q. Vgl. Abh. XIX, 
8. 287 ff. 

S. 475, Z. 4—7. Vgl. Abh. IX, S. 103. 

8. 477, 2.6 v.u. — 478, 2.6. Vgl. die Selbstanzeige von Abh. XXVI, 8. 398 
and Abh. XLI, S. 556. Dieselbe Konstr. von 00! Flächen konst. Kr. aus einer gege- 
benen ist schon in Abh. XXVI, 8. 389 angedeutet. 

8.478, Z.11. Damit ist jedenfalls die von Lie verwertete Bianchische Trans- 
formation der Fl. konst. Kr. gemeint Abh. XXVI, S. 388f., Abh. XXVII, 8. 396. 

S. 478, 2. 8—5 v.u. Vgl. Abh. XL, 8. 554f. - 

8.478, Z2.5,4 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 444, Z.1—12, 8. 740. 

8. 478, Z2.3—1 v.u. Vgl. Abh. XXII, 8. 356, Z. 19—14 v. u., XXIX, 8. 420, 
XXXVII, 8. 537—541. 

8. 479. Moutard, Recherches sur les &quations aux derivees partielles du 
second ordre & deux variables independantes, C.R. 70, 834—838 (1870), vgl. auch 
den Rapport von Bertrand ebd. $. 1068—1070, 

S. 479, Z. 3—1 v.u. Vgl. Abh. XXVI, $. 389 und die Anm. 8. 137, TV. U, 
8. 728, 2.8, 


Zu Abhandlung XXXIV, 8. 480-491. 


8.481, Z.1—8. In den Math. Ann. VIII, S. 239£. (d. Ausg. Bd. IV, Abh.I, 8 6) 
bestimmt Lie alle inf. hom. B.T. iu %yeeeYZny Pıs---2„; daraus kann man dann 
leicht alle inf. B.T. in z, &,,.. -%,_ 1: Pır+--P,_ı ableiten. Lie betrachtete das 


als selbstverständlich und fand deshalb nicht nötig, es auseinanderzusetzen. Das ist 
erst in der Th.d. Trfgr. Bd. II, S. 272f. (Leipz. 1890) geschehen. Die direkte Bestim- 
mung aller inf. B.T. in z, &,,...2,, 21,-- 2, gibt Lie zum ersten Male Leipz. Abh. 
Bd. XIV, Nr. XII, 1888, 8. 546f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 5). Die Funktion W 
ist die charakteristische Funktion der inf. B.T. Vgl. S. 613—615. 

S. 483, Z. 7—4 v. u. Man beachte, daß ABW=BAW, CODW=DCW. 

S. 484, 2.18. Ausführung und Benutzung von (4), (5°), (6°). 

8.485, 2.5. Ausführung und Benutzung von (7). 

S. 487, Z. 13—15. Hier wird wohl zum ersten Male der Begriff invariante 
Untergruppe ausdrücklich erwähnt. 

8. 487, Z. 15—17. Hier müssen vor „umwandelt“ noch die Worte: „und jede 
inf. Bew. in eine inf. Bew.“ zugefügt werden. Nach $. 623 kann nämlich die allge- 
meinste B. T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, aus einer linearen Punkttrf. 
in x, y, 2 und aus einer B.T. von der Form 


A «+, Y-y+b, 7-34, +08, — 9, p=pnd-q 
zusammengesetzt werden, wo ® eine beliebige Fkt. von p, q ist. Dabei bilden die 
B. T. von der Form (A) für sich eine unendliche Gruppe, die bei allen linearen P. T. 
invariant bleibt; man kann daher jene allgemeinste B. T. in der Weise bilden, daß 
man zuerst die allgemeinste lineare P. T. und dann (A) ausführt. Unter den so er- 
haltenen B.T. sind dann die auszuwählen, bei denen die Gruppe der Bewegungen 
invariant bleibt. 

Da jede lineare Trf. die Gruppe der Bewegungen in eine lineare Gruppe über- 
führt, so fragen wir zunächst nach allen B.T. von der Form (A), die dieselbe Eigen- 
schaft haben. Sollen insbesondere die inf. Drehungen mit den char. Funktionen 


yp—x9, 2p+%, 24+Y 
bei der B.T. (A) in lineare inf. Trf. übergehen, so müssen die drei Ausdrücke 
PR PL, TI - MP FB. 708 400 FR EN 
lineare Fkt. von p, q werden, was nur eintritt, wenn © eine lineare Fkt. von 
?, q, V1+p*-+q° wird, wenn also (A) aus einer Translation und einer Parallel- 
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transformation (Dilatation) zusammengesetzt ist. Bei diesen B.T. bleibt aber die 
Gruppe der Bew. invariant. Fügt man daher zu der Gruppe der Bewegungen und 
Ähnlichkeitstransformationen noch die Paralleltransformationen hinzu, so erhält man 
die allgemeinste B.T., bei der die Gruppe der Bew. invariant bleibt. Nun aber 
lassen die Paralleltransformationen offenbar die Diffgl. der Fl. konst. Kr. nicht in- 
variant (8. 726), also ist hiermit der Liesche Satz bewiesen. 

Die Worte auf Z. 15—18 sind nur richtig, wenn man unter „Transformation“ 
eine P.T. versteht. Es sieht genau so aus, als hätte Lie im Augenblick ganz ver- 
gessen, daß es sich um B.T. und nicht bloß um P.T. handelt. 

8. 487, 2.9 v. u. Hinter „allgemeinsten* muß das Wort „infinitesimalen“ zu- 
gefügt werden. 

S. 487, 2.7 v.u.— 488, Z.1. Eine inf. B.T. führt jede Fläche z=y(z, y) 
in eine unendl. ben. Fl. 27=y(«’, y’) über und ordnet den Punkten x, y der ersten 
Fläche die Punkte «’, y' der zweiten durch eine inf. Punktiransformation zu. Die 
Gl. 8. 487, Z.4 v. u. liefert daher in x’, y’ eine Gl., in der die Konstanten a, b, c 
wieder linear und homogen auftreten. 

8.488, 2.3 v.u. Siehe die VI. Note Liouvilles zu Monge IV, S. 609—616. 

S. 490, Z. 13—11 v. u. Die zehngliedrige Gruppe @,, aller konformen Punkt- 
trf. des R, enthält nur zwei Arten von siebengliedrigen Untergruppen. Jede Unter- 
gruppe der einen Art besteht aus allen konf. Trf., die einen Punkt, die der zweiten 
aus allen, die eine Minimalgerade in Ruhe lassen. Man überzeugt sich leicht, daß 
eine Untergruppe der einen Art nicht durch B.T. in eine der andern Art überführ- 
bar ist; infolgedessen muß eine B.T., bei der die konf. Gruppe inv. bleibt, die 
Schar aller Untergr. der ersten Art und demnach zugleich die Schar aller Punkte 
inv. lassen, d. h. sie ist selbst eine Punkttrf. und somit eine konforme. Es ist sehr 
wahrscheinlich, daß Lie damals schon seinen Satz auf diesem Wege bewiesen hat, 
wenigstens wüßte ich nicht, wie er sonst „ohne Schwierigkeit“ zum Ziele gelangt 
sein sollte. 

8.491, 2.6, 5 v.u. Eigentlich müßte es heißen: „alle Flächen von gleicher 
konst. Kr.“ 


Zu Abhandlung XXXV, 8. 492—524. 


Schon 1876, wohl im Nov., schreibt Lie an A. Mayer: 

„Ich produziere zur Zeit ziemlich scharf. Ich anwende meine Ideen über Trans- 
formationsgruppen auf p. Gl. 2. OÖ. und ich bin jedenfalls selbst voll von Hoffnung. 
Selbstverständlicherweise wird es nur besondere Gleichungen, solche nämlich, die 
Gruppe haben, mit denen was zu machen ist. Ich habe eine vollständige schöne 
Transformationstheorie der Laplaceschen Gl. 


r+4As+Bt+Cp+Dq+E=0“* 
In einem Briefe vom 17. 12. 1881 an F. Klein heißt es: 
„Unter meinen Arbeiten im vorigen Winter lege ich besonders Gewicht auf 
meine neuen Integrationstheorien solcher lin. part. Diffgl., die inf. Trf. gestatten. 
„Mein Ausgangspunkt war meine alte Bemerkung, daß, wenn eine p. Diffgl. 
(z. B. 2. O.) 





(1) Fa, y, 2,94, )=0 
eine inf. Trf. 

dx Ö ö2 
(®) g 


Emy2) n©m2) 8m, y, 2) 


gestattet, dann gibt es unter den Lös. des sim. Syst. (2) 00°, die gleich Null ge- 
setzt Integralfl. von (1) darstellen. Ist nun F=0 linear, so gibt jede Integralfl. 
wiederum eine neue inf. Trf. Daher gibt zuerst die bekannte inf. Trf. ein Integral, 
das wiederum eine allgemeinere inf. Trf. liefert. Und in dieser Weise findet man 
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treppenweise immer allgemeinere inf. Trf. und zugleich immer allgemeinere Inte- 
grale von (1). — Diese Treppenoperationen, deren Anzahl 00 ist, lassen sich übri- 
gens durch eine einzige ersetzen. Diese Theorie dehnt sich auf alle Systeme li- 
nearer Gl. n-ter O. mit m abh. u. p unabh. Var. aus. Ich habe gedacht, daß sie 
mit Booles Operationskalkul in Verbindung stehe, was doch nicht der Fall zu sein 
scheint.“ 

In einem andern vom 23. 4. 1882: 

„Ich empfehle Dir ganz besonders meine neue Arbeit über lineare part. Diffgl. 
und ihre Integration durch bestimmte Integrale. Ganz sicher ist die Integration 
durch bestimmte Integrale eine sehr unvollkommene Methode. Doch ist es sehr merk- 
würdig, daß ausgedehnte Klassen von Diffgl. eine solche Integration gestatten. Es 
wäre mir ganz besonders interessant, zu erfahren, ob ähnliche Ideen schon publi- 
ziert sind. Ich schicke Dir mehrere Exemplare zu Deinen oder Mayers Schülern. 
Möglicherweise könnte jemand mir sagen, ob schon solche Sachen bekannt sind. 
Ich fühle ganz unbestimmt, daß ein Zusammenhang mit dem Operationskalkul mög- 
lich ist. Allerdings glaubt Mayer nicht, daß es der Fall ist.“ 

Kurz vorher hatte er nämlich an A. Mayer geschrieben: 

„Wenn Sie gelegentlich meine Integrationstheorie durch bestimmte Integrale 
durchblättern, möchte ich gern wissen, ob Sie diese meine Theorie als neu betrach- 
ten. Es ist mir eingefallen, daß sie möglicherweise mit dem Operationskalkul von 
Boole verwandt sind. Das scheint aber nicht der Fall zu sein.“ 

Mayer hatte diesen Brief am 15. 4. 1882 erhalten und am 16. beantwortet. 

Die in der gegenwärtigen Abh. entwickelte Klassifikation der lin. part. Diffgl. 
2. O. stammt hiernach wohl in der Hauptsache schon aus dem Jahre 1876. Dagegen 
scheint die Methode der Integration durch bestimmte Integrale erst im Winter 
1880—81 hinzugekommen zu sein; die ersten Andeutungen darüber hat Lie am 4. 2. 
1881 und am 1. 4. 1881 der Kristianiaer Ges. d. W. mitgeteilt (Abh. XXXII, 8. 467, 
Nr.-1, 2). 

In den Leipz. Ber. von 1892, S. 571 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Anhang von 
Teil II) erwähnt Lie, daß die gegenwärtige Abh. den Ausgangspunkt für die be- 
merkenswerten er von Darboux und Appell über die beiden Gl. 


+7 “ut pr =(, r+qg=0 
geliefert habe. 

8. 492, Z2.6—8. Die im folgenden betrachteten Diffgl. sind nicht bloß linear 
sondern auch homogen. 

S. 494, Z. 8—10. Vgl. 8. 521, Nr. 18. 

S. 495, 2.2—5. Laplace, Recherches sur le calcul inne aux differences 
partielles, M&m. de l’Acad. de Paris, 1773, 8. 341—402 (1777). Oeuvres de Laplace 
Bd. IX, S. 5—68. Vgl. auch Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, 
Ba. II, Kap. 3. 

S. 495, 2. 9—11. Z. B. bleibt eine lin. hom. part. Diffgl. belieb. O., deren all- 
gemeinste Lösung 2= Q(x,,..., &,) ist, bei dem Inbegriffe aller inf. Trf. von der 
Form: d&,—=0(=1,...,n), ö62= Qöt inv.; es ist das eben eine Folge des Um- 
standes, daß die Diffgl. lin. u. hom. ist. 

8.495, Z. 21—15 v.u. Das hat schon Euler in seinen Instit. Cale. integr., 
Vol. II, $ 319 gezeigt. Daß dort nur der Fall Q=-0, der auf die erste Normalform 
führt, behandelt wird, tut nichts zur Sache, denn es liegt auf der Hand, daß für 
Q=0 stets die arte Normalform herstellbar ist. Man kann Eulers Verfahren 
so ausdrücken: er benutzt die beiden aus der Gl. Rdy? — Sdxdy + Tdx’ = 0 
entspringenden integrabeln Kombin. der Mongeschen Diffgl. der Charakteristiken 
(vgl. 8. 619), um geeignete neue unabh. Veränd. einzuführen. 

S. 496, Z. 11f. Integrabel nach Monges Methode ist die Gl. (1), wenn sie ein 
intermediäres Integral mit einer willk. Fkt. besitzt, wenn also eines der beiden 


Ds 
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Mongeschen Systeme der Diffgl. der Char. zwei integrable Kombin. zuläßt (vgl. 
8. 619 ff). 

S. 498, 8. 14—7 v. u. Hier ist die Möglichkeit Q@, —= 0 übergangen, die aller- 
dings nichts Neues liefert. Man kann nämlich dann durch eine geeignete Substitu- 
tion 2—=z’w(x) erreichen, daß Q verschwindet und also f konstant wird, f= e. Ist 
in der einzigen übrig bleibenden Gl.Z&E + n) +82, +n2, =0 etwa $#0,n=0, 
so kann man eine solche Fkt. von x als neues x einführen, daß &=1 und somit 
Z,=0 wird, und eine solche Fkt. von y als neues y, daß Z=1 wird; man findet 
also die Gl. s+z=0. Der Fall &=0, n 0 ist davon nicht wesentlich verschie- 
den, dagegen kann man, wenn &#0, n+0 ist, &=n=1 machen und erhält: 
Z,-+ Z=, so daß die Diffgl. die Gestalt: s + Z(e — y)2 = 0 annimmt. Man ge- 
langt also in jedem Falle nur zu besonderen Fällen der Normalformen (9), S. 499 
und (10), 8. 500. 

8. 499, Z. 7f. Das ist durchaus nicht so offenbar, ja sogar unrichtig. Ist 5 = 0, 
n=-0, so können wir n=1 machen und bekommen f’(@) + Q,= 0, Zy= 0, also 
Q0= w(a) — yf’(@), Z=Z(e). In der Gl.s + (wie) — yf (®))q + Z(e)2 = 0 können 
wir durch eine Subst. z=z’p(x) die Fkt. w(@) zum Verschwinden bringen und 
dann durch eine Subst. &, —y(x) die Normalform: s+yq + Z(&)z2=0 erreichen, 
denn der Fall f’(«)—= 0 führt auf die schon erwähnte Normalform: s+2=0. Der 
Satz auf 9. 499, Z. 8—1 v. u. müßte demnach lauten: „so kann sie entweder die 
kanonische Form (9) oder die Form: 


(9) s+yq+ Za)z= 0 
erhalten. Die inf. Trf. hat im ersten Falle die Form: dx = adt, öy=0, ö2 = czÖt, 
im zweiten diese: ö6x= 0, dy=adt,ö2z= — (axz2 + cz)dt, wo a und c beliebige 


Konstanten sind.“ 
Im allg. gestattet (9°) keine andern inf. Trf. als die angegebenen. Zur Bestim- 
mung aller inf. Trf., die (9°) inv. lassen, erhält man nämlich die Gl. 


yEetHftn=ı ZEHN) +ZE=0, 


von denen die erste durch Diff. nach y liefert: # +n’=0. Wäre Z’=0, so käme 
man auf die von Lie nachher $. 501 abgeleitete Normalform (11). Ist aber Z’+0, 
so folgt &= 0, alo 7" =0,n=— f(x) = a. 

8. 501, Z. 11—9 v. u. Die inf. Trf. zr, bei der jede Diffgl. von der Form (1) 
inv. bleibt, wird nicht mitgezählt, weil sie die Char. gar nicht transformiert. 

S. 503, Z. 10f. Die Annahme «& = 0 würde natürlich nur dann in Frage kommen, 
wenn ß--y wäre; die inf. Trf. p+q tritt ja unter allen Umständen auf. 

S. 503, Z. 17. Die Subst. z—= 2’ ei® ergibt: g= g’et®, ss’ ek® + kg et*, also 
braucht man nur k—= — C zu setzen (vgl. 8. 504, Z. 13f.). 

S. 508, Z. 19. Diese Gl. gestattet also außer 9-+g auch noch die inf. Trf. 


zp + Y4 : 3 
S. 504, Z.3f. D. h. durch Anwendung der Operation 277 + a 


S. 504, Z. 14, 13 v. u. Es sollte hinzugefügt werden: „die die Char. unter 
einander vertauschen“. 

S. 504, Z. 11-9 v. u. „a priori klar“ ist das doch nur, wenn man vorher be- 
wiesen hat, daß keine der beiden Fkt. &, n verschwinden kann. Das ist auch in der 
Tat nicht möglich, denn aus n = 0 folgt: 


B x 2 B Sa 4A E% 2A 
Beyer pe @_y%® (e— y)° 


woraus sich ohne Schwierigkeit &=0 ergibt, denn für A=B= 0 käme man auf 
die Gl. s=0, die nach Monges Methode integrabel ist. n 
S. 505, Z.11. It B=—(, so führt man y—+ als neues y ein. 


=, 
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S 506, Z.1--6. Hier ist noch hinzuzufügen: 





s+yq+Z@)z=0 
q— xır 











Deshalb erscheint es auch zweckmäßig, die dritte Liesche Normalform umzugestal- 
ten, indem man CO: als neues & einführt, und sie so zu schreiben: . 





s+yq+(z=0 
pP, g— zer, 2p—yq 











Allerdings muß dann die Liesche Normalform für C—=0 besonders aufgeführt werden: 





s+z=0 
P, 9 ae 











Zu bemerken ist noch, daß die inf. Trf. zr, die alle diese @. inv. läßt, nicht mit 
aufgeführt ist, weil sie keine der beiden Scharen von Char. transformiert. 
S. 506, Z. 10—5 v.u. Abh. IX, 8. 116. 


S. 508, Z. 5f. Es ist nämlich An +P Ayo, da /, nicht eine Fkt. von y 
allein sein kann. ; 

8. 509, 2.9—5 v.u. Ist Q=0, so braucht man bloß die erste der Gl. Z. 13 
v. u. zu befriedigen. Man wählt dann einfach «— x und hat f— ch Far setzen, 
um die Form: r+Z(&, y)z2=0 zu erhalten. 


S. 510, Z. 18. Bei solchen inf. Trf. werden die Charakteristiken nicht trans- 
formiert; das geschieht nur für „0. 


S. 510, Z.1 v.u. Dazu kommt noch: 


S=aay+4ßetmy+n, f=4jea+ima—tay+o. 
8. 511, 2. 4—7. Vgl. 8. 509, Z.12 v.u. Man kann übrigens auch zeigen, daß 


sich zu jeder Fkt. ß(y) eine solche Trf.: y = P(y), ©, = ax, y), 2, =zeP®") be- 
stimmen läßt, daß die G.r+q+Zz=0 wieder die Form: n +, +24 =9 
erhält. In der Tat, es wird: 


n,=pe+tzegp,, Pytqaß=ger+zerp, 





p % 2 & 
r, wur Hp )er 4 2 (Feet _Pz zz)er. 
x 


2 
x &, 0% 


Wählt man (vgl. S. 509, Z. 13 v. u., wo jetzt Q=1 ist) «,—yß’(y), so wird: 





= Rn ler) v 
pr gr] 
mithin: ntatäne rertet (Ing) Rt 





5 (9 = Fr Prxx u: 9, + Z, r) 2. 


ges 


a 


EA 
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Man braucht daher nur «,—29,yYß’ zu machen, was mit «,— Vf” verbunden die 
Gl. 9,2 —=4Bß” liefert, so daß man setzen kann: 


x = p’ = — SR vw 
Vf tıW, 9=z% a, vr tr 


Wählt man f=1, Y—=0, so bekommt man die Trf. y =y, , = +x(W), ı = 


er die Z. 13—15 benutzt wird. 

S. 512, Z. 2—4. Die betr. inf. Trf. hat wegen &=0, n=n(y), = fy = die 
Form: aq-+ car. 

S. 512, 2. 18—16 v. u. Arch. Bd. I, 8. 20—57, 1876 (d. Ausg. Bd. V, Abh. II). 

S. 513, Z.12 v. u. Dabei wird benutzt, daß n nicht — 0 sein kann ($. 512, 
Z. 17—20). 

S. 514, Z. 11—16. Auch hier ist, ebenso wie auf S. 506, die inf. Trf. zr nicht 
mit aufgeführt. 

8. 514, 2.2 vu — 520, Z.T. Wie man von der inf. Trf. zu dem partik. In- 
tegrale gelangt, ist auf S. 521, Nr. 18 angegeben. 

S. 515, Z. 13ff. Es empfiehlt sich, zuerst die Gl. s+yq+Z(x) z=0 mit 
der inf. Trf. 9— 2(@— c)r zu behandeln. Man findet eine part. Lös. von der Form: 
g=e/er9 gl), wo 8 der gew. Difigl. JA +2 — Zi) Q=0 genügen 
muß. Demnach besitzt die 5 eine Lösung von der Form: 

Zz@-1 , 


fs e7@-9) a; 2 —c "(ode 


mit einer willk. Fkt. Ist z (x) konstant, so hat man die von Lie betrachtete Gl. (33). 
S. 516, 2. 7—3 v. u. Die Diffgl. führt auf Besselsche Funktionen. 
S. 517, Z2.12—9 v. u. Sind die Wurzeln gleich, so ist das zweite Integral 
durch das folgende zu ersetzen: 





Pr 
fe +12)" Plg 0 a" f,a) di. 


S. 517, 2.8, 7 v. u. Die erste dieser drei kanonischen Formen ist ganz über- 
gangen. Die inf. Trf. g+ czr der Gl. r+g + Z(&) z= 0 liefert part. Lösungen von 
der Form: z=e"’w(x), wo w(x) aus der Gl.: w’ (©) +(c+Z@)w(x)=0 zu be- 
stimmen ist. Sind w,(x,c) und w,(x,c) zwei linear unabh. Lös. dieser Gl., so erhält 
man für die part. Diffgl. die Lös.: 


fe PI 0 (, pe) de +f‘ e’w,(x,c)x(c) de 


mit zwei willk. Fkt. 

S. 520, Z. 17. Hier ist hinzuzufügen: „und von der Gl.s + yq + Z(ia)z = 0%. 
Bei diesen beiden Gl. werden nur die Char. der einen Schar unter einander ver- 
tauscht, die Char. der zweiten Schar bleiben alle in Ruhe. 

S. 521, 2. 7—9. Eigentlich müßte es heißen: „gibt es außer &=n=0, f=c 
kein Wertsystem“. 

S. 521, Z, 10—12. Gemeint ist hier die Theorie, die Lie für den Fall der 
Gruppen der Ebene 1883 in Bd. VIII seines Archivs, $. 382—451 (d. Ausg. Bd. V, 
Abh. XIV, 8 2—$ 10) entwickelt hat. 

S. 521, Z. 13—20. Die allgemeine Theorie, auf der das beruht, hat Lie aus- 
einandergesetzt in den Leipz. Ber. 1895, S. 90—100 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Kap. 
III). Angedeutet hat er sie zum ersten Male Ann. XI, S. 490, Anm. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, Schluß von $ 5). Vermutlich hat er auch schon 1872 (hier Abh. V, S. 27, 
Z. 10-9 v. u.) derartige Betrachtungen im Auge gehabt. 
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S. 521, Z. 21—23. Wenn also (39) zwei verschiedene Scharen von Char. be- 
sitzt, so muß es inf. Trf. geben, die (39) inv. lassen und die Char. jeder der beiden 
Scharen unter einander vertauschen. Hat (39) bloß eine Schar von Char., so muß 
die inf. Trf. diese Char. unter einander vertauschen. Vgl. Nr. 16 und die Anm. dazu. 
Z. B. läßt die inf. Trf. p+czr die Char. y= Const. der Gl. r+g=0 inv. und 
liefert die part. Lös. z— e”” p(y), wo p(y) der Gl. 1.0 g94y) + c*p(y) = 0 genügen 
muß; dieser entspricht nur eine Lös. von r+qg=0 mit einer willk. Fkt. 

Der innere Grund dafür liegt darin: Läßt die inf. Trf. ep na +(&+egd)r 
der Gl. (39) alle Char. einer Schar inv., so sind die oO? Bahnkurven dieser inf. Trf., 
wenn man sie als Vereine von je oO? Elementen x, y, 2, p, q auffaßt, o0* Integral- 
vereine, die die Gl. (39) mit der lin. part. Diffgl. 1.0. 8Pp ng —(&+c2)=0 ge- 
mein hat; deshalb haben die beiden Gl. nicht 00° sondern bloß oo! Integralflächen 
gemein. 

S. 521, Z. 24. Hinter „Nummer“ füge man hinzu: „[V]“, denn diese Nr. ist 
gemeint, nicht bloß die Nr. 18. 

S. 521, 2.9—6 v. u. Vgl. z.B. Bianchi, Vorl. üb. Diffgeom , dtsch. v. Lukat, 
Leipz. 1899, $ 73, 8. 141f. 

8. 521, Z.1v. u. — 522, Z. 3. In dem einfachen Falle, der hier ausgeschlossen 
wird, vertauscht die betr. inf. Rotation bloß die Meridiankreise unter einander, läßt 
aber die Parallelkreise einzeln in Ruhe. Daß die part. Diffgl., wenn von diesem 
Falle abgesehen wird, die Form (41) erhalten kann, folgt so: Da die Diffgl. im all- 
gemeinen bloß eine inf. Trf. gestattet, so muß diese die Kurven jeder Schar von 
Char. unter einander vertauschen; von den beiden ersten Formen des Schemas auf 
S. 506 kommt daher nur die zweite in Betracht. 

8.522, 2.13,12 v.u. Die zugehörige verkürzte (homogene) Gl. W "+ QW, - 

— ZW, = ist ja integriert. 

S. 524, Z. 3f. Die Diffgl. der Minimalfl. (1 + qg°®)r — 2pgs+(1+p°)t= 0 ver- 
wandelt sich, wie schon Legendre bemerkt hat, bei der dualist. Trf. «=p, y’=q, 
!=—2+2x2p+yq,p=x, d=y in die lineare hom. Gl.: 


(A) . ad+Äd +20. 


Die Mongeschen Diffgl. der Char. dieser neuen Gl. besitzen die beiden integra- 
beln Komb.: 


(B) a+yYNdei—aytiyi+at+y)ay-o. 
Nun bleibt die Diffgl. der Minimalfl. bei der Gruppe der Euklidischen Beweg. 


und der Ähnlichkeitsstr. inv., deren inf. Trf. als B. T. aufgefaßt die folgenden char. 
Fkt. (vgl. S. 481, Z. 1—8 und die Anm. dazu) besitzen: re 


9,941 yp—xqg 2p+®, 24+y ap + y4—2. 

Bei der benutzten dualist. Trf. verwandeln sich diese inf. Trf. in solche, bei denen 
Gl. (A) und selbstverständlich auch jede der beiden Gl. (B)!) inv. bleibt und deren 
char. Fkt. lauten: 

a, Yy, > yp Ba x g, x (z’ Der, ap en y q) —p, y (z’ aha: ap — y' g) cr g, BE 2”. 
Man erkennt sofort, daß das wieder inf. Punkttrf. sind. Die mit den char. Fkt. 
x, y',1, —z’ erteilen den Ver. x’, y’ die Zuwachse Null, lassen also alle Char. jeder 
der beiden Scharen in Ruhe. Dagegen vertauschen die drei übrigen inf. Trf. die 
Char. jeder der beiden durch (B) bestimmten Scharen unter einander und erzeugen 
eine dreigliedrige Gruppe von derselben Zusammensetzung wie p+g, zp+yq, 
x’p-+ y*q. Da nun die Diffgl. der Minimalfl. nicht nach Monges Methode inte- 
grabel ist, denn sie besitzt kein intermediäres Integral mit einer willk. Fkt., so ist 


1) Dies ist so zu verstehen, daß (B) zusammen mit d?’ — pda — ddy=0 
ein invariantes Gleichungssystem bildet. 
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sie nach den Entwick. von Nr. II, S. 500—506 wirklich durch B.T. auf die von Lie 
angegebene Form zurückführbar. 

Die eben angestellten Betracht. liefern zugleich alle inf. B.T., bei denen die 
Diffgl. der Minimalfl. inv. bleibt. Ist p(p, q) eine solche Fkt., daß die Gl. x = 9», 
Yy=9g 2=PPpp+ 199 — Y eine Minimalfl.'!) darstellen, so ist: 


öz—gppdt, dy=gyzdt, ddE=(ppp+ 1 — pt, Ip—=dg— 0 


immer eine inf. B.T. von der verlangten Beschaffenheit, dazu kommen dann nur 
noch die inf. Ähnlichkeitstransf. ep + yq — z und die inf. Drehungen yp — xq, 2p+ x, 
gq-+y. Von diesen inf. Trf. vertauschen nur die drei letzten die Char. der Diffgl. 
unter einander. 

Übrigens hat Lie ja bereits 1872 alle endlichen B.T. bestimmt, bei denen 
Minimalfl. in Minimalfl. übergehen (Abh. I, 8. 3, Z. 9—11). 


Zu Abhandlung XXXVI, 8. 525—530. 


Am 17. 12. 1881 schreibt Lie an F. Klein: 
„Ist Poincar6s Satz, daß er alle algebr. lin. Gl. 


u 
integriert hat, wahr, so kann ich alle inf. Trf. eines jeden algebr. Syst. part. 
Diffgl. bestimmen. Vorausgesetzt ist dabei nur, daß die betr. Trfgr. eine end- 
liche Zahl Parameter enthält. Als Korollar Aießt hieraus u. a. der Satz: Kann die 


algebraische Gl. f(&, SE RT y”) = (0) durch eine bekannte oder unbe- 
kannte B.T. auf die lineare Form gebracht werden, so verlangt ihre Integration 
nur Quadraturen. 

„Poincare&s Untersuchungen scheinen epochemachend zu sein. Ich habe 
mich sukzessiv gegen, die Funktionentheorie gewandt. Doch komme ich kaum dazu, 
auf diesem Gebiet selbst produktiv aufzutreten.“ 

Anfang Januar 1882 schreibt er an A. Mayer: 

„Ich drucke eben eine kleine vorläufige Notiz, die durch Poincare&s merk- 
würdige Untersuchungen veranlaßt wurde. Poincare integriert jede lin. Gl. 


"Yıx ty 





mit rationalen oder algebr. Koeff. Dies gestattet mir, alle inf. Trf. eines jeden Systems 
part. und algebraischer Diffgl. zu bestimmen, dabei vorausgesetzt, daß diese inf. 
Trf. nur von einer begrenzten Zahl Konstanten abhängen. Indem ich dies mit 
meiner Verwertung der inf. Trf. verbinde, erhalte ich, glaube ich, viele merkwürdige 
Sachen.* 

Endlich führe ich noch eine Stelle aus einem Briefe vom 23. 4. 1882 an 
F. Klein an: 

„Mit meinen Arbeiten geht es, glaube ich, recht gut. Daß ich die inf. Trf. 
einer jeden (algebraischen) Diffgl. {—=0 durch eine lineare (algebr.) Gl. 


ER HIN Hy 
bestimme, erhält durch Poincar&s neue Theorien eine bedeutende Wichtigkeit, 
um so mehr, da ich die Integration von f= 0 in vielen Fällen auf die Bestimmung 
ihrer inf. Transformationen zurückgeführt habe.“ ’ 
S. 525 ff. Die hier entwickelten Theorien sind schon angedeutet in Abh. XXXI, 
Nr. 3, S. 467. 


1) Genau genommen müßte man sagen: eine Integralmann. der Diffgl. der Mi- 
nimalfl. d. h. entweder eine Minimalfl. oder eine -Minimalkurve oder einen Punkt. 
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S. 525, Z. 10—18. Siehe Poincare, Sur les fonctions Fuchsiennes, C. R. 92, 
8. 957, 1198—1200, 1274—1276 (1881) u. 93, 8. 301—308 (8. Aug. 1881). Oeuvres 
Bd. I, 8.9, 12, 16, 29. 

S. 525, 2.4 v.u. Lie hat diese Absicht nicht ausgeführt. In seinem Arch. 
Bd. VIII, 8. 457f., 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, Note 4 am Schlusse) erwähnt er 
die hier angedeuteten Theorien kurz und behält sich wieder vor, bei einer andern 
Gelegenheit darauf zurückzukommen. 

S. 526, Z. 3. Verwendet man B.T., so muß die Zahl n>2 sein, weil sonst 
. die allgemeinste inf. B.T., bei der die Diffgl. inv. bleibt, unendlich viele Parameter 

enthält Legt man P.T. zugrunde, so ist bloß der Fall n=1 auszuschließen (vgl. 
Abh. XXXII, Nr. 3, 8. 468, Z. 7—10). 
i daF 

S. 528, 2.2. Es muß heißen: ar, wen’ 

S. 528, 2.6 v.u. Vgl. auch hier Abh. XIV, S. 191ff., ferner Math. Ann. XXV, 
S. 78—83, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 1). 

S. 528, Z. 14,13 v. u. Vgl. auch hier Abh. XIV, 8. 204. 

S. 529, Z.7f. Daß der Fall »<(3, wenn man sich auf den Standpunkt der 
B.T. stellt, eine Ausnahme bildet, ist schon in der Anm. zu S$. 526, Z. 3 erwähnt. 
Die beiden Fälle n—= 3 und n > 3 unterscheiden sich dadurch, daß die Gruppe 
aller B.T., die eine gew. Diffgl. von der Ordn. n > 3 invariant läßt, stets reduzibel, 
d. h. durch eine B.T. in eine Gruppe von P.T. überführbar ist, während dagegen 
Jede Diffgl. 3. O., die durch B. T. die Form y”’—=0 erhalten kann, bei einer zehngl. 
irred. Gruppe von B.T. invariant bleibt. Für diese zehngl. Gruppe gilt das auf 
S. 528, Z. 17—14 v. u. Gesagte nicht, die betr. Diffgl. 3. O. kann daher nicht durch 
Quadr. erledigt werden. Vgl. Th. d. Trfsgr., Bd. II, Kap. 23 u. 24 (Leipzig 1890). 
Auf dem Standpunkt der P.T. gelten die Betrachtungen auch für n = 2. 

S. 529, 2. 12—7 v. u. Vgl. Abh. XXXV, 8. 521, Z. 13—20 u. die Anm. dazu. 

8. 529, Z2.6—3 v. u. Lie hat das ausgeführt in den: Math. Ann. Bd. XX, 
S. 419—431, 1882 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, Note 1). 

8. 529, Z.2,1v.u. Vgl. Abh. XXXIII, 8. 478, Z. 10—4 v. u. und Leipz. Ber. 
1892, S. 573 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil II), wo Lie sagt: „Die Be- 
merkung, daß die Anwendung dieser Methode [der Bianchischen Trf.] auf die 
Rotationsfläche konstanter Krümmung eine Reihe Flächen konstanter Krüm- 
mung mit algebraischen Krümmungslinien liefert, gehört ebenfalls mir.“ 


Zu Abhandlung XXXVII, S. 531-536. 


In einem Briefe, den F. Klein Ende April 1882 erhalten hat, schreibt Lie: 

„In diesen Tagen habe ich ein allgemeines, schwieriges und interessantes 
Problem erledigt. Da mein Ergebnis eine Illustration der Theorie der Transformations- 
gruppen bildet, interessiert dasselbe mich sehr. 

„Sei e der Krümmungsradius, r der Torsionsradius und s die Bogenlänge einer 
Raumkurve. Nehme ich dann eine arbiträre Relation &(r, e, s)=0, so kann ich 
alle zugehörigen Kurven bestimmen. Soviel ich weiß, kennt man nur sehr spezielle 
Fälle dieses Theorems. 

„Für mich ist es von kapitaler Wichtigkeit, Anwendungen der Theorie der 
Trfsgr. zu finden. Denn in dieser Weise muß ich versuchen, das Interesse für dieses 
außerordentlich große Gebiet in weitere Kreise zu verbreiten. Im allgemeinen geht 
es mir so, wenn ich Beispiele in rationeller Weise behandle, daß ich nur bekannte 
Resultate wiederfinde. Allerdings finde ich gleichzeitig den inneren Grund der Sache.“ 

S. 531, Z. 13—15. Ist nicht geschehen. 

S. 532, Z. 12. Das Vorzeichen des Torsionshalbm. ist hier anders gewählt als 
in Abh. XXX, S. 422. 
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S. 535, Z. 15—18. Die einzige Stelle, wo Lie auf diesen Zusammenhang zu 
sprechen kommt, findet sich in einer kurzen Mitteilung Christ. Forh. Aar 1882, Over- 
sigt S. 13f., Sitzung vom 15. 9. 1882 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VIII). Er bemerkt da 
folgendes: Gestattet eine lin. hom. part. Diffgl. 1.0. Af=0 in &,,..., x, die inf. 
Trf. B,f,..., B,f einer r-gliedr. Gruppe und besteht zwischen Af und den B,f 
keine lin. hom. Relation, so kann man Af=0 in eine Gl. zwischen n— r kano- 
nischen Ver.') überführen; diese Ver. sind die Lösungen des r-gliedrigen vollst. 
Systems Bf=0 k=1l,...,r), d.h. sie sind die Invarianten der betr. Gruppe. 
Er fügt hinzu, in der vorliegenden Abh. XXXVII habe er diesen Satz mit Vorteil 
angewendet. 

In der Tat, die hier behandelte Aufgabe kommt hinaus auf die lin. part. Diffgl. 


1 2 ul _ 
Fruse-k; =0, 


wo die Ver. durch die Gl. (2), (3), (4), (5), S. 531, durch die Gl. S. 532, 2.2 und 
durch die Rel. 











®( Bea )r 0 

vze”? yzu: 

verknüpft sind. Diese Diffgl. bleibt nun bei der dreigl. Gruppe aller Drehungen des 
Raumes inv., deren inf. Trf. geschrieben in allen vorkommenden Ver. so aussehen: 


‚of ‚of Rh 2”. nn en wor BE... RT 
RR PA LI Fe Teer 


und diese Gruppe in 13 Ver. hat die zehn unabh. Inv. 


8:20 200”, 27’ Zu’, Zu, Zu? Zuu, Zru, Zr, 

















von denen sich sieben auf Konstanten reduzieren. Führt man daher oe und r als neue 
Ver. ein, so erhält man die Diffgl. (10), S. 532, die bei den inf. Trf. 
‚df 3 „or of 

Zf=y dx er Yf 
inv. bleibt und in der die Ver. er durch die Rel. Zx2?=1, Zeu=0, Zi’ —=1 
verknüpft sind, was damit stimmt, daß die Ausdrücke Ix’?, Zx’u, Zu? die Gl. (10) 
befriedigen. Dabei bestehen die Rel. (AX)=(AY)=(AZ) = 0, die aussagen, daß 
die Gl. Af=0 bei den inf. Trf. Xf, Yf, Zf inv. bleibt, und die Rel. (XY)=Zf, 
(YZ)=Xf, (ZX)=YYf, die aussagen, daß Xf, Yf, Zf eine dreigl. Gr. erzeugen, 
deren einzige Inv. offenbar Ix’?, Zx’u, Zu? sind. Man erkennt hieraus, daß die 
Gl. Af=0, Xf=0, Yf=0, Zf=0 ein viergl. vollst. Syst. bilden, das außer den 
eben genannten Lös., die sich auf Konst. reduzieren, keine Lös. besitzt, und daß 
die Gl. Af=0 noch drei unabh. Lös. hat. 

Unsre dreigl. Gr. enthält eine zweigl. Untergruppe Zf, Xf-+:Yf, von der die 
Fkt. g, 8. 532, Z. 1 v. u. eine Inv. ist, die einzige, die es außer Zx’?, Zx’u, Zu? 
gibt. Hieraus folgt, daß die Gl. Af=0, Zf=0, Xf-+iYf=0 ein dreigl. vollst. 
Syst. bilden, das nur noch eine unbekannte Lös. hat, nämlich die auf S. 533 be- 
trachtete Lös. W(y, s) von Af=0. 

Daß sich aus W die noch fehlenden zwei Lös. von Af= 0 ohne Integr. ab- 
leiten lassen, folgt so: Nach Abh. XIV, S. 189f. sind XW, YW und mithin auch 
XXW= YXW,... Lösungen von Af=0. Wäre XW=0, so befriedigte W die 











1) Diese „kanonischen Variabeln“ erwähnt Lie auch am Schlusse einer vom 
Juni 1882 datierten Arbeit: „Über Flächen, die lineare u. inf. Trf. gestatten“, Arch. 
Ba. VII, S. 192 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VID, sowie in der hier als Nr. XXXVII ab- 
gedruckten Abh., die er im Sept. 1882 der Krist. Ges. d. Wiss. vorgelegt hat (siehe 
8. 543, 2.6 v.u.— 545, Z. 5). 
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vier Gl. Af= Xf=Yf=Zf=0, was unmöglich ist. Andrerseits ergibt sich, wenn 
man Xf-+iYf= Bf setzt: 


BXW=XXW-+HiYXW=XXWHIiXYW-iZW=0, 
ZXW=XZW+YW=:iXW, 


folglich sind W, X W unabh. Lös. des zweigl. vollst. Syst. Af=0, Xf+iYf=0. 
Ferner ist 


YXXW=XYXW—-ZXW=XXYW—- XZW—- XZW-YW=XXYW-iXW, 
mithin BXXW=-XXXW-+iYXXWV=XXBV+ XW=XW, 


demnach ist X X W keine Lösung des vollst. Syst. Af=0, Xf+iYf=0 und in- 
folgedessen von W, XW unabhängig, so daß W, XW, XXW die sämtlichen noch 
fehlender Lös. von Af=0 sind. 

Der innere Grund dafür, daß man aus der einen Lös. W von Af=0 die 
übrigen ohne Integr. finden kann, liegt darin, daß die Untergr. Zf, Xf--iYf keine 
andre in der dreigl. Gruppe inv. Gruppe enthält als die identische Transformation 
(vgl. Math. Ann. XXV, S. 83—89, d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 2). Nunmehr leuchtet 
auch ein, daß man mit Hilfe der endlichen Trf. der Gruppe Xf, Yf, Zf die fehlen- 
den Lös. sogar ohne Differentiation ableiten kann (8. 534). 

S. 535, 2.12—6v.u. Im R, ist nämlich die Gruppe der Drehungen sechs- 
gliedrig und hat dieselbe Zusammensetzung wie die projektive Gruppe einer Fläche 
2. Grades im R,, d. h. sie zerfällt in zwei konjugiert imaginäre dreigliedrige inv. 
Untergruppen, deren jede mit der Gruppe Xf, Yf, Zf gleichzusammengesetzt ist, 
während alle inf. Trf. der einen mit allen inf. Trf. der andern vertäuschbar sind. 
Daraus folgen die Lieschen Behauptungen ohne weiteres. 

8.535, 2.4—-1v.u. Puiseux, Liouvilles Journal Bd. 7, 8. 65—69 (1842), 
Bertrand, ebd. Bd. 13, S. 423f. (1848), Enneper: Zur Theorie der Kurven dop- 
pelter Krümmung, a. a. O0. $. 72—83. 

S. 536, Z. 7—11, vgl. 8. 546, 2.7—2v.u. 


Zu Abhandlung XXXVII, 8. 537547. 


Die Protokolle der Videnskabsselskab geben leider keinen Aufschluß darüber, 
wann die Abh. vorgelegt worden ist. 

In einem an F. Klein gerichteten Briefe vom 23. 4. 1882 schreibt Lie: 

„In der letzten Zeit treibe ich wieder gelegentlich Kugel- und Liniengeometrie. 
Ich präpariere u. a. eine wirklich schöne Spezialarbeit über Flächen, deren Haupt- 
tangentenkurven linearen Komplexen angehören. Diese Flächen gehen durch die 
Kugelabbildung hervor aus den Flächen, deren Krümmungslinien sphärisch sind. Es 
ist aber sehr interessant und einfach, die Theorie direkt zu entwickeln.“. 

Hiernach hat es den Anschein, daß der erste Teil der vorliegenden Arbeit 
(S. 537—541) aus dieser Zeit stammt. Damit würde auch nicht in Widerspruch 
stehen, was Lie in der Abh. „Klassifikation und Integration ...“ II, Arch. VIII, 
8. 285, Z. 3—1 v. u., 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XI, $ 3, Nr. 24) bemerkt. Dort be- 
spricht er nämlich die Integration der Diffgl., die bei der allg. proj. Gruppe inv. 
bleiben, und zeigt, daß die Integration der sich ergebenden Hilfsgl. 8. O. auf eine 
gew. Diffgl. 2. O. zurückgeführt werden kann. In einer Anm. fügt er dann hinzu: 
„Nach einer neueren Bemerkung von mir, die ich der Ges. d. Wiss. in Christiania 
im Sept. 1882 mitteilte, genügt es sogar, ein Integral dieser Gl. 2. O. aufzufinden.* 
Das aber kann sich nur auf die gegenwärtige Abh. und zwar auf die Stelle 8. 546, 
Z. 11—13 beziehen, denn in der vom 6. Juli 1882 datierten, am 10. Juli eingelaufenen 
und in der Sitzung vom 15. Sept. vorgelegten Meddelelse, Christ. Forh. 1882, Over- 
sigt S. 14 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VIII, Nr. 6), sagt er nur, „daß eine solche Gl. 8.0, 
auf eine von zweiter zurückgeführt werden kann.“ 
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S. 537, Z. 15f. Vgl. auch Abh. XXIX, S. 420, 2.4—1v.u. 

S. 537, Z. 10—-4 v. u. Vgl. Abh. XXII, S. 356, Z. 19—14 v. u. und die Anm. 
dazu. Beweise für diesen Satz haben geliefert: Paul Franck, Über die Liesche 
F, eines Flächenpunktes, Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges., XIII, 1914, S. 110—127, 
und G. Scheffers, Über zwei mit einem Flächenpunkte verknüpfte Flächen 2. O., 
ebd. XIV, 1915, 8. 68—79, aber keiner dieser Beweise verwendet homogene Ko- 
ordinaten, die offenbar gerade hier das gegebene Hilfsmittel sind. 

Wir betrachten eine beliebige nicht abwickelbare Fläche, indem wir uns die 
vier homogenen Punktkoord. &,,..., x, als Funktionen der beiden unabh. Ver. «, v 
gegeben denken, und zwar seien u = Const., v — Const. die beiden Scharen von 
Haupttangentenk. der Fläche. Dann ist unter Benutzung einer leichtverständlichen 
Abkürzung 


5 (IL) AR) I: 

während (©x,%,%,,) nicht identisch verschwindet. Hierin liegt, daß x,,...,x, zwei 
part. Diffgl. 2. O. von der Form 

(2) i Zu sta, + %R,, zu hr t+tPßa2ut Pt, 

befriedigen, wo die «;, ß; gewisse Fkt. von u, v sind, für die man durch zweimalige 
Differentiation die Integrabilitätsbedingung 


0%, _ OB; ei 
(3) Plage erhält. 
Bezeichnen wir u Punkt, der die hom. Koord. &,,..., &, hat, kurz mit x, 


so bestimmt die Gl. (&nxx,)=0 alle Geraden &, n, von denen die Tangente der 
durch den Punkt & oder «,v gehenden Haupttgk. v = Const. geschnitten wird, und 


die drei Gl. 
(4) | (Enzx,) ag 0, (EN, .) SER (ENX 4%.) u 0, 
| (Enwauoe) + ENT Ru) — (ENEuL.) — 0 

bestimmen alle Geraden, von denen die drei Haupttangenten geschnitten werden, 
die man erhält, wenn man durch jeden von drei aufeinanderfolgenden Punkten der 
Haupitgk. u = Const. die Tangente an die hindurchg. Haupttgk. v = Const, zieht. 
Die Gl. (4) stellen also die zweite Schar der Erzeugenden der Fläche 2. O. dar, die 
durch diese drei aufeinanderfolgenden Haupttangenten bestimmt wird. Der Liesche 
Satz kommt demnach darauf hinaus, daß die Gl. (4) von den drei Haupttangenten 
erfüllt werden, die man erhält, wenn man durch jeden von drei aufeinanderfolgen- 
den Punkten der Haupttgk. v — Const. die Tangente an die hindurchg. Haupttgk. 
«= Const. zieht, d. h. die Gl. (4) müssen bei beliebigem du erfüllt sein, wenn 


man setzt: 
$=X + „du + 42,„du?, n=% us %, du +4 3%,uu4 du? 


und bei der Entwicklung die dritte und vierte Potenz von du wegläßt. Von den 
neun Gl., die man auf diese Weise erhält: 


(ax,0z,) = 0, (Ru, %,) + (Ur) =), 
(Lruuo Cu) + (un Cu) zu (Kl yuu Ku) =, (CR,ER,,) ir R: (EX) =(, 
(Cool Kun) Tr (Lu, EX un) — (2%, vCu%n) A (Ku, Eu %o) =(, 
(!Ruuol Kur) + 2 (AuKuo% Kur) Pi (Lyluu Kur) ee (xy uo&u%o) 2 (Lulu lu%o) + 
+ (Cu Cu Co) =(, 
(ER, n0) + 2 (EXT zur) Er (CR, X 2) =, 
(Run uoo) + (Au, Cu oo) +2 (CR yoLCyKun) 73 (Au Ey Kun) 57 (Run lu&or) Ho 
i Se (Cu Rp lu%eo) =0, 
("Xyun&Xuov) Zack, (Lulu u oo) ER (2, Kun Cup) 7. 2 (CR lo uno) + (0, Run En Cun) Se 
Ay 2 (Ku Co Cuo) me (Run &u Lo) 2 (Aula Cu Tr) + (Fun Ku Con) bare: v, 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Ba. III. 43 
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sind die erste bis fünfte und die siebente teils an sich Identitäten, teils vermöge 
(1) erfüllt. Die sechste, achte und neunte lassen sich so schreiben: 


(BR R,LCuuo) # (TR, u&uo) =(, (TR,L, Eu on) + (TREU 0%, 0) =(, 
2 (CR Kuo X uvo) Sn (CR, Ku Kuve) +2 (CR, CuoX u) EN; (RR Kuno) + Ku lau Con) =(; 
berücksichtigt man (1), (2), (3), so überzeugt man sich leicht, daß auch sie identisch 
erfüllt sind. 

Damit ist der Liesche Satz bewiesen. Will»man die Gl. der Fläche 2.0. 
selber haben, so kann man sich darauf stützen, daß die Fläche 2. O., die durch 
drei gegebene Gerade x, y; x’, y'; x”, y” geht, durch die Gl. 

(er y’E)(ya’y" ED — yay'd) (wry” E) — 0 
dargestellt wird, wo & einen laufenden Punkt bezeichnet. Hier hat man dann für 
die Gerade x,y die Haupttg. x,x, zu setzen und für x’, y’ und x”, y’’ zwei unendlich 
ben. Haupttg. durch unendl. ben. Punkte der Haupttgk. u = Const., was darauf 
hinauskommt, daß 


vu 


(ea’yp) = (anzy,ß) — (a8,X,P), (ery’P) = (arR,noPß) + 2 (Ruh) — (@0,%,,ß) 
gesetzt wird. Man erhält so die Gl. der Lieschen Fläche 2. O. in der Form 

(5) (Ru, 5) [Ru &uoe$) Er (RC, Eur )] + (RK uw) [2 (TREUE) Br: (TEL 5)) =(, 
oder durch Benutzung von (2) in der folgenden: 


9 (+) wre areas) Cure + 2REuRur) Erd. 
Berücksichtigt man (3), so erkennt man, daß die Gl. (6), wie es sein muß, bei der 
Vertauschung von u mit v ungeändert bleibt. 

Übrigens kann man aus den G]. (4) auch leicht eine Parameterdarstellung der 
Fläche 2. O. ableiten. Setzt man n=cx,+ x, so durchläuft der Punkt n bei ver- 
änderlichen o:r eine gewisse Erzeugende der Fläche; setzt man weiter &=Ax= + uxu 
+vx,+ 0%,,, 80 liefern die Gl. (4) zwei lin. hom. Rel. zwischen A, u, v, e, die für 
jeden Wert des Verh. 6: r eine Erzeugende der zweiten Schar bestimmen. Man 
findet so für einen beliebigen Punkt & der Fläche die Darstellung 


m ale ku srer een 


wo 6:r und 6’:r’ zwei Paare von Verhältnisgrößen sind. 

S. 538—541. Eine recht eingehende Darstellung dieser Theorie hat Lie durch 
einen seiner Schüler bearbeiten lassen; s. Arnold Peter, Die Flächen, deren 
Haupttgk. linearen Komplexen angehören, Diss. Leipzig 1895, 88 S. 8°, Sonder- 
abdruck aus dem Arch. for Math. og Naturvid. Bd. 17. Leider wird über den Weg, 
auf dem Lie seine Sätze gefunden hat, in dieser Arbeit gar nichts gesagt. 

Andre Lösungen des Problems geben: E. Keraval, Sur les surfaces dont 
les lignes asymptotiques appartiennent par leurs tangentes ä un complexe lineaire, 
Bull. de la Soc. Math. de France Bd. 39, S. 134—155 (1911) und Charles T. Sullivan, 
Properties of surfaces whose asymptotic curves belong to linear complexes, Am. 
math. Soc. Trans. Bd. 15, S. 167—196 (1914). Vgl. auch A. Terracini, Su una 
superficie del sesto ordine e della sesta classe le cui asintotiche sono ceubiche sghembe. 
Acc. dei Lincei vol. XXIX, ser. 5a, 5. Dec. 1920, 8. 356—361; Sulle superficie le 
cui asintotiche dei due systemi sono cubiche sghembe. Nota prima. Soc. dei Natura- 
listi e Matem. di Modena, Serie V, Vol. V. Modena 1921, 28 S. 8°. 

S. 538, 2. 16—21. Das wird von Peter-auf S. 3f. seiner Diss. ausgeführt. 

S. 538, Z.12,11v.u. Vgl. Ann.V, 8. 154, Z. 21—23, 1872 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $ 3, Nr. 10). Für lineare Komplexe insbesondere ist der Satz ausdrücklich 
ausgesprochen in der G. d.B.T. S. 231, Satz 25 (1896). 

S. 538, 2. 6—4 v. u. Ann. V, 8. 154, Corollar. 





# 
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S. 539, Z. 3f. Vgl. Ann. XXV, 8. 144, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 10, 
Nr. 30 hinter Theorem X). 

S. 539, Z. 6—8. Gemeint ist die Form, die F=- 0 bei der auf $. 537 erwähnten 
B.T. erhält. Selbstverständlich erscheint diese Diffgl. auch bei Serret und Bonnet 
als das Ergebnis der Elimination eines Parameters aus zwei Gleichungen. Vgl. 
O0. Bonnet, C. R. Bd. 36 (1853), 8. 81—84, 219— 222, 291—294, 389—391, 585—587. 
Journal de l’Ecole polyt. Cah. 35, Tome 20 (1853), S. 117—806: Mömoire sur les 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou spheriques. C. R. Bd. 42 (1856), 
8. 1067— 1070. — J. A. Serret, C. R. 36 (1853), 8. 200—204, 328—334, 391—393, 
432—436. Journal de Lionyiiie, Bd. 18 (1853) 8. 113—162: M&moire sur les sur- 
faces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spheriques. C.R. 42 (1856), 
S. 109110, 190—194, 194. 

S. 539, Z. 16f., 2.8, 7 v.u. Vgl. F. Klein, „Zur Theorie der Linienkomplexe 
des ersten und zweiten Grades“, Math. Ann. II, S. 201 (1870); Ges. Abh. Bd. I, 8. 56 
(1921). 

S. 539, Z/6 v.u. Einen analyt. Beweis für diesen Satz findet man bei Peter, 
8. 11—13. 

S. 539, 2.5 v.u.— 540, Z.2. Der Beweis bei Peter, $S. 27—29, ist nur eine 
rechnerische Bestätigung des Satzes, der offenbar auf ganz anderm Wege gefunden 
worden ist, und zwar, wie wohl keinem Zweifel unterliegen kann, auf Grund der 
Theorie der Monge-Ampereschen Gl. Es erscheint mir das so zweifellos, daß ich 
darin eine neue Bestätigung für meine Vermutung erblicke, daß Lie bereits, als 
er Abh. I schrieb, die Monge-Ampöresche Gl. im wesentlichen &0 aufgefaßt hat, 
wie ich es auf S. 619 ff. auseinandergesetzt habe. 

Wie auf S. 620 denken wir uns die dem El. x, y, 2, p, q unendl. ben. und 
mit ihm vereinigt liegenden El. auf die Punkte eines R, mit den hom. Koord. 
dxz:dy:dp:dq abgebildet, so daß die zu unseren EI. 1. O. gehörigen EI. 2. O. 
x, Yy, 2,9, 9, r, 8, t durch die 0° Geraden des lin. Komplexes 
(1) dp=rdce+sdy, dg=sdc + tdy 
vertreten werden. Ist dann F'(«, y, 2, p, = 0 eine beliebige part. Diffgl. 1. O., so 
werden die einem El. dieser Gl. unendl. ben. und mit ihm verein. lieg. El. der Gl. 
durch F,rrF .) dz+(F,+ -4F,) dy+F,dp+ F,dq=0 bestimmt, ihre Bild- 
punkte erfüllen also eine Ebene, in der die durch die Gl. F, Fr 2 s=(, 
Fu tuF, +7, &rP, t—= 0 .definierten El. 2. O. der dl. F=0 Hegen, und es ist 
klar, daß die 001 Bildgeraden dieser El. 2. OÖ. alle durch den Punkt 

ax:dy:dp:dg=F,:F :— (F,+PpF,):—(F,+4F,) 
des AR, gehen, d. h. durch den Bildpunkt des zu dem El. x, y, 2,9, q gehörigen 
unendl. ben. char. El. der Gl. F—=0. Man kann diese Eigenschaft geradezu be- 
nutzen, um die Diffgl. der char. Streifen von F=0 aufzustellen. 

Im Raume x, y, 2 sei jetzt eine Schar von oo? lin. Kompl. gegeben durch die Gl. 
(2) Zz(Ay— Bxe+TN)d:=0, 
wo A, B,C, A,B, f Fkt. zweier Parameter U und V sind. Jeder dieser Komplexe 


ordnet jedem Punkte x, y, z die hindurchgehende Komplexebene zu und damit ein 
El. x, y, 2, p, q, das durch die Gl. 


=(Ay— Be +Mp+Bz— Cy+A=0, 
| = (Ay— Bze+Nq+Cxz— Az +B=0 
bestimmt ist, so daß dem Komplexe im ganzen o0° EI. angehören. Nehmen wir 
noch an, daß die Gl. (3) nach U, V auflösbar sind, so gehört zugleich jedes der 
o0° El. &, y, z, ?, q einem bestimmten der lin. Komp]. (2) an 

Unter den oo? lin. Kompl. (2) scheiden wir nunmehr oo! aus, indem wir U 

und V als Fktw eines Parameters © betrachten, und fragen nach allen Flächen, auf 
48* 


8) 
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denen jede der oo! Haupttgk. der einen Schar einem dieser o0' Komp!. angehört. 
In jedem Punkte einer solchen Fläche ist dann die Komplexebene eines der oo! 
Kompl. die Tangentialebene der Fläche, die El. der Fläche sind daher unter den 
oo* El. enthalten, die den oo! lin. Kompl. angehören, d. h. die Fläche genügt der 
Gl. F (x, y,2,P,Q)=, die aus (3) durch Elimination von © hervorgeht (vgl. S. 538). 
Als Koord. für die El. dieser Gl. können wir die Größen x, y, z, © benutzen. 

Wir stellen zunächst die Diffgl. der char. Str. von F=0 auf. Die einem El. 
x,y,2,p,q von F= 0 unendl. ben. und damit vereinigt liegenden El. der Gl. 
werden, wie sich durch Diff. von (3) ergibt, durch die Gl. 


| (Ay— Be+N?:dp— AA: dy+(Ay— Be +T)0gd0 = 0 


© (Ay— Be +N’dgq+ZAA-de +(Ay— Be +N)%d0=0 
bestimmt; sie erfüllen in dem R,:dx:dy:dp:dq eine Ebene 

() (4y—Ba+N!Kodp —dody—ZAA bgdz+Xdy)—0, 
der alle durch 


e en 
8. ZAA-Xy — (Ay— Bz+N’Xos —- dh) =V0 

definierten Geraden des lin. Kompl. (1) angehören. Diese Geraden stellen also die 
zu dem EI. 1.0. &,y,z, ® gehörigen EI. 2. O. der Gl. F=0 dar; da sie alle durch 
den Punkt 

R dx:dy:dp:dgq= 

(6 | — (Ay— Be +TN)’%g:— (Ay— Bxz+T)’09:2AA:-09:2 AA X 
gehen, so bilden die Gl. (6) zusammen mit da=pdx-+-gdy die Diffgl. der char. 


Str. von F=0. Wünscht man diese Diffgl. in den Ver. x,y,2, ® zu haben, so hat 
man wegen (4) die Proportion (6) noch durch 

(6°) dq:dO=ZAA-X9:— 2%(Ay—- Be +T)ZAA 

zu ergänzen. 

Da aus (6) folgt dadp +dydq=, so liefern die char. Str. die eine Schar 
von Haupttgk. auf den Integralfl. von F= 0, die nämlich, die aus Kurven des 
Kompl. L auf 8. 538 besteht und die dort als die zweite bezeichnet wird. In der 
Tat, die char. Kurven, die zu den char. Str. von F'= 0 gehören, erfüllen eine 
Mongesche Gl., die sich aus (3) und aus 

dz:dy:dz—=Xg:— P9:PXo — 1% 
durch Elim. von p, q, © ergibt; diese stellt offenbar das Umhüllungsgebilde der 
00! lin. Kompl. (2) dar, definiert also im allg. wirklich einen Linienkompl., eben L. 
Die einzige Ausnahme ist der Fall, daß die oo! lin. Kompl. (2) ein Büschel bilden; 
der Komplex L reduziert sich dann auf die lin. Kongruenz, die allen Kompl. des 
Büschels gemein ist, die Haupttgk. werden Gerade dieser Kongr., und die Integralfl. 
von F=0 werden daher Regelfl., deren Erzeug. dieser Kongruenz angehören. 

Da auf jeder Integralfl. von F' == 0 die zweite Schar von Haupttgk. durch die Gl. 


() (Ay— Bz+T’dp+ZIAA-dy=0, (Ay— Be +T’dgq— AA dae=0 
bestimmt wird, so erhält man für die erste die Gl. 

(8) (Ay— Bz+M’dp—IAA-dy=0, (Ay—Bxe+TM’dg +ZAA.dae=0, 
aus denen sich wegen (4) ergibt: d@ = 0. Die erste Schar besteht somit, wie es 
sein muß, aus 00! Kurven, deren jede einem der oo! lin. Kompl. (2) angehört. 


Verbindet man (7) oder (8) mit (1), so erkennt man, daß die Integralflächen 
von F=0 die Monge-Amp£resche Gl. 


(9) (Ay— Bz + N (rt—s) + (ZAA’—=0 . 
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befriedigen, wo man sich noch U und V mit Hilfe von (3) eliminiert zu denken 
hat.!) Diese Gl. ist unter allen part. Diffgl. 2. O., denen die Integralfl. von F=0 
genügen, dadurch ausgezeichnet, daß sie von den Funktionen von ®, die man für U 
und V gewählt hat, unabhängig ist, sie wird also von allen Flächen befriedigt, auf 
denen jede der oo’ Haupttgk. der einen Schar einem der 00? lin. Kompl. (2) angehört. 

Da die Gl. (9) die Bedingung ausdrückt, unter der die Gl. (7) und ebenso die 
Gl. (8) mit (1) verträglich sind, so stellt sie in dem R,:da:dy:dp:dgq alle Ge- 
raden des lin. Kompl. (1) dar, die die beiden Geraden (7) und (8) schneiden. Nach 
8, 620 sind daher (7) und (8) nichts andres als die Diffgl. der Mongeschen Char. 
der part. Diffgl. 2. O. (9), wovon man sich auch leicht durch wirkliche Bildung der 
Diffgl. (3,), S. 619, überzeugen kann. Mithin ist (9) die part. Diffgl. der Flächen, auf 
der jede der oo! Haupttgk. der einen Schar einem der 00? lin. Kompl. (2) angehört, 
und sie besitzt die Eigenschaft, daß. ihre Mongeschen Char. Haupttgk. auf den 
Integralflächen sind. 

Es ist klar, daß F = 0 eine intermediäre Integralgl. von (9) darstellt. Man 
erkennt das übrigens auch daraus, daß aus (8) die Gl. (4°) folgt, die mit df=0 
gleichbedeutend ist, daß also dF = (F,+»F)de+ (F,+ qF)dy+F, dp 
un F,dq — 0 in dem R,:dx:dy:dp:dgq eine Ebene darstellt, die durch die Ge- 
rade (8) geht (vgl. S. 620f.). Das alles gilt, welche Fkt. von © man auch für U, V 
gewählt hat. Sind daher 


(3°) U= U(&, Y,2,P;, D, ‚= Vie, Y,2,P; ) 


die Auflösungen der Gl. (3) nach U und V, so ist Q(U,V)—= 0 mit der willk. Fkt. 


2 ein allgemeines intermediäres Integral von (9). 
Nunmehr denken wir uns eine zweite Schar von 00? lin. Kompl. gegeben: 


(10) Z(ay—be+nde=0, 

wo a,b,c, a, ß,y Fkt. von u und v sind, und scheiden daraus wieder oo! Kom- 

plexe aus, indem wir u und v als Fkt. eines Parameters $ betrachten. Von unsern 

Flächen verlangen wir neben der früher gestellten Forderung, daß jede Haupttgk. 

der zweiten Schar einem der oo! lin. Kompl. (10) angehört. Unsre Flächen erfüllen 

dann außer der Gl. F—= 0 noch eine ‚zweite part. Diffgl. 1. 0. f&,y 2,9, d=d 

die aus 

au) a 
„=(ay—ba+y)gater—az+ß—0 


durch Elim. von $ hervorgeht, es kommen daher nur die oo® El. x, y,2,9,9 in Be- 
tracht, die den Gl. F=0 und f=0 beiden genügen. Als Koord. dieser El. können 
wir x, y, 2 benutzen, während @ und # als Fkt. von &, y, z durch die Gl. 


(13) BUN bz-ey+@a 0x—Az+B _ ex —az+ß 
Ay—Bz+T ay—bz+yr' Ay—Bz+f ay—ba+Yy 


bestimmt sind. 
= Die zweite Schar von Haupttgk. genügt jetzt den Diffgl. 


8) (ay—ba+y)’dp— Zau-dy=!, (ay—bz+y)’dgq+ Zac. de=0 
und die erste den Gl. 
(7) (ay—ber+y)dp+zau-dy=t0, (ay—bz+y)dgq— Zau-dae=0. 








1) Es ist das die Diffgl. 2. O., die Peter auf 8. 4—7 seiner Arbeit ableitet, 
doch ist bei ihm die Gl. mit einer gewissen Unbestimmtheit behaftet, weil die oo! 
lin. Kompl. nicht als Teil einer bestimmten Schar von 00? lin. Kompl. betrachtet 
werden. Bemerkt sei noch, daß der Fall ZSZAA=0, wo alle lin. Kompl. ausarten, 
nur abwickelbare Flächen liefert. Von dieser Möglichkeit sehen wir im folgenden ab. 
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Für die den Gl. F=0 und f=0 gemeinsamen El. muß daher (8°) mit (7) und (7) 
mit (8) zusammenfallen, d. h. es muß aus (12) die Gl. 

ZAA 4 Lau 0 
(Ay—Bz+N? (ay-be+tn? _ 


folgen, so daß die neue Forderung wieder die alte Monge-Amperesche Gl. (9) 
liefert. Aus (12) aber ergibt sich 





a 





ZA _LAlb2— ey) + Au Zau _23a(Bz— Oy)+ :aA 
Ay—Bx-+f ay—bz-+y  ay—bz+y Ay—Bz+rT ö 
demnach kann das Glsyst. (12), (13) durch das System der drei Gl, (12) und 
(14) 2(A«+Aa)=0 


ersetzt werden. Die Gl. (14) muß hier für alle Werte von ® und # identisch erfüllt 
sein, weil jeder der oo! lin. Kompl. (2) eine Haupttgk. der ersten Schar und jeder 
der oo! lin. Kompl. (10) eine der zweiten Schar enthalten soll; sie sagt aus, daß 
jeder der oo! lin. Kompl. (2) mit jedem der oo! lin. Kompl. (10) in Involution liegt. 

Ferner ergibt sich wie vorhin, daß alle Integralfl. von f= 0 die Mon ge-Am- 
peresche Gl. 


(9) (ay—ba+y)(rt—s)+ (Zao)’—0 


erfüllen, wo noch % und v vermöge (11) zu eliminieren sind, daß (7’), (8°) die Diffgl. 
der Mongeschen Char. von (9°) sind, und daß f=0 ein intermediäres Integral von 
(9°) ist. 

Für die gemeinsamen El. von F=0 und f=0 fällt nun, wenn (14) für alle 
Werte von © und # erfüllt ist, die Gl. (9) mit (9) zusammen, zugleich ist (7’) mit 
(8) und (8°) mit (7) identisch. Da, wie wir früher sahen, die Gl. AF—= 0 eine Ebene 
darstellt, die durch die Gerade (8) geht, so stellt df= 0 eine Ebene dar, die durch 
die Gerade (7) geht; folglich trifft die Schnittgerade der beiden Ebenen dF= 0 und 
df=0 die beiden Geraden (8) und (7) und gehört dem lin. Kompl. (1) an. Erinnern 
wir uns daher an die Gestalt, die die Gl. des lin. Kompl. (1) in Ebenenkoord. hat 
(8. 621), so erkennen wir, daß für alle den Gl. F=0 und f=0 gemeinsamen EI. 
die Gl. [Ff]=0 gilt, daß also die Gl. F=0, f=0 ein zweigl. Involsyst. bilden, 
das oo! Integralfl. besitzt. 

Ist die Gl. (14) für alle Werte von U, V und u, v erfüllt, liegt also jeder der 
00°? Komp]. (2) mit jedem der 00° Kompl. (10) in Invol., so liefern (9) und (9°) die- 
selbe Monge-Amp&6resche Gl.; sind ferner: 


(11) wu y4,9,M vv y2Dq, 

die Auflösungen von (11) nach u,v, so ist o(u, v)=0 mit der willk. Fkt. ® ein 
zweites allgemeines intermediäres Integral von (9). Nach Abh. XIX, S. 287 ff. ist da- 
her: [Uu=[Uvr])=[Vu]=[Vv]=0, dagegen [UV]#0, [ur]&0 und die Gl. 
(9) kann durch B.T. die Form: s—=0 erhalten (S. 540, Z. 16—13 v. u.). 

Es seien (2) und (10) zwei involutorische Scharen von je 00! lin. Kompl., es 
sei also (14) für alle Werte von © und # identisch erfüllt. Sind dann die sechs 
Fkt. A, B,C,A,B,T von ® durch r unabh. lin. hom. Rel. mit konstanten Koeffi- 
zienten verknüpft, so bestehen zwischen den sechs Fkt. a, b, c, «, f, y von ® min- 
destens 6— r unabh. Rel. dieser Art (vgl. Peter, a. a. 0.8. 14); die Zahl r kann 
demnach nur 2, 3 oder 4 sein. It r=2 oder —4, so bilden entweder die oo! 
lin. Kompl. (10, oder die Kompl. (2) ein Büschel und unsre Flächen sind, wie schon 
erwähnt, Regelflächen, deren Erzeugende der lin. Kongruenz angehören, die allen 
Kompl. des betr. Büschels gemeinsam ist (8. 540, Z. 5—7). Schließen wir diesen 
Fall aus, so muß r=3 sein, und es ergibt sich, daß die oo! Kompl. (2) und die oo! 
Kompl. (10) zwei in Invol. liegende Bündel von je 00? lin. Kompl. bestimmen. Hier- 
nach ist zugleich klar, daß zwei solche involutorische Bündel von lin. Kompl. den 
einzigen Fall liefern, wo die 00? lin. Kompl. (2) mit den oo? lin. Kompl. (10) in In- 


lcd au 25 
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vol. liegen, und daß zu jedem solchen Paare involut. Bündel eine Monge-Ampe£re- 
sche Gl. gehört, auf deren Integralflächen immer die oo! Hpttgk. der einen Schar 
oo! lin. Kompl. des einen Bündels, die oo! Hpttgk. der zweiten Schar oo! lin. Kompl. 
des zweiten Bündels angehören, 

Aus Abh. XIX, S. 288f. entnehmen wir schließlich, daß U, V und u, v zwei 
dreigliedrige zu einander reziproke homogene Funktionengruppen bestimmen, die 
eine hom. Fkt. 1. O. als ausgezeichnete Fkt. gemein haben. Diese ausgez. Fkt., die 
nach $. 290f. durch Quadratur gefunden werden kann, ist die char. Fkt. (vgl. S. 742) 
einer inf. B.T., bei der jede Fkt. der beiden Fktgr., also auch jede der Fkt. U, V, 
u, v und somit zugleich die Diffgl. (9) invariant bleibt (S. 540, Z. 13—9 v. u.) Man 
kann demnach eine inf. B. T. aufstellen, bei der das zweigliedrige Involsyst. 
2(U, V)=0, w(u, v) = 0 inv. bleibt, welche Fkt. auch 2 und » sein mögen; für 
die unbeschränkt integrable totale Diffgl. in drei Veränd., die diesem Involsyst. ent- 
spricht, kennt man daher stets einen Integrabilitätsfaktor (vgl. Abh. XIV). 

Die verschiedenen möglichen Fälle sind bei Peter einzeln behandelt (a. a. O. 
S. 18—71). Den allgemeinen Fall, wo die beiden involutorischen Bündel von lin. 
Kompl. eine nicht ausgeartete Fläche 2. O. bestimmen, erwähnt Lie auch in den 
Leipz. Ber. von 1895, S. 500—502 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXIII, Abh. II); man findet 
da die Diffgl., die diesem Falle entsprechen. 

8.540, 2.8—5 v.u. Gemeint ist natürlich die Abh. Ann.V (d. Ausg. Bd. II, Abh. ]). 

S. 540, 2.4, 3 v.u.— 541, 2.1. Vgl. Ann. V, $8. 227, (a. a. O0. 8 21, Nr. 68). 

S. 541, 2.5—8. Die Dupinschen Zykliden sind ja die Flächen, in die sich 
die Flächen 2. Grades verwandeln, wenn man die Liesche B.T. ausführt, bei der 
die Geraden in die Kugeln übergehen. 

S. 541, 2. 9—14. Vgl. Ann. V, 8. 231f. (a. a. 0. $ 22, Nr. 70). 

S. 541, 2. 16—19. Vgl. S. 388 und 733. 

S. 541, Z. 22—24. Für den Punkt p, der isotropen Geraden, der auf dem Kugel- 
kreise liegt, wird ja die Entfernung pp, unbestimmt. 

S. 541, Z. 26—31. In der Selbstanzeige, 8. 547, Z. 12—15, weist Lie selber 
darauf hin, daß dieser Schluß nieht richtig ist. Vgl. andrerseits Abh. XXXIX, 8. 549, 
Nr. VI und Abh. XL, S. 5ö4f. 

8.541, 2.3—1 v.u. Vgl. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 
Leipzig 1899, S. 641ff. 

S. 542, 2. 2—7. Christ. Forh. 1871, 8. 87 (d. Ausg. Bd. I, Abh. xI, $ 7, Nr. 18); 
Ann. V, 8. 166 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 7, Nr. 23). Vgl. ferner Leips. Ber. 1897, 
S. 729—740 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 3). 

S. 542, Z. 8—10. Gemeint ist der nichteuklidische Raum, in dem jene nicht 
ausgeartete Fläche zweiten Grades als Fundamentalfläche der Maßbestimmung dient. 

S. 542, Z. 15f. „Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebri- 
ques et sur la theorie des imaginaires.“ In der 2. Ausgabe (Paris 1896 bei A. Her- 
mann) findet man die Trf. auf 8. 123 in der Form: 

2 R?x ‚„.  2R?’y ee I 


year: 


wo M=x°?+y°+2z°+ R?. Man überzeugt sich leicht, daß vermöge dieser Trf' 
jede Kugelfläche des Raumes x, y, z in eine Fläche 2. Grades des Raumes «’, y’, 2’ 
übergeht, welche die Kugel «+ y’?+2’?— R?=0 längs eines Kreises berährt; 
somit gehen die euklidischen Kugelflächen über in die Kugelflächen des nichteukl. 
Raumes, bei dem diese Kugel Fundamentalfläche ist, also auch die euklidischen 
Krümmungslinien in die nichteuklidischen. 

S. 542, 2.5—2 v.u. Die B.T., bei denen die euklidischen Krümmungslinien 
solche bleiben, sind keine andern als die, bei denen die Schar der euklidischen 
Kugelflächen iny. bleibt. Man braucht daher nur diese B. T. vermöge der im Texte 
erwähnten P.T. zu transformieren. Genau ebenso verfährt man bei den in Betracht 
kommenden Diffg]. 
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S. 542, Z. 19—23. Imschenetsky, Abh. II, Kap. IV, 8 18, Nr. 128—130. In 
Nr. 131 wird dann noch ein allgemeineres Ergebnis abgeleitet, das in Lies Aus- 
drucksweise so ausgesprochen werden kann: Die Monge-Ampe£resche Gl. geht bei 
jeder B. T., die durch eine Aequatio direetrix von der Form: z=w(e, y, &', y', 2‘) 
definiert ist, in eine Gl. von derselben Art über. 

8. 542, Z. 23f. Lie denkt dabei jedenfalls an das, was Imschenetsky am 
Schlusse von Nr. 127 seiner Abh. sagt. 

S. 543, 2. 10—8 v. u. Die Gl. von der Form r— F«, y, z, p, q) sind dadurch 
charakterisiert, daß die beiden Wurzeln der Gl. der Char. zusammenfallen und daß 
y = Const. eine integrable Komb. ist. Kennt man daher für eine Gl. (a), die auf die 
Form r—= F zurückführbar ist, eine integrable Komb. ©(x, y, z, p, q), so hat man 
nur zwei Fkt. X, # so zu bestimmen, daß [BX]=0, [8%] —0, [X#]—=0, und 
führt dann die durch: =X, Y=6, "= % bestimmte B.T. aus. 

S. 543, Z2.6—2 v.u. Vgl. S. 751, Z. 6£. 

S. 544, 2.8—6 v.u. Die Abh. Ann. XI ist erst 1877 erschienen, gibt aber 
den Inhalt der 1874 veröffentlichten Abh. wieder, die hier als Nr. XIV abgedruckt ist. 

S. 544, 2.6—4 v.u. Vgl. Abh. XIV, 8. 191, Z. 8-3 v. u, 194, Z.5—3 v.u. 

S. 544, Z. 11 v.u. Nämlich zur Berechnung ohne Integration. 

S. 545, Z. 1—5. Für alle Gruppen von P.T. der Ebene hat Lie das ausge- 
führt in der Abh. Klassifikation und Integration usw. I, Arch. Bd. VII, 1883 (d. 
Ausg. Bd. V, Abh. X). 

S.545, 2.4,3 v.u. Halphen, Sur les invariants differentiels, These, Paris 1878. 

S. 545, 2. 9—6 v. u. Gemeint ist die Form $. 544, Z. 18 v. u. Hier kann man 
= u . 9, = — ; — „+. setzen (vgl. Arch. VII, S. 196—198; d. Ausg. 
Bd. V, Abh. X, Einl. von Abschn. I) und erhält somit eine gew. Diffgl. zwischen g, 
und 9,. 

S. 545, 2.6, 5 v.u. Das Problem, die durch die Gl. zwischen p, und 9, dar- 
gestellte Diffgl. zu integrieren, hat die Normalform, die in Abh. XIV, 8. 194, Z. ı1 
bis 6 v. u. angegeben ist. Bei der weiteren Integration muß eine Untergruppe der 
gegebenen Gruppe verwendet werden; die „zweite Weise“, in der man verfahren 
kann, besteht daher vermutlich darin, daß- man die Gl. zwischen g, und g, durch 
eine Diffgl. zwischen den Fundamentalinvarianten einer Untergruppe ersetzt. Zahlreiche 
Beispiele für dieses Verfahren enthält die Abh. Klassifikation und Integration... II, 
Arch. Bd. VIII, 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XI), vgl. da etwa Nr. 5, 6, 9 und be- 
sonders 22, 23, 24. 

S. 546, 2. 4—8. Ich kann keine frühere Stelle finden, wo Lie das wirklich 
ausgesprochen hätte. In der Abh. Klass. u. Integr... II, Arch. Bd. VIII, S. 258, 1883 
(d. Ausg. Bd. V, Abh. XI, $ 1, Schluß von Nr. 5) spricht er allerdings den Satz aus, 
daß immer, wenn die Gruppe nicht zusammengesetzt ist, d. h. wenn sie keine inv. 
Untergruppe enthält, jede Untergruppe mit möglichst vielen Parametern eine Hilfs- 
gleichung liefert, durch deren Integration das ganze Problem erledigt ist, weil alle 
dann noch fehlenden Lösungen durch Differentiation gefunden werden können. Er 
fügt hinzu, diesen Satz habe er früher in viel allgemeinerer Form aufgestellt. Lei- 
der kann ich nicht sagen, welche Stelle einer früheren Abh. er dabei im Auge ge- 
habt hat. In Abh. XIV, S. 188ff. findet sich überhaupt keine Andeutung dieser Art, 
in den Ann. XI, 1877, 8. 518 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 12, Nr. 31) sagt er nur, 
man könne in jedem einzelnen Falle das allgemeine Problem in mehrere einfachere 
zerlegen, und bespricht dann, freilich nur andeutungsweise, verschiedene besondere 
Fälle. Auch in späteren Arbeiten kann ich keine Verweisung finden, die erkennen 
ließe, an welche frühere Äußerung er gedacht hat. Nicht einmal Ann. XXV, 1585, 
S. 83—89 (d. Ausg. Bd.VI, Abh. III, $ 2), wo er den Satz für eine beliebige, also auch 
für eine zusammengesetzte Gruppe ausspricht und beweist, deutet er an, daß man 
es mit einem besonderen Falle eines allgemeineren Theorems zu tun hat. Man ist 
daher ganz auf Vermutungen angewiesen, wenn man herausbekommen will, auf 
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welche seiner Theorien er sich bezieht und welche viel allgemeinere Form des Satzes 
er meint. Leider haben die Versuche, die ich in dieser Richtung gemacht habe, bis- 
her noch zu keinem befriedigenden Ergebnis geführt. 

S. 546, Z. 8—13. Diese Vereinfachungen beruhen darauf, daß die Hilfsgl. eine 
bestimmte kanonische Form erhalten kann; vgl. Ann. XXV, S. 136—147, 1885 (d. 
Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 10, Nr. 28—31\. Der Fall einer Hilfsgl. 2.O., der dort unter 
q—=2 behandelt ist, führt auf ein sim. Syst. von der hier in Abh. XXXIX, Nr. I, 
$: 548 und in Abh. XL, $ 1, 8. 551—552 betrachteten Art; damit ist auch erklärt, 
warum die Kenntnis eines Integrals der Hilfsgl. genügt. Vgl. übrigens S. 762. 

8. 546, Z. 13—16. Diese ersten Untersuch. sind hier in Abh. XIV dargestellt. 

S. 546, Z. 16—11 v.u. Ausgeführt in der Abh. Klassif. u. Integration ... II, 
Arch. VIII, S. 371—451, 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, 8 1—10). 

S. 546, Z.10—8 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 545, 2. 1—5. 

S. 546, Z. 7—2 v. u. Denselben Satz spricht Lie auch in der 1885 erschienenen 
Selbstanzeige von Abh. XXXVII aus, hier .S. 536. Hoppe zeigt in der Abh. „Uber 
die Darstellung der Kurven durch Krümmung und Torsion“, Crelle Ba. 60, S. 182—187 
(1862), Bd. 63, S. 122—140 (1364), wie man Raumkurven aus ihrer „spezifischen“ 
Gleichung, d. h. aus der zwischen = /(ds:g) und ? = Sds:r) bestehenden Re- 
lation bestimmen kann. Er führt die Aufgabe auf eine gewöhnliche lineare homogene 
Diffgl. 2.0. zurück, also im Grunde auf eine Riccatische Diffgl. Erst nachdem die 
gelöst ist, tritt die Bogenlänge in die Rechnung ein; wählt man für o eine bestimmte 
Funktion von s, so ergeben sich x, y, z als Funktionen von s durch Quadraturen. 

Ist $—= o (z), benutzt man die Bezeichnungen von 8. 531f., so daß a’, y', z 
die Richtungskosinus der Tangente sind, u, v, w die der Binormalen, führt man aber 
r als unabhängige Veränderliche eine, so treten an Stelle der Gl. (8) und (9) von 





S. 532 diese: de. R du ae 

van me y) 
und (10) nimmt die Form an: 

N ER 
aN-7,+r2W% ee (T) 2(v2 uy)z, =(. 
Demnach wird: A(p)=—iyV1-+9°(L+ 0) p) 
und man kommt auf die Riccatische Diffgl.: 
dp . 1—v? , 67 


Lie denkt sich nun offenbar, ähnlich wie auf 8. 534, für „, eine willkürliche Funktion 
%,(r) gesetzt und wählt die willkürliche Funktion ®’(r) so, daß die letzte Gl. erfüllt 
wird; dann ist die Riecatische Gl. durch Quadraturen lösbar: Wie auf S. 534 findet 
man nunmehr «', y', 2’, u, v, w als Funktionen von r, und wenn man die gegebene 
Gleichung & (s,r,$)—= 0 hinzunimmt, sind «,y,2 als Funktionen von s durch Qua- 
draturen bestimmt. 

S. 547, 2.7 v.u. Vgl. Abh. XL, 8. 554f. 

S. 547, Z.6—3 v.u. Friedrich Schur, Geometrische Untersuchungen über 
Strahlenkomplexe 1. u. 2. Grades, Berliner Diss. von 1879, 8. 1—9, wieder abge- 
druckt Ann. Bd. XV, S. 432—439. Vgl. auch die Anm. zu $. 542, Z. 2—7, 15f. 


Zu Abhandlung XXXIX, 8. 548-550. 


Diese Abh, ist ebenso wie die nächstfolgende in Paris geschrieben, wo Lie 
am 3. 11. 1882 in der Sociste math&matique de France einen Vortrag über seine 
Integrationstheorien von 1874 gehalten hatte Vgl. Ann. XXV, S. 74f. (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, Einl.). 
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S. 548, Nr. I, II. Vgl. die ausführlichere Darstellung in Abh. XL, Nr. 1-4, 
S. 551—553. 

S. 548f., Nr. III. Vgl. Abh. XXX VII, 8. 546, Z.4—8 und die Anm. dazu. 

S. 549, Nr. IV. Vgl. Abh. XIV, $. 193f. und die Anm. dazu. Welchen Nutzen 
man aus der Kenntnis der endlichen Trf. der Gruppe ziehen kann, das ist ein- 
gehend entwickelt Ann. XXV, 8. 136—147 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 10). Der auf 
Z. 15—18 erwähnte Fall liegt in Abh. XXXVII, $. 531—535 vor und dort ist das 
Integrationsproblem in der Tat auf eine Riecatische Gl. zurückgeführt. Daß das 
immer geht, wenn die inf. Trf. der Gruppe in den hier angegebenen Beziehungen 
stehen, das hat Lie nicht für nötig gehalten ausdrücklich auszusprechen, der Leser 
muß es herauslesen. Man beachte, daß Lie 1877, Ann. XI, 8. 518f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 12, Nr. 31) die Zurückführbarkeit auf eine Rieeatische Gl. noch nicht kennt. 

8. 549, Nr. V. Vgl. Untersuch. über Diffgl. II, Christ. Forh. 1883, Nr. 10 (d. 
Ausg. Bd. V, Abh. XII) und Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, 8. 378—382 (Leipz. 1888). 

S. 549, Nr. VI. Auch hierdurch sind die aus einer gegebenen Fl. konst. Kr. 
abgeleiteten Flächen noch nicht richtig gekennzeichnet, ebensowenig wie durch die 
Behauptung in Abh. XXXVIII, 8. 541, Nr. 5. Ein richtiges Kennzeichen gibt Lie 
erst in Abh. XL, S. 554f. 

S. 549, Nr. VII. Die Koeff. E, F, @ des Bogenelements der Fl. haben augen- 
scheinlich die Werte: 


E=V}, G=U% F=V,U,c0 0; 


berechnet man daraus das Gaußische Krümmungsmaß X der Fl, so kann man 
auch g durch « und v ausdrücken. Bezeichnet man andrerseits die unbekannten 
Richtungskosinus der Flächennormalen mit X, Y, Z, so ist (vgl. 8. 723): 


’ 











+ WA ZU, = 7 IA— N, 
mithin: ZdX’—= — K(Edu?—2Fdudv+ Gdv)) 
Aaron 
und ZdXdı= IX, Y,Z, dudv- —-2y- REG FE dudv. 
ER, Y,Z, 


Nun aber stellen die G.:&=x-+eX,... den einen Mantel der Zentrafläche dar, 
und es wird: 
Zds’—=L(de+odX + Xdo)’ 

= Zde’+o?ZdX?+de’+2oLZdXde, 

wo alle vorkommenden Ausdrücke bekannt sind. Nach Abh. XXV1,'S. 388 ist daher 
ae SE 

Se’ Te VERER ds = Const. 
die eine Schar von Krümmungslinien, und die andere Schar kann man ebenfalls an- 
geben. 

S. 550, Nr. VII. Es sei: edx?-+2fdaxdy-+ gdy* das bekannte Bogenelement 
der Fl. in den Ver. &, y. Setzen wir: du= o(Xdy— Yda), dv= og, (X, dy— Y, de), 
so ergibt sich: Eo?Y?+2 Foo IH +Ga’Y’=e 

—EeXY— Fee (XY, + YX)—- Ge’ Y=f 
EeX?+2Foe, XXL +60’X’=g, 
und wenn wir hieraus mit Hilfe von &=0 die Unbekannten E, F, @ eliminieren, 
so erhalten wir im allgemeinen eine Relation zwischen g,o, und &, y. Ähnlich wie 


in Abh. XIII, 8. 186 ergibt sich jetzt e durch eine Quadratur und dann g, ohne In- 
tegration. 


Sätze aus der Flächenth. — Die Bianchische Trf. 763 


Zu Abhandlung XL, 8. 551—555. 


8. 551f., Nr. 1—3. Eine sehr eingehende Darstellung dieser Theorien findet man 
in Lie-Scheffers, Kontin. Gr., Leipz. 1893, S. 778—791. 

S. 552, Z. 6. Auch hier bedeutet „linear“ so viel wie „projektiv*“. 

S. 552, 2.6 v.u., 553, 2. 4—6. Vgl. Mathematiske Meddelelser, ‚Christ, Forh. 
1884, Nr. 8 (d. Ausg. Ba. V, Abh. XV). ; 

S. 552, Z.6—4v.u., 553, Z.1,2. Die Note ist erschienen in Nr. 22, S. 536—557. 
An der von Lie angeführten Stelle wird eigentlich schon die nachher (hier $. 553, 
2.4) erwähnte Ausdehnung der Theorie verwertet, denn an die Stelle der allgemeinen 
projektiven Gruppe tritt die fünfzehngliedrige Gruppe aller B.T., die Kugeln in 
Kugeln überführen, eine Gruppe, die allerdings in den von Lie benutzten Kugel- 
koordinaten projektive Form erhält. Lie denkt sich eine Schar von oo! Flächen des 
Raumes gegeben, bei der jede Fläche durch eine inf. B.T. von der angegebenen Art 
in die unendlich benachbarte Fläche der Schar übergeht. Die inf. B. T. bestimmt das 
zu integrierende simultane System, und die Flächenschar ist die bekannte Integral- 
gleichung dieses Systems. 

8. 553, Z. 2f. „Sur les systemes form6s d’&quations lineaires & une seule va- 


riable ind&pendante“, C. R. Bd. 90, 1880, S. 524—526, 596—598. Vgl. Lie-Schef- 


fers a. a. 0. S. 771. 

8. 553, Z. 4—6. Dabei wird vorausgesetzt, daß die endlichen Trf. dieser Gruppe 
bekannt sind. 

8.553, Nr. 5. Vgl. die Anm. zu S. 546, Z. 4ff., 549, Nr. IV. 

S. 553, Z. 15f. Die Worte: „deren... bekannt sind‘ können nach einer spä- 
ter von Lie gemachten Bemerkung weggelassen werden (s. die vorhin erwähnten 
Math. Meddelelser von 1884). 

S. 553, 2.9, 3 v. u. Beide Male bedeutet „linear“ so viel wie „projektiv“. 

S. 553, 2.9—5 v.u. Vgl. Ann. XXV, S. 74 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einl.) 
und Halphen, Sur les invariants diff6rentiels, Thöse, Paris 1878, sowie: Sur les 
invariants differentiels des courbes gauches, Journ. de P’Ee. polyt. Tome 28, Cah. 47, 
8. 1—102 (1880). 

S. 553, 2. 4—1 v. u. Auf diese Stelle bezieht sich, was Lie in den Math. Ann. 
XXV, 8.74, 2.9,8v.u. — 75, Z.2 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einl.) sagt. Vgl. auch 
die schon erwähnten Meddelelser von 1884. 

S. 554f. Die hier beantworteten Fragen hatte Lie schon in Abh. XXX VII, 
8. 541, Nr. 5 und in Abh. XXXIX, S. 549, Nr. VI besprochen, war aber zu unrich- 
tigen Ergebnissen gelangt. 

Um ganz sicher zu gehen, führen wir homogene Punkt- und Ebenenkoord. ein, 
so daß ein Flächenel. durch die acht Größen x,, u, w=1,..., 4) bestimmt wird, 
zwischen denen die Relation: Zu,x, = 0 besteht. Die durch die Gl. (1), S. 399 dar- 
gestellte Beziehung zwischen den Flächenel. der ursprüngl. und der transform. Fl. 
läßt sich dann folgendermaßen ausdrücken: 


Zu,a)=0, Zu/s,—=0, Zur, —=0 


Ir 1.8 
| Zuu =(, Da — u, ain,’a,®, 
i i 


wo die Summation nach » immer von 1,..., 4 geht. 
Aus diesen Gl. folgt: 


(1) 


1...8 1..8 > 
Dual -—yu)=0I, Due u) =. 
i i 


Ist daher erstens nicht u, :%,:4%, = u,':%':uy', 80 ergibt sich: 


0 — 0 = 6 (U, — Uur), 


764 Anmerkungen zu Abhandlung XL, 8. 554f., XLI, 8. 556 


wo i,k,j eine zyklische Permutation der Zahlen 1, 3, 3 bedeutet und 6 einen Pro- 
portionalitätsfaktor; folglich wird: 


Ist zweitens u, :W:w=u,':u,':u,', ohne daß weder «,, u,, u, noch u,', u, , u 
alle drei verschwinden, so wird: „°+%,°+u,°=%, ferner können wir setzen: 
u =ru,((=1,2,3) und bekommen: (u, — ru,)a, =, ww — ru), —=0. 

Ist nun x,, , ein El., dessen Punkt x, im Endlichen liegt, während die Ebene 
u, isotrop ist, also der Gl. «+ u,?-+ u,?= 0 genügt, so liegt der Punkt x, des 
El. x,', w, nur dann im Unendl., wenn die Gerade zwischen den Punkten x, und 
x, isotrop ist; in jedem andern Falle sind x, und x,’ beide von Null verschieden. 
Dann aber kann die Gl. (2) nicht bestehen, es kommt somit nur die zweite der 
vorhin erwähnten Möglichkeiten in Betracht, und zwar wird offenbar u, =ru, 
fürv—=1,...,4, d. h. die Ebenen der beiden EI. x,, «, und x,, u, fallen zu- 
sammen. 

Es seien jetzt: 2,=g, (l), v,=x,() @=1,...,4) oo! El. einer Fläche von 
der konst. Kr. —1:a?, und zwar mögen die Punkte dieser El. eine im Endlichen 
liegende Kurve bilden, während die Ebenen sämtlich isotrop sind, so daß At X 
+%°=0. Auf einer jeden der oo! abgeleiteten Fl. konst. Kr. hätten dann die oo! 
entspr. El. x,', u,’ im allg. dieselben Ebenen, d.h. es wäre u’ =y,t)(ev=1,...,4), 
während die x, den Gl. Zu, x, —=0, Zu, dx) =0, Ex, du, = 0, also insbeson- 
dere den Gl. 22,2, =0, Zx,'y, (t)=0 genügen müßten. ‚Hiernach würden ’die 
Punkte der El. x, u,’ eine Kurve bilden, die der von den Ebenen u=y() # = 
1,..., 4) umhüllten abwickelbaren Fl. angehörte, es wäre also die Verbindungslinie 
der Punkte x, und x,’ immer die durch den Punkt x, gehende Erzeugende dieser 
abwick. Fl., während sie doch jede beliebige durch x, gehende in der Ebene u, lie- 
gende Gerade sein kann. Damit stoßen wir auf einen Widerspruch, es sei denn, daß 
die Punkte x,=p,(t) auf einer Geraden liegen: dann fallen nämlich die oo! iso- 
tropen Ebenen u, = x,(t) alle zusammen, so daß also die abwickelbare Fl. auf 
eine Ebene zusammenschrumpft. Das aber ist das in Nr. 6, 8. 554 abgeleitete Er- 
gebnis. 

Liegt der Punkt x, des El. x,, w, im Endlichen und ist die Ebene u, nicht 
isotrop, so gilt Gl. (2); der Punkt x,’ fällt daher nur dann ins Unendl., wenn die 
Verbindungslinie der Punkte x, und x,’ isotrop ist, und zwar gehört das El. r,‘, u,’ 
dann offenbar dem Kugelkreise an. Erinnern wir uns nun, daß bei der Bianchi- 
schen Konstruktion aus einer geg. Fl. konst. Kr. immer eine neue Fl. konst. Kr. er- 
halten wird, wenn man auf der geg. Fl. 00! geod. Linien kennt, die durch einen 
unendl. fernen Punkt der geg. Fl. gehen, und daß die Verbindungslinie jedes Punk- 
tes P der geg. Fl. mit dem entspr. Punkte P’ der neuen Fl. die durch P gehende 
jener oo! geod. Linien berührt (s. S. 727), so erkennen wir, daß die Gerade PP’ 
dann und nur dann eine isotrope Gerade ist, wenn die durch P gehende jener oo! 
geod. Linien eine Minimalkurve ist. Jedem El., dessen Punkt P auf dieser Mini- 
malk. liegt und dessen Ebene E die geg. Fl. konst. Kr. berührt, entspricht dann ein 
El. der neuen Fläche, dessen Punkt P’ auf dem Kugelkreise liegt und dessen Ebene 
E' isotrop ist, also den Kugelkreis berührt. Da nun die Ebene FE’ durch die iso- 
trope Tangente PP’ der Minimalkurve geht, so ist sie augenscheinlich die zu P 
gehörige Schmiegungsebene jener Minimalkurve. 

Wählt man daher auf der gegebenen Fl. konst. Kr. irgend eine Minimalkurve 
und auf dieser einen unendl. fernen Punkt, so gibt es unter den oo! abgeleiteten 
Fl. konst. Kr. immer eine, die längs des Kugelkreises von den Schmiegungsebenen 
der betr. Minimalk. berührt wird. 
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Zu Abhandlung XLI, 8. 556—560. 


Eine Selbstanzeige dieser Note findet man in Bd. V d. Ausg. unter Nr. XHa. 

8.556, Z.7—12. Über Bianchis Operation vgl. Abh. XXVI, 8. 388f., XX VII 
und XXX, über die Bäcklundsche dessen auf $. 725 angeführte Abh., über die 
Liesche hier Abh. XXVlIa, 8. 393, XXXII, S. 477f. 

Bei der Bäcklundschen Op. werden jedem Flächenel. mit dem Punkte P und 
der hindurchgehenden Ebene EZ oo! Flächenel. so zugeordnet, daß immer der Punkt 
P, in E liegt und von P den konstanten Abstand a hat, während die Ebene E, 
durch P, und P geht und mit E einen konstanten nicht verschwindenden Winkel 
w bildet.') 

Wir denken uns wie in Abh. XXX, 8. 421ff. die Oper. auf einen Element- 
streifen ausgeführt, bei dem die Ebenen seiner Elemente die Schmiegungsebenen der 
von den Punkten der EI. gebildeten Kurve sind. Behalten wir dann die Bezeichnun- 
gen von $. 736 bei, so werden jedem Flächenel., das aus einem Punkte x, y, z der 
Kurve C und der zugehörigen Schmiegungsebene besteht, o0' Flächenel. zugeordnet, 
deren Punkte die Koord.: 

x, =x+alacos$® + lsin®),... 
haben, während die Richtungskos. X,, Y,, Z, der Ebenen sind: 
X, =esinw(— asin® + Llcos®) + A cosw,... (=+1) 


unter $ einen Parameter verstanden. 
Die Bedingung ZX, x,’ = 0 liefert jetzt für $ die Diffgl.: 


’ 1 [ 
) -- ++ 


Soll ferner jeder transformierte Elementstreifen wieder so beschaffen sein, daß die 
Ebenen seiner El. die Schmiegungsebenen seines Punktorts sind, so muB ZX,' x, = 
werden, was die Gl. r’—= a’: sin?w ergibt, aus der sofort Ss =1 folgt. Wählen wir 
sy —=1lunds,=s, so wird: 


cot w 





) sin #. 




















; 1, cotw 1 cotw a 
ER HERE Wunde ; r EI. 
«at asin?s (+ = )) + lasins 0 (+ ) ein 
X =4=—easinwsin®+elsinw cos®# + s4 cos w 
4 
® 1, = — sarsin® cos# sin w (+ „Er 
L + elr (cos* 8 sin w (- + er — —) — 854, sin w c08#. 


rt a 








; dh ’ : d 
Die Gl. ds —=1,:r, liefern nunmehr: ,—=r und die Gl. . —=|,:e, ergeben: 
s sin w a 2asin® /1 cot w 
me He (Le) 
0, ro r a r 
Wählen wir daher s—= — a:rsin w, so haben wir für r= a: sin w zu setzen e= — 1 
und bekommen: 
1 : 
(3) EI Irre: 
Qı E a 
während für r= — a:sinw wird e=-+1 und: 
1 X in? 
(3°) 2 ee, 
e, E 


1) Vgl. die auf $. 737 angeführten Arbeiten von O0. Roeleke und G. Scholl- 
meyer. 
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In beiden Fällen kommt: 


2 —%& c—ı a 
(4) Boa I! =—cos®, > = !l=-—sin®; 








bezeichnen wir daher den Winkel, den die Tangente der durch %,; Yı, 2; gehenden 
transformierten Kurve mit der nach‘dem Punkte &, y, z gezogenen Geraden bildet, 
mit 9, soitd, =#-+n. = 

Um diese Formeln auf eine Fläche von der könst. Kr. — 1:a? anwenden zu 
können, ersetzen wir das bisherige a durch asinw. Wir betrachten irgend einen 
Punkt &, y, z einer solchen Fläche und bezeichnen mit r=a, g und s Torsionsh. 
Krümmungsh. und Bogenlänge der einen hindurchgehenden Haupttgk., mit T—=— a, 
e und $ dieselben Stücke für die andere Haupttgk., unter © verstehen wir den 
Winkel, den die beiden Haupttgk. im Punkte «, y, z bilden. Dann ist — 
“=x,, alo «,=%, aus Za’=1, Za’=1 folgt daher: Ze,=0- Zen, 
2a, =0=Lüaa,. Ferner ist: 


Zea=c80, Zal=—sin®, Fadl=sin® 
und durch Differentiation der ersten Gl. kommt: 


SE + 2er, — sin 0.0,- . 








woraus: 


(6) 6=22.:.8 


Vgl. Abh. XXXI, S. 448f.; hier ist das Vorzeichen des einen Krümmungsh. an- 
ders gewählt. 
Wenden wir jetzt die Bäcklundsche Transf. auf die Fläche und auf die bei- 


den Haupttgk. an, so erhalten wir zwei Winkel $ und ®, die in der Beziehung 
®=%# — # stehen, und es wird, weil a durch asinw ersetzt ist: 


0 Ra sr . ztgtw 
(6) ES ee - WTB Ser 





sowie wegen (5) und 9=%—#: E 








(N) sin a D sin et 


Ferner ergibt sich für die transformierten Kurven, die wieder Haupttgk. werden: 
0, =a(l — 2sin?®# cos’4w) + 21sin® cos® coo’w—A sin® sin w 
a=a(l—2 sin? sin?4+w) + 21sin® cos® sin?4w +4 sin® sin w, 

woraus wegen: &—=«ac0s®+1sin®, = —«sin®-+1c08®, 1 —4 folgt: Zu, &, 

— c08(® +9). Genau ebenso wird: 21, —sin(® + #), so daß der Winkel ®@, 

zwischen den transformierten Haupttgk. den Wert: ©, =#-+ # bekommt.?) 


Man findet so schließlich: 
(8) 0, = 29 — 0, 








1) Für die Bianchische Oper., die dem Werte w=4 entspricht, beweist 
Lie das in Abh. XXX, S. 438. 
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wo # den @l.: 
Pe LA RER ice An 
(9) ar ® + sin® Fr zn (# — ©) j 





genügen muß.') a 
Denken wir uns jetzt eine Fl. von der konst. Kr. —1:a* gegeben durch eine 
Lösung @ (s, 5) der Diffgl. ©, .—a?*sin @ und führen wir auf diese Fl. die Liesche 


Op. aus, so erhalten wir: 


0,=09 (es —) 
c 
wo c beliebig wählbar ist. Durch Ausführung der Bianchischen Op. ergibt sich 
sodann: 9,29 9, 
wo ® aus den Gl. 
LEER en > ER 
Fb FE Ge em a) 


zu bestimmen ist, und endlich kommt durch Ausführ. der zu Lies Op. inversen Op.: 
re 
9, = ®, (—, c3). 


Setzen wir hier für den Augenblick es=e, 5:c=5, 80 wird: ©, = 2# (6, 6) — 
® (6, 6), wo: 


0% 0) = 1 Da 0% er; e 
le Fr Ge +, sind, 770, 0-09), 
mithin: 0, =2% (s, 9) = o(s, 8), 


und zwar ist $ durch die Diffgl. (9) bestimmt, wenn man c=tg4w setzt. Damit 
ist die Behauptung S. 556, Z. 7—12 bewiesen. Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie, 
Leipzig 1899, 8. 459 f. 

S. 556, 2.5, 4 v.u. Vgl. S. 733. 

S. 556, Z. 12—15. „Unt. d. bek. Vorauss.“ kann sich wohl nur auf den Satz 
beziehen, den Bäcklund auf S. 26 seiner Arbeit in Nr. 22 ausspricht und der fol- 
gendes besagt: Ist eine Fläche konst. Kr. gegeben und kennt man eine der oo’ Fl., 
die aus ihr durch die Bäcklundsche Trf. hervorgehen, so kann man durch bloße 
Quadraturen 00” neue Fl. konst. Kr. ableiten. 

Andrerseits hat aber Bianchi folgendes bewiesen: Kennt man bei einer einzigen 
Fl. konst. Kr. für jeden Wert von w die oo! Flächen konst. Kr., die die Bäcklund- 
sche Transformation liefert, so kann man durch bloße Differentiationen und Elimi- 
nationen alle die Fl. konst. Kr. finden, die sich durch fortgesetzte Anwendung der 
Bäcklundschen Transformation ergeben; zugleich kann man auf allen diesen 
Flächen die Gleichungen der geodätischen Linien hinschreiben. Bianchi, a. a. O. 
S. 461—466. 

Der Hauptvorzug der Bäcklundschen Trf. gegenüber der Lieschen besteht 
darin, daß sie ebenso wie die Bianchische als eine Trf. der Flächenelemente des 
Raumes aufgefaßt werden kann und also eine unmittelbare geometrische Deutung 
zuläßt, was bei der Lieschen nicht der Fall ist. Ich erinnere mich aus Gesprächen 
mit Lie, daß dies auch seine Ansicht war. 


1) Die Integrabilitätsbed. der Gl. (9) liefert die bekannte Gl. @,5—= a? sin ©, 
die aussagt, daß die Fl. mit dem Bogenel. ds? +2 cos @dsds + ds* die konst. Kr. 
— 1:a? besitzt. Da die den Haupttgk. der urspr. Fläche konst. Kr. entsprechenden 
Kurven offenbar 00! Flächen mit dem Bogenel. du? + 2 cos ©, dudv + dv” erfüllen 
und da ©,, wie aus (8) und (9) hervorgeht, dieselbe Diffgl. befriedigt wie @, so 
ergibt sich, daß die transformierten Fl. in der Tat wieder die konst. Kr. —1: a? 
haben. 
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S. 556, Z. 3—1v.u. Vgl. Abh. XXVla, 8. 393, 2. ”—4 v.u., Abh. XXXII, S. 478. 

S. 556, S. 11—9 v.u. Bäcklund, Om ytor usw., 85. J. Weingarten, Über 
die Eigenschaften des Linienelementes der Flächen von konstantem Krümmungsmaß. 
Crelle Bd. 94, S. 181—202 (1883), besonders S. 196—200. 

S. 557, 2.4 v.u. Vgl. auch die Anm. zu S. 396, Z. 11—14, S. 731. 

S. 557, 2. 8—11. Es sei F' eine geg. Fl. konst. Kr. und F\, eine der oo! Fl., 
die durch die Bianchische Konstr. geliefert werden. Ist dann P ein Punkt von F 
und P, der zugehörige Punkt von F\, so sind die cö° Geraden PP, die Tangenten 
von oo! geod. Linien von F', denjenigen nämlich, die durch einen gewissen unendlich 
fernen Punkt von F' gehen (vgl. S. 389, 726). Benutzen wir die S. 766 eingeführten 
Bezeichnungen, so müssen wir für den Fall der Bianchischen Transf. w= tz 
setzen; es ist » gleich dem Winkel #, den die Gerade PP, in P mit der durch P 
gehenden Tangente an die Haupttgk. 5 = Const. bildet. Demnach ist v eine par- 
tikuläre Lösung des folgenden Systems von Diffgl. 

0v sinv 0v sin(w— ©) 

(1) Fra ’ BE = 

Man kann übrigens auch aus diesen Gl. unmittelbar erkennen, daß die oo? 
Geraden PP, die Tangenten von oo! geod. Linien der Fläche F sind. Es sei o die 
Bogenlänge einer beliebigen der oO! Kurven, die von den Geraden PP, berührt 
werden, dann ist do’=ds?’-+2cos®dsds-+ ds?, und für jeden Punkt x,y,z der 
Kurve wird Za,0’= cosv, Zx,x= c0o8 (® — v), wo der Akzent die Ableitung nach 
6 bedeutet; mithin sind 








(2) s’+cos 0.-5°=cosv, 0080: +35—= c08s(9 — ») 
oder 

4 . Fane— il .-, Mur 
Z Oo mo 


die Diffgl. dieser 00! Kurven, dabei unter v eine gewisse Lösung von (1) verstanden. 
Erinnert man sich nun, daß die Diffgl. der geod. Linien folgendermaßen lauten: 
3) s”+ 008 9.5” — sin0-0,.,5’—0 
| cos 9.’ +5”— sin®:-0,5’—=0 

und differentiiert man (2) unter Berücksichtigung von (1), so findet man leicht, daß 
immer, wenn v» eine Lös. von (1) ist, die oo! Integralkurven von (2) die Gl. (8) 
befriedigen und also geod. Linien sind. 

Schreibt man die Diffgl. unsrer 00! geod. Linien in der Form sin»ds + 
+ sin(v — O)ds5 = 0, so erhält man für die senkrechten Trajektorien die Diffgl. 
cosvds + cos(v — ©) ds — 0, und das Bogenel. der gegebenen Fläche ist in der Form 


(cosv ds + cos v — O)ds)’—+ (sinv»ds-+ sin» — 0) ds)? 


darstellbar. Hier ist cos » ds—+ cos (v— ®)ds ein vollst. Diff., wovon man sich auf 
Grund von (1) leicht überzeugt. Setzt man dieses vollst. Diff. = — du, so wird 
U 


e °(sinvds+ sin (vw — Q)ds)—= dv 
ebenfalls ein vollst. Diff. und das Bogenel. der geg. Fl. erscheint in der bekannten 
Form du? -+ e?“'@dv®, woraus hervorgeht, daß unsre 00! geod. Linien wirklich einen 
unendlich fernen Punkt der geg. Fl. gemein haben. 

S. 557, Z. 12—19. Es sind das die Diffgl., die wir hier mit (1) bezeichnet 
haben. Auf S. 429 ist allerdings bloß die erste dieser Gl. wirklich aufgestellt, aber 
die andre ergibt sich ohne Schwierigkeit (vgl. S. 437 £., 766f.). Die Riecatische Form 
erhält man, wenn man tg4» als Unbekannte einführt, und die Zurückführung 
auf eine Riccatische Gl. mit einem Parameter geschieht durch Anwendung des 
Verfahrens $. 628. 

S. 557, Z. 17—13 v. u. Gött. Nachr. 1874, Nr. 22, d. Ausg. Bd. V, Abh. I. 
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S. 557, Z. 11—9 v. u. Die Gruppe der Diffgl. der geod. Linien einer Fläche 
von konst. nicht verschw. Kr. ist allerdings achtgliedrig (s. Abh. XXII, S. 355), ent- 
hält aber eine dreigliedrige Untergr., die aus allen Trf. besteht, bei denen das 
Bogenel. der Fl. inv. bleibt. Diese Untergr. läßt nur zwei Scharen von je o0' Kurven 
inv., nämlich die Minimalkurven; sie transformiert jede dieser Scharen dreigliedrig. 
Die Bestimmung dieser dreigliedrigen Gruppe aus ihren Definitionsgleichungen ist 
ausgeführt in der Abh. Klassifikation und Integration ... III, 1883, Arch. Bd. VIII, 
S. 429f. (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, Nr. 26). 

S. 558, Z. 5. Vermutlich bezieht sich dieses Zitat auch auf die Anm. $. 330, 
Z.2,1v.u. (bier $. 423, Z. 2, 1 v. u.), denn die beiden Scharen von Haupitgk. unter- 
scheiden sich eben durch das Vorzeichen des Torsionshalbm. 

S. 558, Z. 11f. „Memoire sur la representation des homographies binaires par 
des points de Vespace avec application ä l’etude des rotations spheriques, $. 299 
bis 367 (1883). 

S. 558, Z. 15, 19. Man denke sich das Bogenel, der Fläche in der Form 
du? — 2 cos Odudv + dv?; vielleicht hat aber Lie versehentlich die beiden Vor- 
zeichen verwechselt. 

8. 558, Z. 13—10 v. u. „Om ytor... .“, am Schlusse, Not. II, Nr. 2. 

S. 558, 2.8—6 v. u. Es wird nämlich 


Irdy kayag_ det+pdn) da— (Ay + nd ap. 
d+p+gN: 

S. 558, Z. 6—4 v. u. Bonnet, Note sur la theorie generale des been 
C. R. 37, 1853, S. 529—532. Vgl. Bianchi, Differentialgeom. S. 366. 

8. 559, Z.1—3. Verbiegt man eine M-Fl. so, daß sie M-Fl. bleibt, so ist das 
sphärische Bild der neuen Fl. entweder dem der ersten kongruent oder dazu sym- 
metrisch. Andrerseits ergibt die Bäcklundsche Trf., wenn man die Richtungskos. 
der Normalen mit A, B, © bezeichnet, A’=i4:(, B =iB:C, C’=1:(, mithin 
wird 





ZA — 3 ZAAN. 

S. 559, Z. 4—12. Den Beweis für diese Behauptungen hat Lie 1884 gegeben. 
Ann. XXIV, 8. 550-553, 564—566, 567—569 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, Nr. 9,. 
$ 3, Nr. 13 u. 14). 2 

8. 559, Z. 16 v.0.— 5 v.u. In der kurzen Note von 1882 ist nur gesagt, daß es 
bei Diffgl., die eine Gruppe mit bekannten endlichen Trf. gestatten, zweckmäßig ist, 
gewisse kanonische Veränderliche einzuführen (vgl. S. 751); es sind das dieselben 
Ver., die in Abh. XXXVIII, S. 543, Z. 3, 2 v. u. als-Fundamentalinvarianten be- 
zeichnet werden. Für den Fall, daß das vorgelegte Syst. von Diffgl. eine endliche 
* kont. Gruppe der Ebene definiert, findet man die Ableitung der kanonischen Form 
in der Abh. „Klassifikation und Integration... III“, Arch. VIII, 8. 391—399, 1883 
(d. Ausg. Bd. v, Abh. XIV, $ 4, Nr. 7—10). Auf diese Theorie bezieht sich die Be- 
merkung Z. 8—5 v. u. Der allgemeinere Fall, daß das Syst. eine beliebige endl. 
oder unendl. Gruppe definiert, wird in der Abh. „Die Grundlagen für die Theorie 
der unendl. konst. Trfgr. II“ erledigt, Leipz. Ber. 1891, 8. 379—392 (d. Ausg. Bd. VI. 
Abh. XII, $ 13). Der allgemeinste Fall, auf den sich Z. 16—23 bezieht, kann ähnlich 
erledigt werden. 

8. 559, Z. 15—5 v. u. Einige ergänzende Bemerkungen macht Lie hierzu in 
den Mathematiske Meddelelser, Christ. Forh. 1884, Nr. 8 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XV). 

S. 559, Z2.4,3 v.u.— 560, Z.2. In den eben erwähnten Meddelelser bemerkt 
Lie, daß noch der Umstand berücksichtigt werden muß, ob die größte Gruppe, in 
der die zu bestimmende Gruppe invariant ist, bloß eine endliche Anzahl von Para- 
_ metern enthält oder ob sie unendlich ist. Das „früher“ bezieht sich auf Math. Ann. 
XI, 8. 519 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Schluß von $ 12). Daß die betreffende Gl. (1) 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 49 
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die Riccatische Form erhalten kann, ist da allerdings noch nicht gesagt; man 
kann das aus Arch. VII, S. 443f. entnehmen (d. Ausg. Bd. V, Abh. IX). 

S. 560, 2. 5—3 v. u. Vgl. Abh. XIV, 8. 188 ff. 

S. 560, 2.3,2 v. u. Hat man nämlich den Normalfall (S. 194), daß das vollst. 
System A,f=P0,..., Aaf=0 in den Ver. &,,...,%, bei einer (n — q)-gliedrigen 
Gruppe mit den bekannten inf. Trf. X, /%, ..., X, _ N f inv. bleibt und daß zwischen 
den A;f und X,f keine lin. hom. Relation besteht, so kann man immer erreichen, 
daß alle (A, A,) und alle (4,X,) verschwinden (Anm. XXV, S. 81, d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. II, $ 1, Nr. 8); dann aber ist A,f,.. , 4,5, Xı fh. -, X,_,f eine n-gliedrige 
Gruppe, deren Bestimmung die Integration des vollst. Syst. nach sich zieht. 


Zu Abhandlung LXI, 8. 561f. 


.. 8. 561, Z. 11—13. Einen Beweis dieses Satzes findet man in der G.d. B.T., 
S. 231—233 (Leipzig 1896), einen andern Beweis enthält die folgende Anm. 

S. 561, Z. 14—17. In der G.d. B.T. wird dieser Satz auf $. 308 dahin ver- 
vollständigt, daß die Torsion durch die Diffqu. 1. O. der Koord. des Punktes be- 
stimmt sei, aber der dafür gegebene Beweis ist nicht stichhaltig, denn die auf 
S. 310, Z. 17f. benutzten Differentionen sind unzulässig. Auf dieses Versehen hat 
schon A. Demoulin hingewiesen: „Sur les courbes dont les tangentes appartiennent 
ä un complexe“, C. R. 124, S. 1077—1079 (1897). 

Jeder Linienkomplex wird durch eine Mongesche Gl. = w(«, y, z, y’) be- 
stimmt, der 00° Gerade genügen, es ist also w, + yw, +ww,=0. Ist der Kom- 
plex nicht linear, also W,, = 0, so erhält man au g=w,, p=w— Yu, durch 
Elimination von y’ eine nichtlineare partielle Differentialgl. F (x, y, 2, p, q) = 0. 
Daß diese zu einem Linienkomplexe gehört, zeigt sich darin, daß der Ausdruck 


(@) (F,+PF,)F,+(F,+4F,)F, 
vermöge F'= 0 verschwindet (vgl. Ann. V, S. 189f., d. Ausg. Bd. II, Abh. I, 8 14, 
Nr. 40). 


Offenbar befriedigt jede dem Komplexe angehörige Kurve die Gl. "=u.y". 
. Die Schmiegungsebene einer nicht geradlinigen Komplexkurve hat daher die Rich- 
tungskosinus A=gA, u=egB, v=e(l,wA=p,B=q,C=—1und g’Z4’—=1; 
für einen nichtlinearen Komplex berührt sie demnach den dem Punkte x, y, 2 zu- 
geordneten Mongeschen Kegel und bestimmt mit dem Punkte ein Flächenelement 
der Gl. F= 0, während sie für einen lin. Kompl. mit der Komplexebene des Punktes 
x, y, 2 zusammenfällt. Das Quadrat der Torsion wird « 

za ZUAAB—- Ba 1, ( 

Zda? (ZAN(AI+Y?+uNdae? (ZA): \ dx 
die Torsion selber mithin, wenn das Vorzeichen in der üblichen Weise bestimmt 
wird (vgl. S. 422, Z. 1 v.u. und die Anm. S$. 737) 

My ty tan WWW — u y” 
24° 1+w,’+(w— yw,.)” 
Dieser Ausdruck wird dann und nur dann für alle y’ von y” unabh., wenn w die 
Form hat: w=« (a, y, 2) + (x, y, 2)y', wenn also der Komplex linear ist. Wegen 
der Bedingung für w genügt hier ß der Diffgl. P,+PP,=0, die Torsion erhält 
daher den Wert (@,+ P«,):(1+«*-+ ß®), der auch von y’ frei ist. 

Bei einem nichtlinearen Linienkompl. hängt demnach die Torsion der durch 
einen Punkt gehenden Komplexkurven nicht bloß von der Kurventangente, sondern 
auch von der unendl. ben. Tangente ab, beim lin. Kompl. ist sie dagegen sogar 
von der Richtung der Tg. unabhängig. 





I . 
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S. 561, Z. 18—25. Die Gl. D/, haben die Form r+2Ns-+ N:t=0, die Gl. 
D,;! aber diese: rt—s’=6, wo N und ® Fkt. von &, y, 2, p, q bezeichnen; es 
sind das die part. Diffgl. 2. O., auf deren Integralfi. die Mongeschen Char. Haupttgk. 
sind (Ann. V, 8. 210f., 232, d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 56 u. 71). Für die Gl. D,,, 
die nur eine Schar. von Char. besitzen, lauten deren Diffgl. 


(2) dy— Ndx«=0, dp+Ndg=0, 
für die Gl. D// dagegen 
(3) dp+iyddy=0, dgqFiydde=0 (vgl. 8. 619). 


Ist nun = w(x,y,2,y) ein Linienkomplex, so findet man durch Auflösung 
der G. p+gN=w(a,y,z, N) eine D,/,, deren Char. sämtlich die Mongesche 
Gl. des Kompl. befriedigen, auf deren Integralfl. also alle Haupttgk. der einen Schar 
dem Komplexe angehören (vgl. G. d. B.T. S. 370—373, 655). Der Gl. D/, genügen 
alle Integralfl. der part. Diffgl. 1.0. F(«, y, 2,p, )=0, die der Mongeschen Gl. 
z’—= w entspricht, außerdem aber noch alle dem Komp]. angehörigen Regelflächen. 

Denkt man sich oo! nichtlin. Linienkompl. durch eine nichtlineare Gl. 


F(«, Y,%,P, =e 


gegeben, wo der Ausdruck (1) identisch verschwindet, so gehört zu jedem dieser 
Komplexe eine D,/, der eben betrachteten Art. Andrerseits aber kann man auch 
verlangen, daß jede Char. von D,, einem dieser 00! Kompl. angehört. Dann muß 


af= (#,+ pF,)dac+ (I, F4E,) dy-+ F,ap +F,dq 


vermöge (2) verschwinden, was für N den Wert 


wann. Arten 
Er TER, 


liefert. Auf jeder Integralfl. der betr. D,/, gehört jede Haupttgk. der einen Schar 
einem der Kompl. an, entweder derart, daß sie alle demselben Kompl. angehören, 
dann hat man eine Integralfi. einer bestimmten Gl. F= c, oder derart, daß sie sich 
auf die oo! Kompl. verteilen. Hier ist also F' = Const. ein intermediäres Integral 
der D/, (vgl. Ann. V, S. 212; d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, Nr. 57). Diese zweite Art 
von D,, erwähnt Lie erst in den Math. Meddelelser, Christ. Forh. 1884, Nr. 8, 
d. Ausg. Bd. V, Abh. XV. 

Verlangt man endlich, daß alle Char. einer D,| einem der oo! Kompl. an- 
gehören, so muß dF' vermöge (3) verschwinden, und man findet 


(er Arten). 
F, re 
Auf jeder Integralfl. dieser D,/ gehört jede Haupttgk. der einen Schar einem der 
oo! Kompl. an, und zwar können die Haupttgk. entweder auf die 00! Komplexe 
verteilt sein oder alle demselben angehören. Im letzten Falle hat man eine Integralfl. 
einer bestimmten Gl. F=c; auch,hier ist F== Const. ein intermediäres Integral 
der D,N. 

Auf $. 250 von Ann. V (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 80) betrachtet Lie den 
Fall, daß je zwei der oo! Linienkompl. 00! gemeinsame Integralfl. haben. Er denkt 
dabei wohl an eine Diffgl. von der Form 


AF(&,y,23,P2,D+tuP (w,y,2,9,)=0, 


die für beliebige Werte des Parameters A: u zu einem Linienkompl. gehört und bei 
der [F®] vermöge F=0, d—=0 verschwindet. 
S. 561, Z. 6—3 v. u., 562, 2.1—4. Ist z=f(x,y) die Gl. der Fläche und ist 
dz=a(x,y2)de+ ß(x,y,2)dy die Pfaffsche Gl., die den lin. Kompl. bestimmt, 
49* 
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so kommt die hier gemachte Voraussetzung auf folgendes hinaus. Es muß drei solche 
Fkt. A, u, » von &,y geben, daß die Ausdrücke 


ılrdac ++ ys®—rÜdy), ulrde+(s—Vs’—rÜdy), 
ı(p— de +(4--Pdy) 

der Reihe nach gleich du, dv, du+ dv werden. Da hierdurch die Verhältnisse u: A 
und »:A bestimmt sind, kann man A,:4 und Ay:h berechnen und erhält aus der 
Integrabiltätsbed. die part. Diffgl. 4.0. für die Fläche. Ist nun der lin. Kompl. nicht 
ausgeartet, so kann man ihn durch Lies berühmte B.T. in den Komplex der 
Minimalgeraden überführen. Dabei werden die Haupttgk. « = Const., v —= Const. 
zu den Krümmungslinien der transformierten Fl., und die Kurven u+v= Const. 
gehen in die eine Schar von Minimalkurven über. Das Bogenel. der transf. Fl. be- 
kommt daher die Form 6 (du? — dv?), worin liegt, daß die Krlin. isotherm sind. 
Die Weingartensche Note hat den Titel „Über die Differentialgleichung der Ober- 
flächen, welche durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt 
werden können.“ Berl. Monatsber. 1883, II. Halbbd., S. 1163—1166. 

In den Math. Meddelelser, Christ. Forh. 1884, d. Ausg. Bd. V, Abh. XV gibt 
Lie einen Weg an, um part. Diffgl. 2. O. aufzustellen, deren Integralfl. isotherme 
Krümmungslinien haben. Man vgl. auch die folgende Anm. 

S. 562, Z. 5—14. Schon am 23. 4. 1882 schreibt Lie an F. Klein: 

„Man erhält interessante Klassen Flächen, wenn man verlangt, daß zwei unter 
den drei Diffgl., welche die Krümmungslin., die Haupttgk. und die Minimalkurven 
bestimmen, eine gemeinsame inf. Trf. gestatten. Auf den betr. Fl. können die entspr. 
Kurven bestimmt werden. 

„So z. B. sind die Fl. mit isothermen Krümmungslin. dadurch charakterisiert, 
daß ihre Krümmungslin. und ihre Minimalk. drei gemeinsame inf. Trf. gestatten. 
Beispiele sind die Fl. konstanter mitt- 
lerer Krümmung. 

„Die Fl. konst. Kr. gehören zu 
denjenigen, deren Krümmungslin. und 
Haupttgk. drei gemeinsame inf. Trf. ge- 
statten.) Die Minimalfl. sind dadurch 
charakterisiert, daß ihre Krümmungs- 
linien, Haupttgk. und Minimalkurven 
drei gemeinsame inf. Trf. gestatten. 

„Wendet man die Kugelabbildung 

Fig. 8. an auf eine Fl. mit isothermen Krüm- 

mungslin., so erhält man eine Flächen- 

familie, die eine merkwürdige projektivische Definition gestattet. Eine solche 

Fläche läßt sich nämlich in der Weise mit konsekutiven Haupttgk. überdecken, daß 

alle Diagonalen (des einen Systems) in den inf. Parallelogrammen einem gemein- 

samen linearen Komplexe angehören. Auch diese Flächenfamilie verdient ein 
spezielles Studium.“ 
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Sachregister 


Sachregister. 


Äquivalent, s. Gruppe. 
Algebraisch, s. Diffgl. 


Allgemeine Involutionssysteme, s. d.; 


allgemeiner Fall 617, 618. 
Amperesche Transformation 622. 
Angehören, s. Gruppe. 
Ausgezeichnet, s. Gruppe. 


Bäcklundsche Trf., s. Flächen konst. 
Kr., Kurven konst. Tors. u. Minimalfl. 

Bahnkurven einer inf. Trf. 593. 

Basis einer Funktionengruppe 638. 

Berührungstransformationen. Ihre 
Rolle i. d. Theorie der part. Diffgl. I, 1.— 
Gleichungen einer B.T. I, 1,4; 588 — 
590. — Begriff der B.T. und Gleichun- 
gen, durch die sie bestimmt sind. IV, 
18. — B.T. des Raumes z, x,,...,2, 
VII, 35, Anm. — B.T. in x,p 49, Satz 5. 
— Homogene B.T. VII, 65. — Im 
Plückerschen Sinne Wechsel des 
Raumelements IX, 96, Anm. 3. — Be- 
griff der B.T. 97 f. — Erste Bestimmung 
aller B. T. 100. — Mangel dieser Best. 
101. — Neue Best. 102. — Wann die 
Gl z=Z, 2/=X,,p,/=P; eine B.T. 
bestimmen 103f., 112, 116. — Die Gl. 
[®,@] = 0 bleibt bei B.T. erhalten 
112. — B.T. zwischen x, p 104f. — 
Erste Best. 104f. — Zweite Best. 106 f. — 
Beweis, daß man so alle erhält 107—109. 
Charakt. Gl. für die B.T. in x,p 114, 
Satz. — B.T. in 2,x,p 116, 653. — 
Homogene B.T. 116—119. 

Ausführung einer B.T.auf d. Lös.einer 
Diffgl. IV, 22f. — Diffgl., die bei einer 
B.T. in ein System von Diffgl. über- 
geht IV, 23, 593, 633. — Eulersche 
B.T. XII, 159, 172, 174, 633. — Gibt 
es B.T. höherer Art? V, 27, Anm., 636. 
Gleichungssysteme 2,(x, &’) = 0, die 

keine eigentliche B.T. bestimmen XVII, 
252— 259. — Liefern gleichviele Rela- 
tionen zwischen den x, p und den &’, p’ 
255f., XXI, 350f. — Man erhält eine 
Trf. der char. Mann. eines Involutions- 
syst. XVII, 258f. Vgl. 689f. 

-— Infinitesimale B.T. bei @. 1. u. 
höherer 0.1,2. — Inf. B.T. zwischen 

x, p XX, 298, 612f. — Inf. hom. B.T. 





| 





XVI, 226. — Inf. B.T. in x, y, 2, 2,q 
XXXIV, 481; in2,2,p 613—615. 

B.T. in x,p die ein geg. vollst. Syst. 
(F, F) = 0 in ein anderes gegebenes 
überführen 303; bei denen ein & nur 
um eins Konstante geändert wird 
308—309; s. Funktionengruppen und 
kanonische Systeme. 

B.T., die die Gruppe d. Translationen 
inv. lassen 622f., 742; desgl. die 
Gruppe der Bewegungen XXXIV, 487, 
742f., desgl. die Diffgl. der Fl. konst. 
Kr. 480—487. — B.T., die geodät. 
Kurven in g. K. verwandeln 487f.; 
die jede Fl. konform transformieren 
488—490, 743. — Bestimm. der B.T., 
die ein Syst. v. Diffgl. inv. lassen 490f, 

Liesche B.T., die Hpttgk. in Krüm- 
mungslin. überführt XXIX, 420 ce); 
XXXII, 478; XXXVII, 537, 541. — 
B.T., die euklid. Hpttgk. in nicht- 
euklid. Krl. verwandelt, euklid. Krl. 
in nichteuklid. 542, 759. — Vgl. Diffgl. 

Beschränkt integrables totales System 
IV, 25, Anm. 

Besselsche Funktionen 747. 

Bianchis Tıf,, s. Flächen gkonst. Kr., 
Kurven konst. Tors. 

Bilineare Kovariante 603. 

Bourscher Satz VII, 49, 590, 645f. 

Büschel von Ebenen im R, II, 8. — 
B. von 002-1 Er—-2+1 mit Mr? als 
Achse XV, 210. 


Cauchysche Methode zur Integration 
part. Gl. 1. O. 591; enthält eine Er- 
weiterung des Lagrange-Monge- 
schen Begriffs Charakteristik I, 1; II, 7; 
II, 14; neu formuliert 593 u. auf Sy- 
steme von Gl. erweitert IV, 25; VII, 34, 
Anm. 1; 54; 599, 608, 627, 635. 

Charakteristiken s. Diffgl. (part.). — 
Ch. einer Pfaffschen Gl. 664. 

Charakteristische Fkt. eines kanoni- 
schen Systems XX, 303; einer inf.B.T. 
614, 742. — Char. Kurven, Streifen, 
Mann. s. Diffgl. (part). — Char. Rich- 
tungen im Raume z, x, p 602; im 
Raume x, p 639f. 

Clebschs Theorie des Pfaffschen Pro- 
blems IX, 98; X, 121; 651. 


1) Die kursiv gesetzten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
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Darbouxs Theorie part. Gl. höh. O0. I, 2; 
IV, 18; 585; nicht anwendbar auf d. 
Diffgl. d. Fl. konst. Kr. XXXI. 

DeterminiertIX, 104,652; X, 121, 653f.; 
XI, 127—147, 655—657, 659, Z.12—15. 

Differentialgleichungen. I. Line- 
are totale. Eine unbeschränkt inte- 
grable G]. in n Ver. auf eine gew. 1.0. 
in 2 Ver. zurückführbar III, 13; IV, 17, 
Anm. — Unbeschr. int. Syst. von p Gl. 
inn + 1 Ver. auf ein sim. Syst. in 
p-+ 1Ver. IV, 16£.; VII, 32; 41, Anm.2; 
vgl. Mayersches Theorem. Zusammen- 
hang mit den Syst. lin. part. Diffgl. IV, 
17,2.9v.u.—18, 2.4; 25; 595f. 

II. Partielle 1. O. «) Vorläufige 
Darstellung. Charakteristiken (char. 
Kurven) I], 1; 591, 593; char. Streifen 
I, 1£.; II,7; III, 14; 596f. — Integral- 
M „, die einander in e. Punkte berühren 
I, 2; II, 7. — Char. M, eines Syst. von 
n Gl. 1, 2. — Zwei Gl. in Involution 
II, 6; III, 15; IV, 19; 603ff. Ihre char. 
Kongruenzen (M,) II, 7; III, 15. — Er- 
zeugung einer gemeins. Integral-M, _ı 
II,7.— Zurückführung der 2 Gl. auf eine 
in 1 Dimension weniger II, 7f., 627; 
III, 13; IV, 17. — Red. eines Syst. von 
qGl.innVer.auf1Gl.inn--q+1Ver. 
III, 14. — Char. Mann. des Syst. III, 15. 
— Lies Methode zur Int. a part. Gl. 
1.0. U, 9£.; III, 14. — Die erforder!l. 
Integrationsop. II, 10; III, 14. — Warum 
eine solche Methode zu erwarten war 
II, 10. — Vermeintliche Nichtausdehn- 
barkeit auf das Pfaffsche Problem II, 


10; dagegen V, 27f.; XI, 126; 627. — | 


Vergleich mit Mayers Methode IV, 16f. 
Vgl. Cauchysche Methode. 
Elemente einer Gl. IV, 20; 589; vgl. 
Element. — Gl. zwischen 2, &,,...,%, 
als part. Diffgl. 1. O. IV, 20; 589. — 
Die Ver. x,p als gleichberechtigt 592. 
— Neue Fassung des Integrationsprobl. 
einer Gl. 1.0. 21, 589, 591. — All- 
gemeine u. vollst. Lös. 21, 592. 
Invariante Eigensch. gegenüber B.T. 
IV, 19. — Eine gegenüber P.T. inv. 
Eig. ist die Zahl der Gl. in 2,%,,...,%,, 
die eine vollst. Lös. darstellen 19f., 21, 
23, 25, Z. 9-11. — Gl. im R, mit 
. vollst. Lös., die durch 2 Gl. dargestellt 
wird 21f., 631f. — Abl. der char. Str. 
aus einer vollst. Lös. 632. — Klassif. 


der part. Gl. im R, 23f. — Bedeutung 





der Klassif. 692, 698, 728, 730. — 
Char. Eigensch. solcher Gl. 24. — Ihre 
Zurückführung auf ein totales Syst. in 
5 Ver. 24f., 633f.; im R,„ 632. 
Integr. einer Gl., die hom. von nullter 
D. in den p ist VIII, 74. — Pfaffs 
Auffassung des Integratprobl. e. part. 
Gl. 1.0. II, 10; IX, 99; X, 120; 592, 
Anm. — Die char. Streifen unabh. von 
der Form der Gl. 599; kovariant gegen- 
über B.T. 599f. 
Zusammenhängende Darstel- 
lung. Hilfsproblem XI, 150—152. 
— Allgemeinstes Problem der part. 
Diffgl. 1.0. 155. — Erweiterter Begriff 
der Lös. 592. — Integral- M,„ 156; vgl. 
X, 125, Anm. — Ohne Integr. lösbare 
Gl. XII, 156. — Bestimmung aller In- 
tegral-M,„_, einer Gl. im R„+ı 156; 
aller Integral-M„_, von q Gl. 157. — 
Char. Streifen 158, 591, 596; durch 2 
unendl. ben. ver. lieg. El. 160f., 597. — 
Die Integral-M, sind im allg. von char. 
Str. erzeugt 157—160, die einer vollst. 
Lös. (163) immer 160, Theor. II. — Zwei 
Arten von Integral-M,, 598. — Konstr. 
von Integral-M, aus char. Str. 162, 
597f. — Vollst. Lös. X, 120, Anm. 1; 
XII, 163. — Beweis ihrer Existenz 163f. 
— Konstr. von Integralmann. aus einer 
vollst. Lös. 164f., 601, 672f.; sie liefert 


' jede nicht sing. Integral-M,, 165f.; jede 


solche ist von char. Str. erzeugt 166f., 
598. — Abbildung der char. Str. 167, 
Anm., 600, 674. — Die gemeinsamen 
Integral-M,, von zwei Gl. 172, 604. — 
Ein Syst. von g Gl. führt immer auf e. 
Involutionssyst. 173f. — Redukt. der 
Gl. 9, —f=0, wenn (p, —f, N=0 
auf 1Gl.inn —1Ver. XV, 216—218. — 
— Die Liesche Integrationsmeth. 218; 
vgl. Involutionssyst. 


y) Methodisches. Die allgem. Diffgl. 


1. OÖ. erfordert Integr. XVI, 223. — 
Einfachste Integrationsmeth. einer part. 
Gl. 1. 0. 246 — 248. — Beste Verwertung 
bekannter Lös. 249— 251; vgl. jedoch 
XVII, 273—280. — Verallgem. d. In- 
tegrationsproblems einer von 2 freien 
part. Diffgl. 1. OÖ. XX, 317, 712; vgl. 
inf, Trf. u. Integrationsvereinf. 


III. Partielle Gl. höherer Ordnung. 


«) Allgemeines. Gl. höherer O. mit 
bekannter partik. Lös. und permutablen 
B.T. I, 2. — Invar. Eigensch. gegenüber 
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B.T. V, 27. — Monges Theorie der 
Char. ausdehnbar auf beliebige part. 
Gl. V, 27. — Zurückführung gewisser 
Syst. von Gl. höh. O. auf 1 @1. 1. O. 
mit 1 Unbek. XXVII, 394f., 728. — 
Vollständige Lös. eines Systems 729. — 
Existenz v. Char. 395. — Zusammenhang 
mitd.Klassif.v. Abh. IV, 395f., 692, 698, 
728; vgl. Monge- Ampe£resche Gl. 
ß) Einzelne Gl. Die Integralfl. von 
s=0 XXIII, 357. — Die einer Dev. 
längs einer Kurve eingeschr. Integralfl. 
358. — Kennt man eine algebr. In- 
tegralfl., die einer algebr. Dev. ein- 
geschrieben ist, so erfordert die Bestim- 
mung aller die Lös. der Aufg. für einen 
algebr. Kegel 358—360. — In jede 
algebr. Dev. kann man eine algebr. 
Integralfi. einschreiben 360f., ebenso 
in den zugeh. Kegel 362. — Vollst. 
Lös. der Aufgabe f.d. Kegel 362—364, 
für eine algebr. Dev. 364; vgl. 720f. — 
Algebr. B.T., bei denen s—= 0 inv. 
bleibt 364, 721. — Ordn. u. Klasse 
der Fl. z= F(x) + Ö(y) 365, 722. — 
Verallgem. der Diffg. s—= 0 365, 
Z. 5—2 v. u. Vgl. Flächen. 

Die Liouvillesche Diffgl. s— Ae* 
die einzige nach Darbouxs Methode 
integrierbare Diffgl. s—= F(z) XXXIII, 
469 —474; 741. — Alle B.T. der Gl. 
s= F(z) 474—477, der Liouville- 
schen Gl. 476; vgl. Fl. konst. Kr. 

y) Lin. hom. Gl. 2.0. Diffgl., die nach 
Monges Meth. integrabel sind XXXV, 
496, 744f. — Die B.T., bei denen d. 
Gl.s+Pp-+0qg-+ Zz = 0 ihre Form 
behalten 495f. — Man kann P= 

machen 496. — Diffgl. für die inf. Trf. 
der Gl. s +99 +Zz=0 497f, 745. 
— Inf. Trf., die die Char. in Ruhe 
lassen 498f., die nur eine Schar von 
Char. transf. 499, 745, beide Scharen 
transf. 500. — Diffgl., die mehrere inf. 
Trf. gestatten 500—506, 745f. — B.T., 
bei denen d.Gl.r+W (x, y,2,p, q)=0 
ihre Form behalten 506, ebenso die 
Gl.r+Pp+Qg9+Zz= 0 507—509. 
— Zurückführ. uf r+g9+Z:=0 
oder au r+Zz=0 509. — Inf. Trf. 
der Gl. r+g+Zz=0 509f. — Die 
Char. werden nicht transf. 510. — Inf. 
Trf. der Gl. r+q=0 510f. — Die 
Char. werden transf. 5i1f., 746f. — 
Gl. mit mehreren inf. Trf. 512—514. 





Sachregister 


Integration durch bestimmte Integrale 
492—494. — Durchführ. für d. gefund. 
Normalformen 514—520.— DieRedukt. 
auf die Normalf. unnötig 520f. — Jede 
inf. Trf. liefert partik. Lös. 521; vgl. 
XXXI, 467, Nr. 1 u.2, 743f., 748. 


IV. Diffgl. und Transformations- 


gruppen. Algebr.Diffgl. XXXII, 467f.; 
XXXVL 525 ff., 749. — Lin. hom. sim. 
Syst. mit bekannten Integralen, Deutung 
des Syst. als inf. Trf. XXXIX, 548; 
XL, 551f., 763. — Verallgem. 552, 
2.6 v.u.— 553, Z. 6, 763. — Algebr. 
Diffgl., die durch B.T. linear werden 
XXXVI, 528f. — Diffgl. einer Kurven- 
schar, die bei einer Gruppe inv. bleibt 
XXXVII, 544, ausgedrückt durch Fun- 
damentalinv. 544f. — Diffgl. d. Kurven, 
die inf. Trf. der Gruppe gestatten 545. -— 
Integr. der Diffgl., die eine geg. Gruppe 
gestatten 545, 760. — Ist die Gr. 
nicht zusammengesetzt (einfach), so nur 
1 Hilfsgl. nötig 546, 549, 760, 789. — 
Vereinf. d. Integr., wenn die endl. Gl. 
der Gruppe bekannt sind 546, 761. — 
Bestimmung der Gr. einer vorgel. Diffgl. 
546, 761; vgl. inf. Trf. — Vollst. Syst. 
mit bek. Gruppe XXXIX, 548, Nr. III, 
wenn die endl. Gl. d. Gr. bekannt sind 
549, Nr. IV, 762; XL, 553, 763. — Integr. 
eines Syst. von Diffgl., das auf eine 
kanonische Form mit bekannter Gr. 
zurückführbar ist XLI, 559. — Kano- 
nische Form für die Diffgl., die die 
Trf. bestimmen 769; vgl. Raumkurven. 


Differentialinvarianten und -ko- 


varianten einer Diffgl. (eines Systems) 
gegenüber allen P. T. und B.T. XLI, 
559. di 


Dupin s. Indikatrix, Zyklide. 


Ebene im R, II, 6. 
Element u. seine Koord. II, 6; III, 14; 


IV, 20; im gew. Raume (Flächenel.) 
XI, 155, im R.+1 154, 591. — Ver- 
einigte Lage IV, 20, im gew. Raume 
21; XII, 153, im R„+1 154, 592. 


Elementaroperation XV], 222. 
Elementarteil III, 14 s.v.w. Element, 


8. d. 


Elementmannigfaltigkeit, Schar v. 


Elementen, in der je zwei unendl. ben. 
El. vereinigt liegen. — Im gew. Raume 
IV, 21; XII, 153f.; im R„+1 1ö4f. — 
Bestimmung aller E. 150— 152,592. — 


Eulersche Transformationen 8. 
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Mann. von oo" El. einer k-fach ausg. 
Punktmann. M/® 155. — Gleichungen 
einer Element-M, 675. 
Be- 
rührungstransformationen. 


Fläche, in allgemeinerer Bedeutung, 
auch für Kurve oder Punkt 589. — 
Die Fl. 2.0., die zu einem beliebigen 
Flächenpunkte gehört XXII, 856; 
XXXVII, 537, 718f., 7531. 

Die Flächen mit sphär. (ebenen) 
Krümmungsl. liefern durch Lies B.T. 
die Fl., deren Hpttgk. lin. Komplexen 
angehören XXIX, 420; XXXIII, 478; 
XXXVII, 537. — Fl., deren Hpttgk. 
der einen Schar oo! lin. Kompl. an- 
_ gehören XXII, 356; XXXVII, 538f., 
754—757. — Beide Scharen geh. lin. 
Kompl. an 539, 757—759. — Die Fl. 
sind entweder Regelfl. einer Kongruenz 
oder bestimmen zwei involutorische 
Bündel von lin. Kompl. u. sind definiert 
durchintermed. Integrale einer Monge- 
Ampereschen Gl. 540, 756—759. — 
Eine inf. B.T. der Gl. 540, 759. — 
Allgemeinste part. Diffgl. 2. O., die 2 
intermed. Integrale 1. O. hat u. deren 
beide Scharen von Char. Hpttgk. auf 
den Integralfl. sind 541. — Fl., deren 
Hpttgk. des einen Syst. o0' Linien- 
komplexen angehören LXII, 561, 771. 
— Fl., auf denen die einem lin. Kompl. 
angehörigen Kurven zu den Hpttgk. in 
besonderer Beziehung stehen 561f., 
771£. — Fl., bei denen Hpttgk., Krl. u. 
Mink. inf. Trf. gestatten 562, 772. 

Fl., die durch Translation einer Kurve 
beschrieben werden I, 3, Anm.; XXIII, 
365. — Fl. mit 00! Scharen von Kur- 
ven, die in bezug auf ein Tetraeder 
homographisch verwandt sind I, 3; 
626, Z. 15f. 

Fl., deren geod. Kurven eine kontin. 
Trfsgr. gestatten XXI, 355f., 718. — 
Fl., deren Hauptkrümmungsrad. durch 
eine Relation verknüpft sind: Best. der 
Krümmungsl. durch Quadratur XXV], 
387f., XXVII, 396; unter besond. Vor- 
aussetz. XXXIX, 549, Nr. VII, 762. — 
Krümmungsl. auf Fl., deren Zentrafl. 
gewisse Eigensch. hat XX'VII, 396, 731f. 
— Best. der Krl. u. Minimalk. einer Fl. 
konst. mittl. Kr. XXVa, 385f., XXVI, 
390. — Konstr. von 00” Fl. konst. 
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mittl. Kr. durch Quadr., ebenso von 


00° FI. % 
BR Conei B-B=4cok: ER 


u. von Fl., die auf die Umdrehungsfl. 
der Kettenl. abwick. sind XXX, 442f., 
733, 789. 

Fl. mit geg. sphär. Bilde der Krüm- 
mungsl. XXXV, 521; ihre Best. durch 
sukzess. Quadr., wenn das Bild eine 
inf. orthog. Trf. gestattet 521—523, 748. 
— Fl, bei denen Krl, Hpttgk. und 
Minimalk. gemeinsame inf. Trf. ge- 
statten XLII, 562, 772. — Integrierbare 
Diffgl. 1.0. auf Fl. XXXIX, 550, 762. 
— Fl., die aus Fl, mit isothermen Kirl. 
durch die Liesche B. T. hervorgehen 
LXI, 561£., Nr. IV, 772. 


— Fl. konstanter Kr. Die Gruppe ihrer 


geod. Linien achtgliedrig XXII, 355, 
Anm.; 769. — Die Hpttgk. u. Krüm- 
mungsl. durch Quadr. bestimmbar 356, 
719. — Beweis XXIV, 368—372; an- 
ders 383f., 384f., XXVI, 390f. — In- 
nerer Grund dieser Integr. XXIV, 373f., 
719f. — Die von den Hpttgk. u. den 
Krümmungsl. gebildeten Vierecke 373, 
XXV, 379. — Gl. der Krl., wenn die 
Hpttgk. Parameterlinien sind XXIV, 
371; 720, Z. 1—3. — Beweis des 
Enneperschen Satzes über d. Torsion 
d. Hpttgk. XXV, 375f. — Fl. konst. Kr. 
bestimmt aus dem sphär. Bilde der 
Hpttgk. 376f. — Char. Eigensch. des 
sphär. Bildes 378, 723. — Neue For- 
mulierung des Problems, alle Fl. konst. 
Kr. zu bestimmen 378f. — Die Hazzi- 
dakissche Trf. der Fl. konst. Kr. ist 
reziprok 380, 723f. — Aus den Kurven 
von der Länge Null findet man die 
geod. L. durch Quadr. 381—383, 725. 
— Die wiederholte Anwendung der 
Bianchischen Konstr. v. Fl. konst. Kr. 
erfordert nur Quadratur XXVI, 389; 
XXVII, 396; 727. — Integr. d. Diffgl. 
1.0. von oo! geod. Linien durch einen 
Punkt 396; 726, 731, 789. — Lies 
Konstr. von oo! Fl. konst. Kr. aus einer 
389, 393, 7297£.; XXXII, 477. — 
Bianchis Konstr. als unendlichdeut. 
Elementtransf., die nur für d. Fl. konst. 
Kr. Sinn hat XXVIII, 399—402, 734f., 
736f. — Die zugehör. unendlichdeut. 
inf. Trf. 403—405. — Die Fl. konst. Kr., 
die man durch fortgesetzte Anwendung 
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der Konstr. findet, erfüllen keine Diffgl. 
1.0. 405f.; keine 2.0. 406—411; keine 
3.0. 411—415; XXIX, 419f. — Nur die 
Serretschen Regelfl. konst. Kr. bilden 
eine Ausnahme 411, 415, 442 Anm. — 
Die Krümmungsl. u. Hpttgk. bleiben 
erhalten, ebenso die Bogenlänge der 
Hpttgk. 415, 735. — Eine Fl. konst. 
Kr. ist bestimmt durch 2 Hpttgk. durch 
einen Punkt XXV, 383 Anm.; XXX, 
436f. — Darstell. der Abl. 2. u. höherer 
OÖ. von z durch unabh. Größen 436. — 
Winkel der Hpttgk. der transf. Fl. 438f., 
738. — Neue Darstell. der inf. Trf. 
der Fl. konst. Kr. 439 f. — Die er- 
haltenen Fl. befriedigen keine andere 
Diffgl. 439—442, 738f. — Formeln für 
die Fl. konst.Kr. bezogen auf die Hpttgk. 
XXXI, 448—450. — Darst. aller Abl. 
von 2 durch unabh. Gr. 454. — Diffqu. 
dieser Gr. nach den Bogenlängen der 
Hpttgk. 455—457, 461. — Die Dar- 
bouxsche Integrationsmeth. führt nicht 
zum Ziele 732f., 451—453, 457—461, 
461—464, 740f.; auch die von Levy 
nicht 465; es gibt auch kein inter- 
mediäres Int. f(x, y, 2,9; ,a,b)=0 
465, 741. — Die Fl. konst. Kr. im 
Unendl. XXXII, 478. — Die durch 
Bianchis Trf. abgeleiteten Fl. konst. 
Kr. XXXVII, 541, vgl. jedoch 547; 
XXXIX, 549, Nr. VI; XL, 554f., 759, 
763f. — Die umbeschriebene isotrope 
Dev. berührt nie längs einer im Endl. 
liegenden Kurve 554. — Die Bäck- 
lundsche Trf. der Fl. konst. Kr. 766f. 
— Beziehung zwischen den Op. von 
Bianchi, Lie, Bäcklund XLI, 556, 
767. — Hpttg., Krl. u Mink. auf Fl. 
konst. Kr. 558. — Die Fl. konst. pos. Kr. 
XXXVII, 541, 759; XLI, 558, 769. — 
Bestimm. der geod. Lin. durch eine 
Riccatische Diffgl. 556f. — Innerer 
Grund dafür 557, 768. — FI. konst. 
Kr., deren Krümmungsl. auf algebr. Fl. 
liegen XXXIII, 478; XXXVI, 529 Anm., 
750. — Bogenel. d. Zentrafl. e. Fl. konst. 
Kr. XXX, 443, 739. — Vgl Berührungs- 
transformationen, Minimalflächen. 
Flächenelement s. Element. 
Flächensätze XIII, 176 Anm. 
Fuchssche Funktionen XXXVI, 525, 
530. 
Fundamentalgebilde bei B.T. IV, 
23, 589. 
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Fundamentalinvarianten ein. Trfgr. 
XXXVII, 543. 

Funktion s. Gruppe, homogen. — F.en, 
die in Involution liegen VIII, 66 Anm. 
— F. s-ter 0. XVI, 221 Anm. 

Funktionengruppe Vla, 31, 637; s. 
Gruppe. 


Geodätische Abbildung von Fl. XXXVI, 
529 Anm. — g. Kurven s. Flächen. 
Alle inf. B.T. des Raumes, die g. K. 
in g. K. überführen, sind Beweg. u. 
Ähnlichkeitstr. XXXIV, 487f. 

Geschlossenes System VI, 29, 637; 
s. vollständiges Syst. — Ebd. geschl. 
Grappe = Gruppe von Funkt.; konj. 
geschl. Gr. = reziproke Gr. — Invar. 
Eigensch. einer geschl. Gr. bei B. T. 
29f. — s. Gruppe. 

Gestatten I, 2 Anm.; s. inf. Trf. 

Gleichzusammengesetzt XLJ, 560. 

Gliederzahl einer Gruppe von Fkt. 
VII, 34. 

Gruppe von Funktionen VI, 29; VII, 34. 
— Eine Fkt. gehört einer Gruppe an 
34. — Ausgezeichnete Fkt., äquivalente 
Gruppen, Involutionssystem 35. — 
Vollst. System, das zu einer Gr. gehört 
36, Satz 3. — Die Gl. (F,f) = 0 bilden 
dann und nur dann ein vollst. Syst., 
wenn die F', eine Gruppe bilden 643, 
711. — Reziproke Gr. (Polargruppe) 38. 
— Gruppen in Invol. 38. — Untergrup- 
pen 39. — Rel. zwischen den Fkt. re- 
ziproker Gruppen 39f. — Die ausgez. 
Fkt. sind d. gemeins. Fkt. der beiden 
rez. Gr. 40. — Ihre Bestimmung 41. — 
Zerlegung einer Gr., die kein Involsyst. 
ist 42—44. —"Kanonische Form der 
Gr. 45. — Die ausgez. Fkt. der kan. 
Form 46. — Kanonische Gr. 47, ihre 
Gliederzahl 46, Satz 9. — Gliederzahl 
u. Zahl der ausgez. Fkt. 46, Satz 10; 
53, Nr. 11. — Aufstell. einer umfassen- 
den 2n-gliedr. kan. Gr. 47f. — Jede 
2n-gliedr. kan. Gr. bestimmt eine B.T. 
49, Satz 5. — Invar. Eigensch. einer 
Gr., Beziehungen zwischen einer Gr. 
u. einer Untergr. 50, 789. — Bestimm. 
der in einer Gr. enthalt. Involsysteme 
51—53%. — Jedes Verfahren zur Abl. 
neuer Lös. aus bekannten führt zu Fkt. 
einer Gr. 62f., Nr. 18; 647, 2.9, 8v.u. 
— Die durch d. Fktgr. bestimmte Schar 
von Mann. 640ff. 
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— Homogene Gruppe VII, 71; ge- 
stattet die inf. B. T. mit den char. Fkt. 
1u.z 637. — Reinhomogene Gr. 7T1f., 
Satz 4, 5. — Erzeugung einer hom. Gr. 

. aus 2 hom. Fkt. 72, Satz 2. — Vollst. 
Syst., das zu einer hom. Gr. gehört 72, 
Nr. 4, Satz 1. — Polargr. einer hom. 
Gr. 73, Satz 2. — Sätze über reziproke 
Gr. 75—80. — Die Polargr. einer hom. 
Gr. ist hom. 81—83, 649. — Die ausgez. 
Fkt. einer hom. Gr. 84; ihre Bestim- 
mung 85f. — Redukt. einer hom. Gr. 
auf kan. Form 86—89. — Ergänz. der 
kan. hom. Gr. zu einer 2n-gliedr. 89 
bis 91. — Invar. Eigenschaften einer 
hom. Gr. 90, Satz 5; 91, Satz 9; 92. — 


Hom. Gr. mit d. kan. Form X,,.. ‚X, 
N ERTE  D PTTE. GEE ERTL 70 


XVII, 280f., 701f. 
Geg. e. Gr., ein vollst. Syst. aufzu- 
stellen, das die Polargr. der von ihren 
- ausgez. Fkt. gebildeten Gr. definiert 
273£., 700. — Aufstell. des vollst. Syst., 
dessen Lös. mit allen Lös. eines geg. 
vollst. Syst. in Inv. liegen XIX, 290. 


Hamilton-Jacobische Theorie, ein- 
facher dargestellt XX, 296, 309—312, 
626, 631. 

Hauptlösungen einer lin. part. Diffgl. 
1.0. XI, 129f., XXI, 332; 660. — H. 
eines vollst. Syst. (lin. Involsyst.) XI, 
131; XXI, 332. 

Haupttangentenkurven, ihre Defi- 
nition XXXVIII, 542; ihre Best. auf 
den Integralfi. gewisser part. Gl. I, 3; 
626. vgl. Flächen und B.T. 

Hilfsproblem für die Theorie d. part. 
Diffgl. 1. 0. XII, 150; XXI, 322f. 

Homogene Funktion VII, 64; IX, 
116. — Hom. Diffgl. 1.0: in x,y XII, 
182. vgl. Berührungstr., Gruppe, Klam- 
merausdruck. 


Indeterminiert IX, 102, 104, 
656. 

Indikatrix, Verallgemeinerung des 
Dupinschen Begriffs V, 27; 635. 


652, 


Infinitesimale Transformation.Be- | 


griff 593; sie läßt eine Mann. inv. 594. 
— Eine Fkt. gestattet eine inf. Trf. XVI, 
225 (später aufgegebene Definition). — 
Lin. Schar von inf. Trf. 595. — nf 
B.T. I, 2; XXXIV, 481; 613#. — Inf. 
Trf. in x, y XIO, 177£., in ©,,.-., 
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XIV, 188. — Symbol für d. inf. Trf., 
Klammerausdruck A (B(f)) — B(A(f)) 
= (AB) 189, 191. — Diffgl. u. inf. Trf. 
V, 27. — Eine gew. Diffgl. 1.0. in x, y 
gestattet eine inf. Trf XIII, 178—180. 
— Jede bekannte inf. Trf. der Gl. liefert 
einen Integrabilitätsfaktor 180— 182. — 
Beispiele 182—184; XXIV, 373f. — 
Dasselbe leistet eine inf. B.T. XIII, 184. 
— Eine lin. hom. part. Diffgl. gestattet 
eine inf. Tıf. 179f., desgl. ein vollst. 
Syst. XIV, 189f.; XVI, 225. — Problem 
der Verwertung bek. inf. Trf. XIV, 188, 
191. — Aufstell. von Lösungen u. von 
neuen inf. Trf. 192. — Reduktion des 
Problems auf ein Normalproblem 193f., 
677, 2.8 v. u.— 678, Z. 3. — Multi- 
plikator u. inf. Trf. 676f., 679—681, 
683. — Best. eines Mult. eines vollst. 
Syst. aus bek. inf. Trf. 198f. — An- 
wendung auf 3 Ver. 200—204. — Fälle, 
wo Quadr. genügen 204f. 

Inf. B.T. u. part. Diffgl. 1. ©., Konstr. 
von Integralen I, 2; 615f. — Inf. (hom.) 
B.T. in x, p XVI, 225f. — Inf. B.T., 
die q geg. Fkt. nullter OÖ. inv. lassen 
226f., die eine Fktgr. u. zugleich ge- 
wisse Funktionen inv. lassen 227— 230. 
— Anwendung der Theorie von Abh. 
XIV auf ein Involsyst. mit bekannten 
Lös. XVII, 269—272. — Äquivalenz 
zwischen inf. B.T. des Systems und 
Lösungen 269f. — Fall, wo die fehlen- 
den Lös. durch Quadr. gefunden wer- 
den 271f. 

Lin. part. Diffgl. höh. O., die inf. Trf. 
gestatten XXXII, 467; XXXV, 521; 
XXXVI, 529, Z.15—7 v. u. vgl. Diffgl. 
— Algebr. Diffgl., die inf. Trf. gestatten 
"XXXII, 467. — Best. aller inf. P.T. 
und B. T., die eine algebr. gew. Diffgl. 
inv. lassen, durch Poincar&s Fuchs- 
sche Zetafkt. XXXVI, 526; ebenso bei 
gewissen Syst. algebr. Diffgl. 527. — 
Anwendung der Theorie von Abh. XIV 
zur nachherigen Integr. der algebr. gew. 
Diffgl. 527£. — Inf. P.T. giner algebr. 
part. Diffgl. 1. ©. 529. 


Integrabilitätsfaktor XIII, 177; seine 


geom. Deutung 184f. — Zwei Diffgl. 
1. O., deren I.en durch eine bek. Re- 
lation verknüpft sind 186; XXXIX, 550. 
vgl. Diffgl. u. inf. Trf. 
Integralmannigfaltigkeit 592f. — 
Integral-M,, einer part. Diffgl. 1.0. XII, 
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156. — Ein Glsyst. in den x, p, das 
Integral-M,, besitzt, kann in bestimm- 
ter Weise aufgelöst werden 173. 

Integrationsmethoden, Maßstab zu 
ihrer Vergleichung XVI, 222. 

Integrationsvereinfachungen, die 
bei Gl. in x, p aus der Kenntnis von 
Integralen folgen VI, 30; VII, 54—62; 
647; dasselbe bei Gl., die z enthalten 
VI, 30; VIII, 93f.; 649f. — Beste Ver- 
wertung zufälliger Umstände XVI, 249 
bis 251. — Dieses Verfahren ist das 
beste nur, wenn man jedesmal bloß 
eine Lös. findet XVIII, 260f. — Es gibt 
Fälle, wo aus bek. Lös. alle übrigen 
durch Quadr. folgen 261—267, 691— 
698. — Endgültige Darst. der Ver- 
wertung bek. Lös. 273— 284, 700—704. 

Intermediäre Integrale I, 2f.; XIX, 
287f., 292f£ s. Monge-Ampere- 
sche Gl. 

Invariant lassen XVI, 224 (diese De- 
finition später verlassen). — Inv. Be- 
ziehung zwischen einem vollst. Syst. 
u. gewissen Fkt. 235. — Inv. Unter- 
gruppe XXXIV, 487; XLI, 559. 

Invariante eines Pfaffschen Ausdrucks 
XXI, 322—327. — Invariantentheorie 
der B.T. VI, ausgeführt in VII u. VIII; 
s. Gruppe. 

Involution s. Funktion u. Gruppe. — 
Involutionsbeziehung I, 1; II, 6; in- 
variant bei B.T. IV, 19; 589. — Neue 
Auffassung 601—603, 639%. 

Involutionssysteme von Funktionen 
s. Gruppe. — Wann die ausgez. Fkt. 
einer Gruppe ein I. bilden, das durch 
ausführb. Op. integrabel ist VII, 53, 
Satz 4. — Integration eines I.s mit 
bekannten Integralen, die eine Gruppe 
bilden 54—56. — Fortschritte gegen- 
über der von Lie erweiterten Cauchy- 
schen Methode 57—61. — Verwertung 
des Mayerschen Theorems 61f. 

le von hom. Fkt. VIII, 83f.; XV, 
219. — Integration eines I.s von hom. 
Fkt. nullter O. VIII, 93f.; vgl. Inte- 
grationsvereinf. 

l.e in aufgelöster Form XII, 168. — 
Zweigliedr. I.e 168. — Zwei verschied. 
Definitionen, die schließlich überein- 
stimmen 604—608. — Unabhängigkeit 
von der analyt. Darst. 606. — Die 
char. M, 169f., 607f., 609. -— Konstr. 
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Lös. 170f. — Dreigl. und g-gliedrige 
171f., 610f. — Allgemeine g-gliedrige 
l.e, die nicht nach q von den p, auf- 
lösbar sind 172; XVII, 258. — Die 
Best. der Integral- M, eines Gleyst. 
führt auf ein I. XII, 173. — Die char. 
M, eines Is 9, — f;,=0 und die Gl. 
= qAık=1,...,g) XV, 208-210, 
684. — Das I. und die 007-1 Ebenen 
E”-2+1 des Büschels mit der Achse 
%,= a, 210. — Konstr. einer vollst. 
Lös. des I.s 210, Satz 2. — Auf jeder 
E”2+1 des Büschels eine part. Diffgl. 
1.0. in n—q-+1 Ver. 211f. — Die 
char. M, des I.s schneiden jede 
E”=2+1 nach Char. dieser Diffgl. 212 
bis 214. — Zurückf. des I.s auf 1 ©. 
inn—q--1 Ver. 214f., 685; XXI, 
334f. — Sätze über zweigl. I.e XV, 
216f. — Allgemeine I.e — nicht auf- 
gelösten, spezielle aufgelösten. — 
Zurückf. eines allg. q-gliedrigen Ls 
auf 1 Gl. in» —qg-1 Ver. — Direkte 
Behandl. der allg. Le 219. — Ein- 
fachste Integrmeth. eines g-gliedr. I.s 
XVI, 242—245; wenn es in einem bek. 
g-gliedr. steckt 247; eines r-gliedr. Is, 
das aus ausgez. Fkt. einer bek. Gruppe 
besteht 249f., 687f. 

Wann man aus bek. Lös. eines I.s 
alle durch Differ. u. Quadr. ableiten 
kann XVII, 261—267, 691-698. — 
Dann, wenn die bek. Lös. f; eine Rel. 
Zpde=Z&Fdf-+dU erfüllen 261, 
Satz; 263, Satz 1; 265, Theor. I. — 
Verallg. auf das Pfaffsche Problem 
713. — Dann, wenn die bek. Lös. eine 
Fktgr. mit n-gliedr. I.en bestimmen 
264, Satz 2; 266, Satz 3. — Früher 
bekannte Spezialfälle 267f. — Verwer- 
tung bek. Lös., Vereinf. gegen Abh. 
VII: 273f. — Beispiele 275—277. — 
Einfachste Integr. eines geg. I.s 278 
bis 280. — Fall solcher Gl., die die 
unbek. Fkt. enthalten 280—284, 701 
bis 704. — Die ausgez. Fkt. alle von 
nullter O. oder nicht alle 283. — Vgl. 
Hauptlösungen. 

Involutorische Lage zweier Gl. II, 6; 
IV, 19; 603#.; von lin. Komplexen 
XXXVIIL, 539, 755, 758. 

Isotherme Kurvenscharen in d. Ebene 
XI, 185f. — I. Krümmungslinien s. 
Flächen. 


der Integralmann. 170, 608. — Vollst. ' Jacobis Integrationsmeth. von 1837 nur 
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eine andere Formul. der Cauchyschen 
II, 7. — Ungünstigster Fall der neuen 
J.schen Meth. IV, 25£., 635. — Jacobi- 
Mayersche Meth. XVI, 242. — J.s 
Transf. der part. Gl. 1. O. IV, 19; IX, 
96, 100. — J. und die B.T. 590, 630. 
— Jacobische Ident. für inf. P.T. XIV, 


192. — Jacobis Satz über n-gliedr. | 
Involsyst. XVII, 267, 694; seine Multi- | 


plikatortheorie 267f., 691f., 693. — 
J.sches System VII, 33, 638. — Vgl. 
Involsyst., Pfaffsches Problem. 


Kanonische Form s. Gruppe. — Kan. 
sim. Syst. XX, 295ff. — Die B.T. in 
x, p sind die Trf., die jedes kan. Syst. 
in ein kan. überführen 301, 708f. — 
Best. aller B. T., die ein geg. kan. Syst. 
in ein anderes geg. überführen 301f. 
— B.T., die mehrere geg. kan. Syst. 
in andere geg. überführen 302. — Kan. 
Syst., die die Gl. de=dt enthalten, 
u. ihre Trf. 303—308. — Best. aller 
Trf., die ein geg. kan. Syst. dieser Art 
in ein anderes geg. überführen 308f., 
709. — Zurückf. der Diffgl. der Mechanik 
auf ein kan. Syst. 309—312; dasselbe 
für d. Diffgl. der Variationsr. 313. — 
Allgemeinste Trf., die ein geg. kan. 
Syst. wieder auf kan. Form bringt 
313—316. — Kanonische Variable bei 
einer Trfsgr. XXX VII, 543, 751, 769. 

Klammerausdrücke. Bedeutung der 
Zeichen [FQ] und (F'Q) IX, 98, 637. 
(h.hz), wenn Aa, ha hom. in den p 
VIII, 71, Satz 1. — Klammerausdruck 
(AB) aus zwei inf. Trf. Af, Bf XIV, 
191; XVI, 232, 677, 686. — Verschw. 
des Kl. als Involutionsbez. ], 1. 

Klassifikation der part. Diffgl. 1. O. 
IV, 23—25, 692; der Gl. 1. u. höherer 
0. V, 27, 635. 

Komplex s. Flächen. Linearer K. in 
jedem Punkte des Ry„+1ı 3%, p 602, 
im Raume x, p 640. 

Konfiguration einf. ausg. Mann. 
12; 1, 6. 

Konform. Die inf. B.T. des Raumes, 
die jede Fl.k.transf. XXXIV, 488—490; 
die endlichen 490. 

Kongruenz = zweifach ausg. Mann. 
II, 6. — Char. Kongr. 7; III, 15. — 
Kineare K. XXXVII, 539. 

Konjugierte geschl. Gruppen = rezi- 
proke Gr. VI, 29; s. Gruppen. 
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Konnexe IV, 19; V, 28. 

Konnexkoordinaten XVII, 253. 

Kovariante s. bilineare. — K.n von 
Diffgl. gegenüber P.T. u. B.T. XLI, 559. 

Krümmungshalbmesser s. Kvrven, 
Raumkurven. 

Krümmungslinien, ihre Definition 
XXXVII, 542. — Best. der Kr. auf 
gewissen Fl., deren Gl. unbekannt ist 
XXXIX, 549, Nr. VII. — s. Flächen, 
Schraubenfl. 

Kurven konstanter Torsion. Bianchis 
Trf. führt jeden Streifen, der durch d. 
Schmiegungsebenen einer solchen K. 
bestimmt ist, in 00! ebensolche über 
XXVII, 415; XXX, 422— 424; 736f. — 
Die Bogen]. bleibt erhalten 424f.; ihr 
Krümmungshalbm. 426—429. — Un- 
endlichdeut. inf. Trf. der K. k. T. 429. 
— Zuwachse der Abl. des Krhalbm. 
430—433. — Die transf. Kurven be- 
friedigen keine Diffgl. 1.0. 430; 2. O. 
431; 3. O0. 433f.; beliebig hoher O. 
434—436. — Die Bäcklundsche Tırf. 
für K. k. T. 765f. 

Kurvenkomplexe I, 3, 625. 

Kurvenschar s. Diffgl. 


Lagranges Integrationsmeth. part. Gl. 
1.0.in &,y,z I, 5; III, 13; 591, 626; 
seine Abl. von Lös. aus einer vollst. 601. 

Levys Untersuch. über part. Diffgl. höh. 
O0. XXVIU, 395, 698, 728, 730; nicht 
anwendbar auf d. Diffgl. der Fl. k. Kr. 
XXXV]l, 465, 732f. 

Liesche Methode s. Diffgl.; seine Trf. 
der Fl. k. Kr. s. Flächen. 

Lineare Diffgl. in x,y XII, 182f.; lin. 
hom. part. Diffgl. 1.0. 593f.; s. Diffgl. 

Liniengeometrie XXX, 443, 739. 

Linienkom-plexe s. Flächen u. Torsion. 

Liouvillesche Diffgl. s. d. 


Maßstab f. d. Leistungen einer Inte- 
grationsmeth. XV], 221f. 

Mannigfaltigkeit von n— 1 Dim. in 
einem R, II, 6. 

Mayers Meth. zur Integr. von Syst. tot. 
Gl. IV, 16f. — Mayersches Theorem 
VII, 32£.; XI, 127; XVI, 224; XIX, 287; 
588, 629f. — M.s Integrationsmeth. 
part. Gl. 1. O. IV, 26; ihre Befreiung 
von einer Beschränkung X, 121—123; 
bei Gl., die von z frei sind 125. — 
M.sche Identität 652. 
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Mechanik s. kanonische Systeme. 

Minimalflächen. B.T., die Mfl. in Mil. 
überführen I, 3; die inf. B.T. dieser 
Art 748f. — Fl., die i. B. auf unendl. 
viele Kschne. Mfl. sind I, 3; 626, 7.7. — 
Schnittkurven e. Mfl. mit parall. Ebenen 
XII, 186. — Mfl., deren geod. Kurven 
eine konf. inf. Trf. gestatten; die durch 
Translat. einer reellen oder imag. Kurve 
erzeugt werden XXII, 356, 718, Z.20. — 
Best. algebr. Mfl., die in algebr. Dev. 
eingeschrieben sind XXIIIa, 365, 722. 
— Eine Klasse von Diffgl., der die der 
Mfl. angehört 524, 748. — Bäcklunds 
Trf. der Mfl. XLI, 558; 769. — Bonnets 
Biegung ebd., 769. — Trf. der MAl., 
bei der Krl. u. Hpttgk. erhalten bleiben 
ebd., 769. — Verallgem. der Mfl. I, 3, 
626. — Mfl. als Degeneration der Fl. 
k. Kr. 720. 

Minimum der erford. Integrationsop. 
XV], 246. 

Monge-Ampe£rescheGleichung. Be- 
hält bei jeder B.T. ihre Form 619, 766. 
— Die Diffgl. ihrer Char. 619 stellen 
die zwei lin. Komplexen gemeinsame 
Kongruenz dar 620; das zugehör. Syst. 
von lin. part. Diffgl. 620; Beziehungen 
zwischen deren Lös. 621; intermediäre 
Integrale 621f. — Red. der Gl. auf 
lineare Form I, 2, 4; XXXVIII, 542f.; 
760. — Fall verschied. Char. u. zweier 
interm. Integrale I, 2; XIX, 287f. — 
Die zugehör. dreigl. hom. Gruppen 288f. 
— Überführbarkeit in die GL. r—0 
289. — Integration 290—292, 704f.; 
keine Diffgl. mit arbitr. Fkt. benutzt 
705; die erforderl. Quadr. 294, 707. — 
Fall einer Schar von Char. und eines 
interm. Int. I, 2f.; XIX, 292f., 705. — 
Kan. Form r= 0 294. — Ausdehn. auf 
Gl. 2. O. in n Ver. I, 3, 2. 2f.; XIX, 
293. — Normalformen M.-A.-scher Gl. 
mit 00° permut. B. T. und integrabeln 
Kombinationen I, 3, 622—625. — Gl., 
deren Char. einem Kurvenkomplexe 
entsprechen I, 3, 625. — Gl., die durch 
B.T. die Form s= F'(x, y, 2,P, q) 
oder r—= F erhalten können XXXVII, 
543, 760. — Transformationsgr. der 
Monge-Ampereschen Gleichung 706. 
— Vgl. Flächen. 

Monges Charakteristiken part. Gl. 1. O. 
591; von Lie durch die char. Streifen 
ersetzt 593. 
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Multiplikator eines vollst. Syst. XIV, 
195—197, 676—678; umfaßt den Ja- 
cobischen und den Eulerschen 197; 
Abl. der Diffgl., die ihn definieren 
678—681. — Man kennt eine Lös. u. 
einen Mult. 198, einen Mult. u. eine 
inf. Trf, 676, 683. — M. eines Pfaff- 
schen Ausdrucks 656. 


Normalform s. Pfaffscher Ausdruck. 


Operation m VII, 41, Anm. 3; XI, 127, 
Anm. 3; XVI, 222. 

Orthogonalitätsbeziehung I, 1, 603. 

Orthogonalsysteme, Best. von sol- 
chen ], 2. 


Parallelkurven XIII, 184. 

Partiell s. Diffgl. 

Permutable inf. B.T. I, 2, 595. 

Pfaffs Auffassung des Integrationsprobl. 
part. Gl. 1. 0. IX, 99; XII, 149; von 
Lie festgehalten 592. 

Pfaffscher Ausdruck XX, 316, der 
bei allen inf. B.T. in x, p ein vollst. 
Diff. als Zuwachs erhält 300. -- Inf. 
Trf. eines Pf. A.s 316f. — Reduktion 
der Pf. Ae Zp,dx, u. dge— Zp,da,, 
wenn zwischen den Ver. eine Relation 
besteht XXI, 321. — Red. eines bel. 
As ZX,d«, 321f. — Normalformen 
eines Pf. A.s 322. — Alle Normalformen 
haben gleichviele unabh. Fkt. 324f. — 
Pf. Ausdrücke mit derselben Zahl unabh. 
Fkt. in einander überführbar 325f. — 
Allgemeinste Überführung, wenn Nor- 
malformen vorliegen 326f. — Wie man 
die Zahl der ‚Fkt. der Normalf. be- 
stimmt 328—331. — Eigensch. eines 
(2r + g)-gliedr. Pf. A.s, dessen Normalf. 
2n Fkt. enthält 335—337. — Reduktion 
des A.s auf einen in 2n Ver. 337—841. 
— Aufstell. zweier vollst. Syst. für die 
Fkt. der Normalf. 341—343. — Red. 
des A.s durch eine Op. 2n — 1 auf einen 
A. in 2» — 1 Ver., dessen Normalf. 
2n — 2 Fkt. enth. 343—345. — Inte- 
gration des (2% + g)-gliedr. A.s 345. 
— Eigensch. eines A.s in 2» + q Ver., 
dessen Normalf. 2% +1 Fkt. enthält 
345f. — Reduktion auf e. A. in 2n +1 
Ver. mit ebensolcher Normalf. 346— 349. 
— Integration des A.s 349f. 

Pfaffsches Problem II, 10; V, 27; 
geom. Fassung des Integrationsprobl. 
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661. — Pfaffs Reduktion 659. — Lie | 


über seine Arbeiten zum Pf. Pr. V, 27; 
627, 654, 657, 718—714. — Das Pf. 
Pr. als eine Theorie der inf. Trf. 656, 
661—663. — Clebschs Beding. f. d. 
Redukt. eines 2n-gliedr. Ausdr. auf 
einen n-gliedr. IX, 98; X, 121. — Abl. 
unendl. vieler kanon. Formen eines 
(2n + 1)-gliedr. Ausdr. aus einer IX, 
99f. — Redukt. eines (2n» + 1)-gliedr. 
Ausdr. auf einen (n + 1)-gliedr. 101; 
das liefert eine neue Lös. der 8. 99f. 
behandelten Aufg. 101f. — Red. der 
Gl.dz— pda, ...— fdx,=0 aufe. 
n-gliedr. X, 121f. — Das erste Pfaff- 
sche Syst. XI, 127, 660. — Red. von 
P,n= 0 auf Pg„_ı=0 132—134. — 
Nach Jacobi kann Pg„_ı=0 ohne 
Integr. aufgestellt werden 134—136; 
geom. Deut. 665. — Natanis Red. 
von Pa„_1= 0 auf eine ohne Integr. 
aufstellbare Gl. Pg„_3 = 0 136—140, 
668f. — Lies Red. von Pa. -ı auf 
Pan_a 140—145, 669. — Red. von 
P,„=0 auf P„-ı= 0, wenn ein 
Integral des 1. Pfaffschen Syst. be- 
kannt ist 145f. — Lies Meth. zur 
Red. von P,„ 146. — Die Theorie der 
Fktgr. (s. Gruppe) überträgt sich auf 
d. Pf. Pr. VI, 30, Z. 14; 657, 712, 714. 
Poisson-Jacobisches Theorem 1,2; 
VII, 37; 639; eine Verallgem. 616—618, 
Polargruppe s. Gruppe. 
Problem der drei Körper V, 28. 
Punkt eines Raumes von n Dim. I], 2; 
II, 6; III, 14. 
Punktmannigfaltigkeiten von 
0,1,...,n Dim. im R, + als Element- 
M,„ XI, 155. 


Punkttransformation IX, 97. — P, 


die gewöhnl. Krümmungsl. in nicht- 
eukl. umwandelt XXXVII, 542. — 
Invar. Eigensch. part. Diffgl. 1.0. gegen- 
über P.T. IV, 19f., 21—25; V, 27. 


Raum von n Dim., R, I, 3. 

Raumkurven, bei denen Krümmungsr. 
oe, Torsionsr. r u. Bogenlänge s durch e. 
bel. Rel. verknüpft sind, durch Quadr. 
bestimmt XXXVI, 531—535,750—752; 
dasselbe für e. Rel. zwischen /(ds:g), 
‚ftds:r) u. s XXXVlIa, 536; XXX VII, 
546; 761. — Sind g,r gegeb. Fkt. von 
s, so Riccatische Diffgl. 532 —534. — 
Entsprechendes im R, 535, 752. 
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Reyescher Komplex I, 3; 625. 

Reziprok s. Gruppe, Trfsgr. 

Reziprozität I, 3, 625; VII, 38, 644. 

Riceatische Gleichung XXXVII, 534 
bis 536; XXXIX, 548; XL, 552f., 555; 
XLI, 5ö6f., 560; 761f., 768. 


Schraubenflächen, Best. ihrer Krüm- 
mungsl. XII[, 183. 

Schwerpunktsintegrale XII, 
Anm. 

Serretsche Regelflächen, die imag. 
XXVIII, 411, 415; XXX, 442, 737. 
Simultanes System von gew. Diffgl. 
1. O. als Schar von inf. Trf. 593; von 
lin. hom. Diffgl. 1. O0. XXXIX, 548; 

XL, 5öif. 

Singuläre Elemente einer part. Diffgl. 
1.0. 596f.; eines 2-gliedr. Invsyst. 606; 
eines v-gliedrigen 611. 

Spezielle Involutionssysteme s. d. 

Sphärisches Bild s. Flächen konst. Kr. 
— Fl. mit geg. sph. B. der Krümmungsl. 
XXXV, 521f., 748. 

Spiralflächen XXVII, 396, 731f. 

Störungstheorie XX, 295. 

Streifen s. Diffgl. (part. 1. O.) 

Symbol für die inf. Trf. XIV, 191; 596. 
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Tetraedraler Komplex ], 3, 625. 

Torsion der Kurven, die einem lin. 
(nichtlin.) Komplexe angehören XLIJ, 
561, 770. — s. Kurven. 

Total s. Diffgl. 

Transformation. Eine Trf. läßt eine 
Fkt. inv. (später verlassene Definition) 
XVI, 224. — Sie läßt ein vollst. Syst. 
inv. Ebd. — Allgemeinste Trf. einer 
part. Diffgl. 1. 0. IV, ı18f., IX, 100, 
651f. — s. Diffgl., Berührungstrf., 
Punkttrf. 


Transformationsgruppen, ihre 
Theorie XIV, 188, 191. — Zu jeder 
einfach transitiven Trf. gehört eine re- 
ziproke XXXIX, 549, Nr. V, 762. — 
Bestimmung einer Trf. mit 3, 4, 5 Para- 
metern XLI, 559f., 769. — Tıfsgr., die 
gleichzusammengesetzt ist mit der lin. 
Gr. einer hom. Mann. 560. — s. Diffgl. 

Unabhängige inf. Trf., deren Symbole 
— 0) gesetzt unabh. Gl. liefern XVIII, 
271; XXX, 441, Z. 15f., 739. 

Unbeschränkt integrabel s. Diffgl. 

Ungünstigster Fall IV, 25f., 635. 

Untergruppe s. Gruppe. 
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Variationsreehnung s. kanonische 
Systeme. 

Vereinigt liegen XII, 153, 154; s. 
Element. — Vereinigte Lage IV, 20, 
592, 670. 

Vollständige Lösung s.Diffgl. (part.) 
— Vollständiges System VII, 36 Anm., 
637. — Vollst. Systeme, die zu einer 
Fktgr. gehören VII, 36, Satz 3; VIII, 
72, 80. — Ein vollst. Syst. in 2,x,p IX, 
103 Anm., 652; 105. — Ein v. Syst. 
gestattet eine Trf. XVI, 224. — V.Sy- 
steme, die gewisse inf. B. T. gestatten 
231—235, die in inv. Beziehung zu ge- 
wissen Fkt. stehen 235—242. — Auf- 
stellung des vollst. Syst., dessen Lös. 
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mit allen Lös. eines geg. v. S. in 
Invol. liegen XIX, 290; des vollst. S., 
das die ausgez. Fkt. einer Fktgr. de- 
finiert 700. — Integrationsvereinf. bei 
einem v. $., das zu einem Pfaffschen 
Ausdruck in Beziehung steht XX, 317, 
712. — Aufgelöstes v. S. als lineares 
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Druckfehler, Berichtigungen und Zusätze. 


S. 24, 2.7 v.u. Das F' des ersten Drucks hätte durch f ersetzt werden sollen. 

S. 64, 2. 13—18. Jacobi hat noch ein zweites Verfahren angegeben, um die 
Gleichungen, in denen die unbekannte Funktion selber vorkommt, auf solche zurück- 
zuführen, bei denen das nicht der Fall ist.') Gegen sein Verfahren sind von Bertrand 
Einwände erhoben worden, die Imschenetzky veranlaßt haben, diese zweite Jacobi- 
sche Reduktion für unbrauchbar zu erklären.?) Auf Grund einer brieflichen Mit- 
teilung von Lie hat dann A. Mayer gezeigt, daß kein Grund vorliegt, die Jacobi- 
sche Reduktion aufzugeben.®) Es erscheint daher angezeigt, die Briefstelle, durch 
die Mayer angeregt worden ist, wiederzugeben; sie findet sich in einem Briefe 
Lies, den A. Mayer am 9.11. 1873 erhalten hat und der schon auf $. 612f. und 
S. 656 benutzt ist. Es heißt da: 

„Jacobi reduziert bekanntlich Gl. 1. O., in denen die unbekannte Funktion 
explizite vorkommt, 


(1) Eee We Me RR 5; 
auf Gleichungen der Form 

07 1 0 1 7) % 
(2) a N er =D, 
Kennt man eine vollständige Lösung der letzten Gleichung der Form 
(3) r=tF(a, %,); 


so kann man auch eine vollständige Lösung der ursprünglichen Gleichung finden. 
„Man hat die Jacobische Reduktion verlassen, weil man keine Methode hatte, 
um Lösungen der Form (3) zu finden. Diese Lacune werde ich in Ordnung bringen. 


„Sei (=y— Blt, 0, .:., %) 
irgend eine Lösung von (2); alsdann ist, wie man unmittelbar sieht: 
V=oey— dlet, %,...%) = 0, 


wo « einen Parameter bezeichnet, eine allgemeinere Lösung. Ich eliminiere nun « 
zwischen & 
day 


de 
und erhalte so eine Lösung, welche die verlangte Form 


v=0, ) 


y—t2(, 6 80,) = 0 
besitzt. In der Tat, aus Tee 0= y— —— 


folgt durch Auflösung et=f(&, --. %u)- 
woraus durch Einsetzung in V=0 


womit meine Behauptung erwiesen ist. 








1) Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, S. 1, Werke V, S.3 u. Abh. X, S. 237, Werke 
Suppl. S. 237. 
2) Imschenetzky, Abh. I, $ 14, Nr. 30. 
3) In $ 4 der Abhandlung: „Über die Weilersche Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung“, Math. Ann. Bd. IX, S. 366—368 (1876). 
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„Im übrigen werde ich dies später näher entwickeln.“ 

Lie hat dieses Vorhaben freilich nicht ausgeführt, vielleicht, weil es durch die 
von Mayer 1876 gemachten Entwicklungen unnötig geworden war. Erwähnt sei 
noch, daß P. Mansion schon vor Mayer das Jacobische Verfahren gerechtfertigt 
hat‘); doch ist es ihm nicht gelungen, das so einfach und einleuchtend zu machen, 
wie es Lie getan hat. 

. 69, Z. 3 v. u. hätte gesetzt werden sollen: u=s9;:P;- 
.105, Z.4 v. u. Im ersten Drucke steht: „Ann:erkung unter der Seite“. 
126, Z.6 v. u. lies: bekanntlich. 
211, 2.5 v. u. lies: Integral-M* 1, 
215, Z. 15 hätte gesetzt werden sollen: Satz 6a. 
230, Z. 4 v. u. ist das Komma hinter X,» , zu tilgen. 
250, Z.3, 1 v. u. hätte beide Male X,_, durch X, ersetzt werden sollen. 
. 252, Z. 6 lies: Kristiania, Mai 1876, 
. 284, Z. 14 v. u. lies: mit [noch] m ausgezeichneten. — Z. 10 v. u. lies: dis 
m [hinzukommenden] ausgezeichneten. — Z. 2 v. u. lies: $. 464—557. 
S. 285, Z. 3 lies: (II. Ser., Bd. ]). 
8. 286, Z. 1 v. u. lies: Nr. II. 


8.290, Z. 11 lies: au 


nnnnnnnmn 


301, 


Z 

8332, Z. 1 v. u. hätte gesetzt werden sollen: n —gq-+1. 

.835, 24le: =, +%, (0, — 0). 

367, 2.2 v. u. lies: Nr. 23. 

. 384, Z. 6 v. u. lies: determiner. 

. 418, Kopf, lies: XXVIlla. Zur... Krümmung. Selbstanzeigen. 
m 


‚9hee: y=o—: 


Dn MDR NnNn m 


. 472, Z. 1 v.u., 8. 473, 2. 3,5 lies: )). In dem ersten Drucke sind bei den 
0 


Summen keine Grenzen angegeben. 


8.487, 2.9 v. u. lies: allgemeinsten [infinitesimalen] Berührungstransformationen. 
8.521, 2.15 v. u. hätte gesetzt werden sollen: „in dieser Nummer V entwickelten“. 
8. 528, Z. 2 lies: ee 

d year 

S. 635, 2.8 v. u. lies: Abh. IV. 

S. 657, 2.8. A. Mayer hatte in einem Briefe vom 1. 2. 1873 bei Lie über 
die Natanische Arbeit angefragt, und Lie hatte am 13. 2. geantwortet: „Natanis 
Arbeit werde ich bald ansehen. Ich kenne sie nur halb. Clebsch sagt im Anfange 
seiner zweiten Pfaffschen Abhandlung, daß Natani schon das Pfaffsche Problem 
auf ebenso einfache Integrationen wie Clebsch reduziert hatte. Das glaube ich, 
daß er doch nicht hatte. Baldigst mehr. Sophus Lie.“ 

S. 686, Kopf, lies: Abhandlung XVI. 

S. 706, Z. 10 müßte es heißen „dreimal“; es ist nämlich auch die Abhandlung 
„Untersuchungen über Translationsflächen II“ zu erwähnen, Leipz. Ber. 1892, 8. 569f., 
572 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Nr. 4 und Teil II). 

S. 707, Z. 18—21. Vgl. Boole, On simultaneous differential equations of the 
first order in which the number of the variables exceeds by more than one the 
number of the equations, London, Philos. Trans., Vol. 152, S. 437—454 (1862). In 
dieser Arbeit hat Boole übrigens gleichzeitig mit Bour das System von linearen 
part. Diffgl. 1. O. aufgestellt, das dem Mongeschen totalen Systeme entspricht (vgl. 


1) Theorie des 6&quations aux derivees partielles du premier ordre, Bruxelles, 
M&moire couronne le 15. 12. 1873, erschienen in Tome XXV, 1875. Vgl. da 8. 4f. 
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S. 619f.). Lie hat diese Arbeit offenbar nicht gekannt, ebensowenig wie eine auch 
sonst fast immer übersehene Abhandlung von Augustus de Morgan, On some 
points in the theory of differential equations, Cambridge Philos. Soc. Trans., Vol. IX, 
8. 515—554 (1856; Read March 27, 1854). Die letztere enthält auch schon das eben 
erwähnte System von lin. part. Diffgl. und überhaupt viele, für die Zeit ihres Er- 
scheinens bemerkenswerte Dinge. Z. B. wird erwähnt, daß eine Monge-Ampöre- 
sche Gl., bei der die beiden Scharen von Charakteristiken zusammenfallen, unter 
Umständen unendlich viele intermediäre Integrale besitzt. Vgl. hier Abh. I, 8. 2, 
2.10 v.u,8.3, Z. ıf., 8. 705, Z. 10—16. 

S. 731, Z. 25—28. Erinnert man sich, daß die 00! senkrechten Trajektorien 
der oo! geodätischen Linien durch einen Punkt immer Kurven von konstanter geo- 
dätischer Krümmung sind, so ergibt sich das noch einfacher. Berechnet man näm- 
lich für die durch 2 =0 bestimmte Kurvenschar die geodätische Krümmung und 
setzt sie gleich einer willkürlichen Konstanten, so erhält man im allgemeinen die 
endliche Gleichung der Kurvenschar. Dieses Verfahren versagt nur dann, wenn die 
00! geodätischen Linien durch einen unendlich fernen Punkt gehen, denn da haben 
die oo! Trajektorien alle dieselbe konstante geodätische Krümmung: sie sind ja 
Lobatschefskijsche Grenzkreise. 

S. 753f. Mein Beweis für den Lieschen Satz ist inzwischen ohne wesentliche 
Änderung in der Mathematischen Zeitschrift im 11. Bande auf $. 301—304 wieder- 
gegeben und zwar als Zusatz zu einer Abhandlung von P. Franck, Die Asymptoten- 
ebenen eines Flächenpunktes und seine Liesche F,, ebd. $. 289—304. 

8. 760f., Anm. zu S. 546, 2.4—8. Es kommt alles darauf an, wo Lie den 
Satz früher in viel allgemeinerer Form aufgestellt hat. Die Worte „allgemeinere 
Form“ können sich wohl nur darauf beziehen, daß Lie an einen Satz über Systeme 
von beliebigen, d. h. nicht linearen part. Diffgl. 1. O. denkt, und daß infolgedessen 
an Stelle der endlichen kontinuierlichen Gruppe des Integrationsproblems eine 
Funktionengruppe, also eine unendliche Gruppe von B.T. tritt (vgl. Th. d. Trfsgr. 
Bd. II, Kap. 16, Leipzig 1890). Ein weiterer Anhaltspunkt ist der Umstand, daß in 
dem fraglichen allgemeinen Satze von Untergruppen die Rede sein muß. Einen 
solchen allgemeinen Satz hat Lie in der Tat vor 1883 ausgesprochen. Er erwähnt 
schon hier in Abh. VII, S. 50, daß man alle invarianten Beziehungen zwischen einer 
Gruppe und einer in derselben enthaltenen Untergruppe angeben kann, und er hat 
das 1874 in Bd. VIII der Annalen auf 9. 262-266 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 14) 
ausgeführt. Es stellt sich heraus, daß die invarianten Beziehungen zwischen einer 
r-gliedrigen Funktionengruppe G, und einer g-gliedrigen Untergruppe @, bestimmt 
werden durch die Zahl der ausgezeichneten Funktionen, die @, und @, gemein haben, 
verbunden mit der Gliederzahl und der Zahl der Kesgenäänhineien Funktionen jeder 
der beiden Gruppen. 

Ich bin schon seit längerer Zeit überzeugt, daß Lie auf diesen Satz anspielt, 
und ich glaube jetzt auch zeigen zu können, inwiefern dieser Satz den Satz $. 760 
Z. 17—13 v. u. als besonderen Fall umfaßt. Für diese Nachträge würde es jedoch 
etwas zu lang werden, wollte ich das auseinandersetzen; ich spare es daher für eine 
spätere Gelegenheit auf. 

S. 766, Z. 16, 17 soll rechts dasselbe ® stehen wie in der Mitte. 

S. 767, 2.7 v. u. lies: a O,; = sin @. 
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